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Den  immer  wiederpekehrten  zahlreichen  Anfragen  gegenüber, 
«eiche  sich  auf  das  Ei-scheinen  dieses  ursprünglich  früher  in  Aus- 
sicht gestellten  Werks  bezogen,  mag  eine  Bemerkung  nicht  üher- 
äossig  sein.  Die  spätere  Veröffentlichung  ist  im  Wesentlichen  <iie 
Folge  einer  absichtlichen  Zurückhaltung  gewesen.  Allzubald  nach 
dem  ersten  Theil  der  Neuen  Gmndgesetze  zur  Physik  und  Chemie 
in  einem  verwandten  Gebiet  wiederum  etwas  auf  ungewöhnlich 
ernste  Aufmerksamkeit  Angelegtes  herausgeben,  hätte  nach  den 
inzwischen  mit  einem  Theil  der  Gelehilengeneration  gemachten 
Erfahi-ungen  sozusagen  der  durchschnittlichen  Verdauung  zuviel 
zumuthen  heissen.  Das  Interesse  des  Publicums  an  einem  Werk 
und  eine  entsprechende  schnelle  Verbreitung  desselben  genügen 
noch  nicht,  um  sofort  die  volle  Würdigung  seines  Inhalts  mitsich- 
Eubringen  und  auf  diese  Weise  die  Gefahr  gelehrter  Diebstähle  zu 
mindern.  Aus  einer  Bemerkung  am  Ende  des  vorliegenden  Buchs 
ist  näher  ei-sichllich,  wie  grade  gegen  jene  Schrift  der  Grund- 
gesetze und  voi-zugsweise  an  dem  Beitrage  meines  Sohnes  die 
VerUbung  solcher  Diebstähle  im  In-  und  Auslande  bald  begonnen 
hat.  Nan  werden  die  gutdenkenden  Elemente  des  Publtcums  mir 
wohl  zustimmen,  wenn  ich  es  für  die  Neuheiten  und  die  Sache, 
die  wir  beide  im  vorliegenden  Werk  vertreten,  nicht  für  erspriess- 
lich  hielt,  damit  vorzugehen,  ehe  nicht  die  Angelegenheiten  jener 
andern  Schrift  für  das  allgemeinere  Publicum  zu  einer  reiferen 
Tbateacbe  geworden  wilren,  —  welcher  Fall  nunmehr  sichtlich 
eingetreten  ist.    Eine  nilhere  Erläuterung  der  erwilhnten  Zurück- 
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VIII 

Grösse,  also  etwa  Linie.   Hinweisung  auf  den  Lagensinn  und  auf  spätere  höhere 
Anwendungen  des  Imagin&ren  überhaupt Seite  26. 

Drittes  Capitel. 

Einfttbmng  wahrer  Begriffe  an  Stelle  des 
ünendliehkeitsaberglanbens. 

1.  Gemeinsame  Aufgabe  innerhalb  und  ausserhalb  der  Mathematik.  2.  Ge- 
schichtliche Lage  bezüglich  der  Analysis  im  Gegensatz  zu  Lagrange  und  bei 
diesem.  3.  Ursprung  der  Erdichtung  des  ünendlichkleinen  als  einer  Grösse, 
die  kleiner  wäre  als  jede  angebbare  Grösse.  4.  Hauptgesichtspunkt.  Unmittel- 
bare Bestimmung  des  ünbeschränktkleinen.  5.  Die  Differentialrechnung  als 
unbeschränkte  Approximationsrechnung.  Das  bei  Lagrange  unerkannt  fign- 
rirende  Unbeschränktkleine.  6.  Sogenannte  Exhaustion  nur  eine  unbeschränkte 
Annäherung.  Wesentlichkeit  eines  Sprunges,  um  an  das  Ziel  selbst  zu  gelangen. 
7.  Das  nach  dem  Kleinen  hin  Unbeschränkte,  das  Kleine  und  das  Unbe- 
schränktkleine.  8.  Grund  der  sogenannten  Vernachlässigungen  in  der  Diffe- 
rentialrechnung. 9.  Alternative  in  der  thatsächlichen  Mischung  Ton  unbeschränkt 
angenäherten  mit  strengen  Gleichungen.  Zwitterhafte  Haltungslosigkeit  in  Ge- 
staltung und  Notation  der  Infinitesimalanalysis.  10.  Yerhältniss  der  neuen 
analytischen  Begriffe  zu  entsprechenden  Sachbegriffen.  Absonderung  des  Un- 
beschränktgrossen Yom  Unbegrenzten.  IL  Sprungnatur  des  Uebergangs  vom 
ünbeschränktgrossen  zum  Unbegrenzten.  12.  Weitere  Eigenschaften  dieses 
Uebergangs.    Sprengung  der  Functionsform Seite  54. 

Viertes  Capitel. 

Ausgangspunkte  einer  neuen  Rechnung. 

1.  Auszeichnende  Stützen  der  bisherigen  modernen  Mathematik.  Neuer 
und  tieferer  Ansatzpunkt  in  einer  abstracten  Zeichenrechnung.  2.  Werthigkeit 
Einfachster  typischer  Fall  der  Zweiwerthigkeit  und  eines  zweiwerthig  gemischten 
Binoms  nebst  zugehörigem  Fundamentalschluss.  3.  Einfachste  Spaltung  einer 
zweiwerthig  gemischten  Gleichung.  Nachträglicher  Gesichtspunkt  der  Ungleidi- 
artigkeit  der  Bestandtheile.  4.  Allgemeine  Spaltung  einer  Function  nach  Maass- 
gabe der  Spaltung  ihres  Arguments  als  gemeinsame  Voraussetzung  von  Diffe- 
rential- und  Functionenrechnung.  Einschaltung  über  die  Abnormitäten  der 
Differential-  und  Ableitungsrechnung.  Vermeidung  der  Nullsetzung  eines  söge- 
nannten  Zuwachses.  5.  Erweitertes  Princip  der  Gleichungsspaltung.  Ordnungen 
der  Veränderlichkeit  und  deren  Auffassung  als  unbeschränkter  Verschieden- 
werthigkeiten.  6.  Blosse  Functionszerlegung  als  Mittel  zur  Definition  und  Ab- 
leitung des  reinen  Differentialcoeffidenten.  Ueberlegenheit  dieser  Bestimmangs- 
art  in  Strenge  und  Tragweite  über  alle  bisherigen,  einschliesslich  der  von  Ldigrange 
eingefiihrten.  7.  Verwandte  Fälle  zur  Werthigkeitsspaltung  der  Gleichungen. 
Unabhängige  Differentiale.  Rationales  und  Irrationales,  sowie  neue  Belencb- 
tung  dieser  Begriffe  als  redproker  Rechnungsbeziehungen.  Die  herkömmliche 
Trennung  der  reellen  und  der  imaginären  Glieder  als  unter  dem  Schluss  auf  die 
Zweiwerthigkeit  mitbegriffen  und  als  von  der  Hauptsache  ablenkende  Be- 
schränktheit 8.  Grundschemata  für  Werthigkeiten  höheren  Grades.  Spaltong 
einer  Gleichung  in  eine  grössere  Anzahl  Summandengleichungen.  Hinweisong 
auf  die  eigentliche  Werthigkeitsrechnung Seite  di 


^^^^V^  FQnftes  ^H^^^H 

^^^^^^Exaoter  Sinn  und  (geregelte  Methode  fflr  (Uo  Wsneln 
der  Eliitaett, 

I.  (.lesichCspunkte  zur  Frageetellang.  2.  Abstracte  ßolle  und  möglicher 
realer  Sinn  der  nicht  reelleo  EinheiUvurzeln.  GesamcntvorzeicbeD  und  letzte 
Zergliederung,  d.  Vorstellung  siLmmtlicher  Gleichungs wurzeln  als  Lungen 
auf  einer  und  dersetben  Axc.  4.  Thatsäcbliche  Darstellung  der  Ein  hei ts wur- 
zeln auf  einer  «nzigen  Axe.  Construction  des  »ielwerthigen  Punktes.  Seiten- 
blick auf  eine  Conairuction  in  der  Ebene.  5.  Beleuchtung  des  bisher  Ver- 
füu'baren  zur  aI|;ebrwBchen  Auffindang  der  Einheils wurzeln.  6.  (iegenwirtig 
einfachste  Gesult  der  Auffindung.  Verweisung  auf  die  Einrahmung  in  die 
neue  und  übersichtliche  Gestalt  der  allgemeinen  Gleichungslösungen.  7.  Ein 
paar  rar  die  Werthigkeitsoperationen  erforderliche  und  genagende  Eigen- 
^cliaflen  der  Einheiis wurzeln .'^eite  lÄt, 

Sechfites  Cupitel. 
Die  Itlelchnu^lSfiDQg:  nach  der  IVerthlfkeltsrecliuung. 
1.  AuEgnnKspuokt  ton  der  Wurzelform  als  einem  werthlgen  l'oljootn. 
Prindp  der  Gewinnung  von  Gleichungen  zwischen  den  Wunelelementen  und 
den  Coefficienten.  2.  Erinneruni-  an  das  analytische  Verfohren  im  allen  Sinne, 
Die  quadratische  Gleichung  nach  der  Werthitikeitsrechnung.  Zweinerthiges 
und  Imaginftres.  S.  SpedeJle  Ilerleitung  des  werthlgen  Wurzelschema  lllr  die 
allgemeine  Gldcbun^  dritten  Grades.  4.  Lösung  der  allgemeinen  tileicbnng 
dritten  Grades  durch  Spaltung  in  Parttalgleichuctien.  WiUkQr  So  der  her- 
kilmn) liehen  Gewinnung  des  rationalen  Wurzel elemeoU.  5.  Ableitung  nnd 
Beseiiigung  des  einwerthigen  Wunelelemeoie  nach  der  Wertbigkelttmetbode 
und  zugehörige  Lösung  der  *erein&cliteo  Gleichung.  Weitere  Ahkörtiingen 
dnrch  BentttzDDg  der  WnnelauBdrficke  ftlr  die  Coefficienten,  namentlich  der 
roienisammeD.  <>,  Biqnadratische  Gleichung,  znnächit  nach  MaM«g>be  der 
WmzeiroTiD  mit  zwei  rierten  Worzeln  and  einer  QDadrmtwnrzel.  1'elicr- 
werthe  der  Elemente  und  deren  Gruppirxin^.  ~.  Lotarg  nach  der  ebenmaHigen 
^V'nraeiroriD  mit  drei  zweiweribigen  Elonenten.  Chankier  alter  (ileichnngt- 
lamDgen  bis  einachüesslich  des  lieiten  Gndt» Sdie  144. 

Siebentel  Capiiet 

TollsUndi^r  SeheKaUsMU  4er  WmncirtnN  4er  «leickiacM 
aller  «»«e. 

1.  AllgemeiDe  EiarieUm  itr  WunHorm. 
erater  Ordnung, 
aignirten  Polj^oms  toMr 
ziebbaren  Worzeln  siad. 
nach  Elementen  ertter  (Mmh«. 
der  Elementvertbe.    BfrtfHwK  dn  mmmgAtadm  1 
choDgen,   deren  6rad  tue  iMMWrtWWHr  ZaU  bC 
schiedener  WiuwtfPi— ,  dia  aidt  dartb  die  FryoMlM 
und  durch  die  Bcgtte  *a  CoaUMttos  ««Tw 
cbnngen,  deren  Gr»d  äa»  MMiUfMm  !*■ 
Orad  als  Beispiele.    4.  Gmdlafn  4«  ■■^nillMii  BeriiWw»  4m  W« 
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form  aus  den  Begriffen  des  algebraischen  Aosdrneks  and  der  Gleidn^ 
worzel.  Ableitbarkeit  aller  analytischen  AosdrOcke  aus  Elementaigrtas 
Verh&ltniss  von  Einwerthigkeit  und  Rationalitit  ünterseheidaBg,  OrAa^j 
und  Reduction  der  Wurzelgrössen  eines  algebraischen  Anadmcln.  5. 
und  unredudrbare  Form  jedes  algebraischen  Aosdnicks.  Beweis  des 
bezüglichen  Gesetzes  der  Gleichheit  6.  GeseU  der  Un^eichhdt 
Werthe  eines  algebraischen  Ausdruckes,  die  sich  durch  yerBchiedeneSigiii^l 
äusserer  Wurzelgrössen  unterscheiden.  Mehrwerthige  Gleichiingen.  Henli' 
lung  einer  irreducibeln  Gleichung  mit  rationalen  Coeffidenten,  die  eineo  pft\ 
benen  irrationalen  Ausdruck  zur  Wurzel  hat  7.  Uebersicht  der  bisher  c^ 
wickelten  Sätze.  Haupt-  und  Nebenwurzelgrössen.  Die  Heiieitimg  i»\ 
Abelschen  Satzes,  dass  der  Grad  einer  Gleichung  und  das  P^rodad  der  Si- 
ponenten  der  Hauptwuneelgrössen ,  welche  der  auf  die  onrediicirbaie  F«i' 
gebrachte  Ausdruck  für  ihre  Wurzeln  enthält,  einander  gleich  sind.  8. 
Schäften  der  algebraisch  lösbaren  Gleichungen,  deren  Grad  eine 
gesetzte  Zahl  ist.  Beispiel  der  Gleichung  sedisten  Grades.  DarsteHimg  als 
Wurzelelemente  beliebiger  Ordnung  durch  rationale  Fanctionen  der  Gleicfao^^ 
wurzeln.  9.  Ableitung  der  nothwendigen  Wurzelform  für  die  primgradigs 
Gleichungen.  Einzig  mögliche  Einrichtung  der  Wurzelansdracke  fikr  alle  i- 
gebraisch  lösbaren  Gleichungen Seite  16»- 

Achtes  Capitel. 
Behandlung  überTiergradiger  Gleiehnngr^n. 

1.  Allgemeine  Herleitung  der  Gleichungen  zwischen  den  Wnrzelelemeotet 
und  den  CoefQcienten.  Specielle  Aufstellung  für  den  fünften  Grad.  2.  Eigci- 
Schäften  der  Schlussgleichung.  Wcrthezahl  des  Elements.  Aeusserste  Reds- 
cirung  der  Werthezahl.  Kritische  Function.  3.  Lösung  der  zweielemeotigai 
Gleichungen  aller  Grade  nach  der  Werthigkeitsrechnung.  Abart  dieser  Gl» 
chungen,  von  der  die  Winkeltheilung  abhängt  Ueberflassigkeit  des  bisherigei 
transcendenten  Lösungsweges.  4.  Grenzen  der  unmittelbaren  Operationen  väx 
den  Elementefunctionen.  Uebergang  zu  den  Wurzelfunctionen  Lagrangei. 
Die  Elementefunctionen  als  natOrlicher  Rahmen  der  Wurzelfunctionen.  Die 
Wurzel  als  das  werthig  Einfachere.  5.  Ausdruck  des  Wurzelelements  doreh 
ein  werthiges  Wurzelpolynom.  Vorstellung  der  kritischen  Function  als  einer 
unmittelbaren  Function  der  Wurzeln.  6.  Unterscheidung  der  von  den  Yw- 
Setzungen  abhängigen  und  der  rein  permutativen  Werthe.  üeberflQsaigkat 
der  gekünstelten  Permutationsarten.  Bildung  der  kritischen  WurzelfonctioB 
aus  der  Elementarfunction.  Specieller  permutatiTer  Charakter  der  kriUschen 
Werthe.    Behandlung  des  Weiteren Sdte  908. 

Neuntes  Capitel. 

Lösbarkeitskriterien  und  Lösnngswege  fQr  Gleichungen 
einfacher  nnd  znHsmmeugesetzter  Grade. 

1.  Bisherige  Beschränkung  des  Wissens  von  den  Lösbarkeitsbedingungen 
auf  die  Primgrade.  Neue  einfache  Herleitung  des  Graloisschen  Satzes  im  Rah- 
men unserer  Methode.  2.  Vervollständigung  des  Abelschen  Unlösbarkdts- 
beweises  für  die  Gleichung  fünften  Grades.  Ausdehnung  der  Ergebniese  der 
vorigen  Nummer  auf  die  Gleichung  siebenten  Grades  und  primgradige  Glei- 


cbungeo  ftberliaupt,  Riclitiftkeic  der  Abelacbeo  Formulinuig,  Vergleichuog 
mit  der  Galoiwcheo.  3.  Specielle  VoraosgeUutigen  und  Vorbtireitungeo  für  die 
LösuDg  primgradiger  GleichungeD.  Ersalzgleicbung,  aus  der  auch  Elemente- 
gleichuogen  hervorgehen,  Gewinnung  der  Tenchiedenen  Wertho  der  ErBotz- 
gleichung  &ub  einem.  4.  Gang  der  Lüsung  im  Falle  der  rnin),Tade  und  ape- 
dell  dea  fünften  GradeB.  UaiionallEiruDg  der  kririscben  Function  mit  UQlfi; 
der  ErSBUgleichuny:.  GewiDounn  von  Functionen  mit  kritisi'ben  W'erthen  für 
die  Potenzen  der  Wunelelemenle  zweiter  Ordouns.  Wegschaffun«  der  öber- 
flüiügen  Signirungen.  Ö.  (iemeinaameB  L(JsuiigHkriterium  für  primzahlige  und 
Ar  zusammengesetzle  Grade.  Erlorderniss  dea  Bationalwerdens  kritischer 
Werthe.     Markiruogsgesetz   lUr  die  Grenzen  algebraischer  WurzelcouBtitntion. 

6.  Ableitung  eines  kritischen  Functionenpaars  der  Gleichung  sechsten  Grades. 

7.  Alternative  Zerlegbarkcit  als  das  zur  Lösbarkeit  hinreichende  Lrfordemias. 
Peweis  des  Satzes,  dass  die  Auflösung  der  Gleichung  sechsten  Grades  von 
der  Ration  aus  Irunii  einer  der  beiden  kritiBchen  Functionen  abhängt,  UoDi&g- 
licbkeit  einer  Bolchen  Ratio naüsirung  im  Allgemeinen.  8.  Ausdehnung  auf 
Gleichungen  zusaminengesetzlen  Gradea  überhaupt.  Ein  lösbarer  Fall  der 
Gleichuni:  sechsten  Grades.  Die  algebraische  Aufiüsang  der  Ahelschen  und 
iiiBbesondere  der  binomischen  Gleichungen Seite  21ä. 

Zehntes  (apitel. 
Die  IniaglnSreu  und  dte  Transceudenteu  In  enrelterten  Verbitiduu|reii. 

1-  UmCasseodere  .4 II gemeinheil  der  trar.scendenten  Analysia.  Das  Trans- 
cendente  keine  Eigenschaft  der  Grossen  an  sich ,  sondern  eine  Rechnungs- 
beziehung.  Erstes  Auftreten  dea  Imaginären  in  der  trunscendenten  Gnind- 
gleichung.  2.  Algebraisclier  Ursprucg  dea  in  transcendenter  Verbindung  ?or- 
kommenden  Imaginfircn.  Nacliweiauiig  dieses  Ursprungs  im  Falle  der  Gnind- 
gleichung.  Fundamentale  Holle  eines  h;perboliacbeo  Analogons  der  trigono- 
metrischen Functionen.  ^.  Ableitung  der  liypcrbolischen  T'osinus  und  Sinus. 
Zugehörige  reell  ironscendente  Grün dgl eich ung.  Vollkommene  Analogie  in  dem 
tranicendcnten  GleichungBpaar.  4.  Ableitung  der  Beziehungen  zwiicheii  den 
byperboliachen  und  den  Kreisfun ctionen  aus  der  Einheitlichkeit  der  zu  Grunde 
lie-ienden  algebraischen  (ileichungen.  Uebergang  von  der  einen  Functionsan 
zur  sodem  durch  blosse  Imaginärsetzung  der  Ordinate.  Entsprechende  Ent- 
wicklung der  Eulerscben  imaginären  Grundgleicbung  ans  der  reellen  Gnind- 
gleichung.  5.  Blosse  Vereinigung  der  Portial gleich un gen  für  Kreis  und  H}-perbel 
EU  einer  Gesaniml<;l  eich  ung  vierten  Grades  ungenügend,  tun  Ursprung  und 
Sinn  des  imaginären  Ueberganges  zu  kennzeichnen.  6.  Kyperbelpaar  nach 
der  in  das  Imaginäre  erweiterten  Gleichung  in  Polarcoordinaten.  Sachverhalt 
hei  rechtwinkligen  Coordinaten.  Beziehungen  zum  Hauptschema  und  Belag 
Tdr  den  algebraischen  Ursprung  des  lina{;in&ren.  7.  Geometrische  CODStruc- 
lioD  des  iniui;inär  transcendenten  Binoms.  S.  Zuuehörige  constructive  Ablei- 
tung der  Grundgleicbung  selbst Seite  247. 

Elftes  fapitel. 
WertlilgkeitsreotanuDg  Im  TranscendeDten. 
1.   UmfonnuDg  des  zweinerthigen   Binoms  vermittelst  der  bypefboliscben 
Trajucendenteu.     Ausdruck   des   imaginären  Binoms   in    KreistranseenJeiiiea 
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als  specieller  Fall  der  Behandluog  des  zweiwerthigen.  2.  Abändenmg  m 
Verfahrens  für  den  Fall,  dass  der  zweiwerthige  Bestandtheil  des  Binoaili| 
absolut  grössere  Ist.  Allgemeinste,  nftmlich  ezponentielle  Transformatioii  m 
Zweiwerthigkeit.  Zwei  Yerfahrungaarten  f&r  den  Aosnahmefeül.  8.  Kck»| 
sächlichkeit  des  einwerthigen  Binoms.  Das  zweiwerthige  Binom,  im  Gegoi 
zum  blos  imaginären,  als  Typus  der  quadratischen  Gleichungswnndn.  Ul 
nung  mit  den  Transformationen.  4.  Anwendung  der  Transformation  des  MJ 
werthigen  Binoms  zur  völlig  allgemeinen,  nicht  Tom  irredacdbeln  Fall  an 
henden  Darstellung  der  transcendenten  Form  einer  Gleichungswiind  drittol 
Grades.  Nebenausführung  über  eine  zweigliedrige  WorzelauaziehDng  tf 
einem  imaginären  Binom,  die  auch  als  arithmetisches  Redacinugsmittd  ii 
irreducibeln  Falls  dienen  kann.  5.  ZurückfÜhrung  der  Wurzeln  dner  Abtfl 
zweielementiger  Gleichungen  auf  eine  transcendente  Form  vermittelst  derü» 
Wandlung  zweiwerthiger  Binome.  Gleichzeitige  Nachweisang  der  Natnr  dien 
Gleichungen  als  Theilungsgleichungen  der  Argumente  der  Kreisfanctionen  wti 
der  Hyperbelfunctionen.  Bemerkung  über  die  allgemeinste  Fassung  des  At-j 
blems  als  Argumenttheilung  periodischer  Functionen.  6.  Die  ExponeS 
function  im  Falle  eines  mehrwerthigen  Arguments.  Zerfallen  ihrer  ReöiiM 
verschieden  signirte  Partialreihen.  Functionscharakter  der  Partialn&iK 
7.  Aufstellung  und  Gebrauch  einer  imaginären  Constantengleichong.   Seite  tf| 

Zwölftes  Capitel. 
Functionen  werttaig  gettaellter  Argumente« 

1.  Erstreckung  der  Werthigkeiten  über  das  ganze  Gebiet  fanctioneUer  i^ 
hängigkeit.  Zusammenfallen  des  letzteren  mit  der  Mathematik  ftbeitaf^ 
Ursprüngliche  Entstehung  der  mehrfachen  Werthe.  Die  mehr  als  einj^iedrip 
Werthigkeit  als  der  allgemeine  und  interessirende  Fall.  2.  Hanptsats  tos  ^ 
übereinstimmenden  Werthigkeitsform  der  Functionen  und  ihrer  AigniiMi^ 
Beweis  vermittelst  einer  neuen  Methode,  den  Functionslanf  zu  Terfolgen.  FA 
in  denen  sich  der  Functionswerth  durch  keine  in  ganzen  and  positi?«  Po- 
tenzen fortschreitende  Reihe  ausdrücken  lässt.  8.  Besondere  Grestsltoiig  ^ 
Hauptsatzes  für  ein  zweiwerthiges  Argument  und  bei  den  fundamentalen  f^ 
tionstypen,  einschliesslich  des  Falles  der  hyperbolischen  Functionen.  4.  Gm^ 
beziehung  zwischen  den  Differentialquotienten  der  PartiaUünctionoii  einei  i 
werthig  getheilten  Arguments.  Uebersetzung  des  allgemeinen  Sachverfaalti  i> 
den  imaginären  Specialfall.  AoEdchnung  auf  signirte  Polynome  ftbeirtal^ 
5.  Integrale  zwischen  zweiwerthlg  binomischen  Grenzen,  ünahhftngi^nit  iM 
Werths  von  einem  functionellen  Ye^hältniss  zwischen  den  Bestandtheiles  ^ 
Arguments.  Formulirung  des  Satze?  in  Beziehung  auf  den  IntegratioBüC^ 
Einschluss  des  imaginären  Spccialfalls.  Yergleichung  der  reellen  ond  ^ 
imaginären  Gestaltung  der  Zwischenwerthe.  Zusammenfassung  ongleicliiitig' 
Einheiten.  6.  Fundamentaler  Hülfssatz  von  der  Gesetzmässi^eit  jeder  iteligB 
Grössenveränderung.  Zusammensetzung  jeder  noch  so  willkürlichen  lioiei' 
functionell  bestimmten  Strecken.  Thatsächlichkeit  der  YonuiBsetiang,  M 
die  Stücke  eines  getheilten  Arguments  in  irgend  einer  functionellen  BesieM 
stehen.  7.  Neuer  einfachster  Beweis  des  Satzes  von  der  GldchgQlti^eit  iü 
Integrationsweges  ohne  Voraussetzung  auf  Grund  des  Begriffs  vom  bestioB^ 
Integral.    Völlig  allgemeine  Nachweisung  der  Eigenschaft  des  Integral««^ 


!  Oiffereuz  der  Grenzwerthe  der  Inte^ralAinctign  zu  sein.  Die  Möglicbheit 
^erschiedeaer  liitegrationswe«e  sIb  eine  bloa  iiiniutretende  (lleich^Itigkeit. 
,-Au«dehDQiii.'  des  Hauptsatzes  auf  polvnoniigche  Ar^njnienle  oder  überhaupt  auf 
^-Argamenie,  die  Belbst  Functionen  mehrerer  Verftnderliclier  sind.  ^i.  Gestaltung 
vmd  neae  Fonnulirunjj  des  Satzes  vom  Werih  des  bestimmten  Integrals  bei 
-^elwerlbiaen  Functionen.  Werltiphasen  und  Periodicit&t.  9.  Ursache  der 
tiiaher  beBcliränkt  gebliebenen  Fossung  der  niarkirte6tcii  Sätze.  Irri^-e  und 
tkeecliränkte    Imaginärtheorie.     Miui|;el  au    biun   für    die    Allgcmeinhdt    und 

Iicbartigkeit  aller  Grössen&nalj-sis Seite  286. 
Dreizehnlee  Capitel. 
f  Slirnirnn;,  Constraetlon  and  Lage. 
1.  Gleichgültigkeit  der  rein  analytischen  Ausdrücke  und  Rechnungs zeichen 
tn  gpecifigch  fceometrificiie  Grftsaeneigen Schäften.  F.rfordernisB  der  Zu- 
Sllung  einer  ersten  geometrischen  Voraussetzung  als  Anknüpfungspunkt  illr 
tere  Schlüsse.  Die  Fehler  der  bifberinen  imaginären  Graphik.  2.  Wirk- 
liebe Construction  einer  Function  niil  binomischem  .Argument,  anstatt  blo6 
graphischer  Üaretellung.  Zurückltllirung  auf  IJnadrinome.  3.  Darstellung 
ein«B  Integrals  zwischen  binomiacben  Grenzen  als  Flächenraum  im  besondem 
Hinblick  auf  den  imaginären  Specialfall.  EinheitUtbe  Auflragung  mehr&ch 
Btenirter  Differentiale.  4.  'Auflösung  der  Paradoxie  der  Einerleibeit  dei 
Flkcbenraums  fUr  den  reellen  und  den  imaginären  Fall.  Feststellung  des  Be- 
^^riffs  des  Imaginativen  Wertbe  einer  Flache  oder  überhaupt  Grösse  in  seinem 
ganzen  ljtnfan<;.  Rechnungswerth .  Signirungswerth.  5.  Sjgtem  binomischer 
rtappeico ordinalen  in  specieller  und  allgemeiner  Anwendung  auf  reell  oder 
imaginär  bestimmte  Curven.  Binomisch  imaginäre  Punkte  in  einem  naljlrlich 
möglichen  Sinne.  Der  umgekehrte  üebergan^'  von  beliebigen  binotniscben 
Coordioateo  zu  eingliedrigen  nur  in  eim^m  besondem  Falle  möglich.  8.  Cn- 
willkürlicbe  Verbildüchunif  der  Best andth eile  eines  reellen  zweiwerthigen 
llinomH  in  der  modalirteo  Form  mit  Kreisfun ctionen.  Entsprechende  Gleichung 
des  biTariabeln  I>retecks  und  des  bivariabeln  Punktes.  7.  Geschicbtiicbes 
Lieht  aber  die  unwillkürliche  Teranlnsguni;  der  imat^nftren  Graphik.  Er- 
kliniu:,  Rationalisirung  und  Geaicbtepuuktserweiterung  aus  unserm  System. 
Einibhruiig  des  »erftnderlichen  \'orzeicheos.  Geometrische  Schemalisirung  tür 
die  Analysia  eine  blosse  KrUckc.  8.  Die  signitive  Constmctiou  als  innerhalb 
OAtOrlieher  Grenzen  lirauchbarea  Mittel  zur  Vervollkommnung  der  aoalytiscbeD 
Geometrie.  Abweisung  geometrisirter  Analysis.  9.  Der  sogenannte  Kreis 
dritten  (irades  als  Typusbeispiel  zur  Beleuchtung  der  »ignitiven  Constructionen 
im  Negativen  und  im  binomisch  Imflgiaären.  Wesentlich  niedrigerer  Grad 
and  ollfflniges  Zutreffen  der  GleichuDg  bei  signitiver  Charakteristik  der  Ge- 
bild««mppen.  Da«  rein  Imaginire  ahi  Kern  einer  natürlichen  Geometrie  im 
Gegensau  au  den  Möglichkeilen  selbst  bivariabier  Constructionen  in  geome- 
trütischen  Zurichtungen  der  Analysis.  10,  Ausgangspunkt  fllr  eine  wirkliehe 
Oeoinelrie  oder  Analysis  der  Laue.  Richtige  Stelluofe-  der  ['rage  Gering- 
fügiger Kern  de«  Bisherigen  bei  vorwaltender  Nebelhaftigkeit.  11.  Tragweite 
da  eignen  Eigebnisse  bezüglich  einer  völlig  raüonellen  Analysis  der  Lage 
und  ober  die  blossen  Lagefragen  hinaus Seite  313. 
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Vierzehntes  Capitel. 
Weitere  Anwendungen  der  neuen  Mittel. 

1.  Hinweisnng  auf  die  angewandte  Mathematik.  Beschränkung  der  nocb 
übrigen  Fälle  auf  die  reine  Mathematik.  Unterordnung  der  Maxima  anl 
Minima,  insbesondere  der  symmetrischen,  unter  den  WorthigkeitsgesichtspunkL 

2.  Neue,  von  der  Taylorschen  Reihe  und  dem  gewöhnlichen  Differectialbegriff 
unabhängige  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima.  Beispiele.  £ine  theils 
circulare,  theils  hyperbolische   Function.     Vermeidung  unendlicher    Beiben. 

3.  Gestaltung  der  Bedingungen  für  symmetrische  Maxima  und  Minima.  So- 
fortiger Schluss  auf  alle  Gleiriiungen.  Umkehrbarkeit  des  Hauptsatzes.  He^ 
Yorhebung  der  Curven  zweiten  Grades  unter  den  sonstigen  Beispielen.  Die 
gewöhnlichen  Regeln  för  Maxima  und  Minima  als  ein  blosser  Specialfiül  der 
neuen  allgemeinen  Ableitungsart.  Allgemeine  Vorthcile  einer  Rechnung  mit 
unabgekürzten  Differentialen.  4.  Integration  nach  und  durch  Werthi|^eiten. 
Einschluss  der  imaginären  Fälle.  5.  Verwendung  der  neuen  Imaginftrtheorie 
zur  Verwandlung  der  Integrale  für  reelle  Gurren  in  solche  für  die  a^iongirteB. 
Einfachstes  Beispiel  des  Quadraturintegrals  für  Kreis  und  gleichseitige  Hj^eaktl 
6.  Uebergang  vom  reellen  zum  imaginären  Fall  im  RectificationsintegraL  Die 
zur  Curvengleichung  selbständig  hinzukommende  geometrische  Beziehnng.  Ab- 
soluter und  imaginativer  Werth  des  Bogenelements.  Einheitliches  Integral  fir 
das  Doppelgebilde.  7.  Absoluter  und  imaginativer  Werth  eines  Radiosreetar. 
Zweitheiliger  Ausdruck  der  Hypotenuse  mit  Rücksicht  auf  eine  im^giiiir 
signirte  Kathete.  Imaginative  Constanz  einer  in  ihrer  Zusammensetzung  tm 
absoluten  Bestandtheilen  variabeln  Liniengrösse.  Die  gesammte  Qeometrie  da 
imaginär  adjungirten  Gebilde  aus  derjenigen  der  unmittelbaren  durch  blosse 
Imaginärsubstitutionen  zu  entnehmen.  8.  Ausdehnung  der  imaginären  nnd  der 
imaginativen  Correspondenzen  auf  die  Oberflächen  und  Körperräome.  Ail- 
gemeine  Hinweisung  auf  die  durch  das  Imaginäre  und  das  Imaginative  erafls- 
lichte  stetige  Verwandlung  aller  Curven-  und  Flächenspedes  derselben  GattM^ 
ineinander Seite  S97. 

Fünfzehntes  Capitel. 

Ansgangrspnnkte  zu  einer  neuen  Lehre  von  allgemeinen 

Fnnetionseigenschaften. 

1.  Verkehrtheit  der  neumodischen  Generalien  über  Functionen.  Ueber 
legener  Standpunkt  Erfassung  des  Hauptproblems.  Intraimagin&re  Aoiftfa^ 
barkeit  jeglicher  functioneller  Operation.  Functionsumkehrung  und  Gleidunfi* 
lösung.  2.  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  einer  algebraischen  Gleicküf 
implidte  Function  für  jeden  Werth  ihres  Arguments  einen  reellen  ote 
imaginären  Werth  hat,  und  zwar  durch  eine  Methode,  von  einem  gegdwsei 
Werthepaar  von  Function  und  Argument  mittelst  unbeschränktkleiner  Inoe- 
mente  zu  jedem  andern  überzugehen.  Verallgemeinerung  Mr  die  durch  Rcibei 
definirten  Functionen.  8.  Ursprungsnatur  und  Grundeigenschaften  aller  deit 
baren  Functionen.  Entstehung  von  Functionen  durch  die  Operation  der  üs- 
kehrung  4.  Permanente  und  wechsehide  Functionen.  Beweis,  dasi  jcA 
denkbare  Function  nach  der  Taylorschen  Reihe  entwickelbar  ist.  Branclih» 
keit  der  Taylorschen  Reihe  für  den  Fall  der  Divergenz.    5.    Allgemeiiie  Zi* 


rückfaiirung  aller  m ath ein ati sehen ,  von  der  GrösseDabh Äugigkeit  temreachtcn 
TJniDOglichlieileD  auf  dag  Imaginire.  RechnuagiliiDCtiODei)  anJ  Sachfnnc- 
iionen Seite  377. 

äechzehates  Capitel- 
Lemen  and  Lehren  der  Elemente. 

1.  Zusammenliang  der  Anleitung  mit  dem  HaiipÜDhalt  der  Schrift  Ver- 
h&ltniss  XU  derjenigen  in  dem  mechaniErtien  Werk.  Bedeutung  der  Eleoienie. 
2.  Charakteristik  von  Elementen  der  Mathematik  überhaupt.  Der  Weg  vom 
Einfachen  zum  Zusammengesetzten  als  vahre  Eigen thOmlichkeit  eigentlicher 
Synthese.  Gegensatz  zum  scbolae tischen  Rubrikenwerk.  3.  Bezeichnung  drr 
Geometrie  als  todie  Sprache  von  Seiten  Lagranges.  Beispiel  Pascals  und 
seines  Wahns  vom  Allesheweisen  als  Zeugniss  für  die  Unfruchtbarkeit  antiker 
Schulung  in  Ermangelung  einer  entsprechenden  eigaen  Anlage.  Extraclioo 
von  etwax  lebendig  Nützlichem  nach  selb«!  lebensvollen  Gesichtspunkten. 
4.  Legendres  Elemente  der  Geometrie  als  Anachronismus.  Daa  Zuviel  an 
Geometrie-  5,  Elemente  der  Arithmetik  und  .Xlgebra  als  Hauptaugenmerk 
der  .^lodemen.  Eulers  Versuch.  Lagranges  mustergültii^  Vorträge,  ti.  Prak- 
tische Gesichtspunkte  zu  einem  Cursus  von  Elementen  der  Mathematik.  Um- 
fassung der  Ausgangspunkte  auch  der  hohem  Gebiete  und  neuen  Wenduniien, 
7.  Wege  zur  Verkürzung,  Concentrirung  und  Vereinfachung  der  Gesammt* 
elemente.  Natürlichere  Beweiaarten.  8,  Beschaffung  feeler  Grundlagen.  Vei- 
wendnng  der  neuen  AutschlUsse.  Verftaderte  Behandlung  der  Gleichungen. 
Praktische  Haltung  Jedes  Cutbus Seite  307. 

Siebiehntes   Capitel. 
Der  Corsas  der  hnhem  Mathematik. 

1.  Aeussere  Vorbedingungen  leidlicher  Lehrbücher.  Die  bisherigen  Chancen 
auf  französischem  Boden.  2.  Verhältnissmüssig  Brauchbares  unter  den  Curscn 
der  l'ariser  Pol ylecbni sehen  Schule.  3.  Aeusserst  beschrankter  Nutzen  von 
Lehrbüchern  im  Sinne  des  |j:e meinen  ^chulherkommens.  Besonders  ver- 
derbende UmStande.  4.  (.'oncenlrining  des  ernsten  Studiums  auf  das  bisher 
beste  Lehrwerk ,  die  Functionenrechnung  von  Laurange.  5.  Fremdes  Ver- 
halten zum  La^anceschen  Lehrstandpunkl  und  /u  der  ihm  angehörigen 
Syslemkraft.  Lagranges  Vorgefilhl  bezüglich  der  Mathematik  des  nächsten 
Jahrhunderts,  ti.  SelbsibeschafFung  eines  einheitlichen  Systems.  7.  Functionen- 
lehre  im  weitem  Sinne  als  die  leitende  mathematische  Wissenschaft.  Blosse 
Ausläufer  oder  Sonderfiesichtsp unkte.  Elliptische  Functionen  und  sogenannte 
Zahlentbeorie.  8.  Gesetz  der  vollen  analytischen  Abstraction.  Constituirung 
häherer  Elemente  der  Mathematik Seite  4'26. 

Achtzehntes  Capitel. 

Die  Alistufan^  In  der  iiia thematischen  Sethoile  nnd  die 

selbständige  Forschung. 

1.  Zerfahrenheit  und  geometrisiische  Keaction.  Vorhandensein  eines  be- 
rechtigten Neben  zu  ges  in  der  übrij^ens  verwerf]  i  eben  Reaclion  gegen  die 
Analysls.     2.    Die  weniger  gute,  aber  am  meisten  anmaassende  Vertretung 
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der  neuixiodischen  Geometrie  mit  ihrer  Torgeblichen  Unabhängigkeit  von  allen 
Analytischen.  3.  Verkennung  und  Verhehlung  leitender  analjrtischer  Begrifft 
bei  neumodischen  Synthetikem.  Der  Gradbegriff  und  dessen  vorgeblicher 
Ersatz,  ümkehrung  der  Entlehnungsfirage.  4.  Nebelhafte  Behandlung  des 
Imaginären  und  greifbar  widersinnige  des  Unendlichen  der  Analysis  bei  Pro- 
jectivikem.  Qeometristischer  Unendlichkeitsaberglaube.  5.  Subaltemität  der 
unmittelbar  geometrischen  Methoden.  Poncelets  Conception  einer  ideeUes 
Sehne  als  Beispiel  eines  Mangels  an  Abstractionskraft.  Schlässel  zu  dieser 
dunkeln  Conception.  Complicirtheit  des  sogenannten  anharmonischen  Doppel- 
verhältnisses im  Gegensatz  zur  Einfachheit  einer  Gleichung  des  rechtwink- 
ligen Dreiecks.  Leerheit  der  Projectivik  an  neuen  geometrischen  Säties 
sachlich  erheblicher  Art,  selbst  in  Vergleichung  mit  der  sonstigen  Geometrie 
der  Neuern.  6.  Natürliche  Geometrie  und  natürliche  Sachmathematik.  Bisher 
beste  Handhabung  des  analytischen  Werkzeugs  in  Lagranges  Meehanit 
7.  Hinweisung  auf  einen  falschen,  aber  bisher  für  richtig  gehaltenen  Angriff 
Poinsots  auf  Lagrange  durch  Insinuirung  eines  nicht  unerheblichen  Gleichangs* 
fehlcrs.  8.  Aufdeckung  des  Poinsotschen  geometrischen  Fehlers  und  des  tut 
gehörigen  Mangels  an  Verständniss  für  die  geometrischen  Anordnongen  La- 
granges.  Selbstbiosstellung  dieser  beschränkten  geometrischen  Reaction,  die 
in  der  vermeintlichen  Nachweisung  eines  Lagrangeschen  Fehlers  grade  eincB 
eignen  zu  Markte  trug.  Die  specifisch  geometrische  Denkweise  als  niedere 
Stufe.  9.  Die  analytische  Denkweis  i  noch  nicht  die  höchste  Stufe.  Völii|e 
Autonomie  erst  in  den  über  ihr  belegenen  und  sie  leitenden  Begriffen.  Ge- 
staltung des  Studiums  im  Sinne  der  einen  vollkommenen  mathematiftdieB 
Methode.  Rückenkehrung  gegenüber  der  dressirten  und  eingehegten  Fansa 
der  Mathematik.  10.  Autonomie  der  Forschung.  Bios  überlieferte  Probiene 
Schicksal  der  Algebra  seit  Lagrange.  Kennzeichnende  Vorgänge  mit  Qaloii* 
Vorherrschaft  der  Betise  in  der  Mathematik  der  nachlagrangeschen  Zeit 
11.  Kenntniss  der  allgemeinen  Zustände  als  Studien-  und  Forschnngscompass. 
Symptom  der  neusten  Hebraisirung  des  mathematischen  Marktes.  Freimadrai^ 
eines  bessern  Weges.  Die  Mathematik  als  ein  einziges  speculativ  praktisches 
Problem,  welches  sich  in  Specialprobleme  sondert  und  alle  quantitative  Wirk- 
lichkeit umfasst.    Unfug  der  Mathematisten.    Bessere  Steuerung  .     Seite  4ßi 

Schluss Seite  506. 

Schriften   von   £.  Dühring   nebst  Bemerkung  über  die  Plagürang  einer 
derselben Sdte  517. 
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Erstes  Capitel, 
Nene  FeHtstelInng  des  Sianes  des  Negstlren. 

1.  Die  antike  Mathematik  steht  bei  denen,  welche  einen 
feineren  Sinn  für  die  Strenge  der  Begriffe  haben,  mit  Recht  im 
Ansehen  grösserer  Schilrfe  und  Klarheit  als  liie  moderne.  Dies 
zeigte  sieh  auch  namentlich  noch  in  der  Werthschätzung.  die  sie 
im  Uebergani;e  vom  18.  zum  19.  Jahrhundert  von  Seiten  eines 
Lagrange  erfuhr.  Dieser  Analytiker  höchsten  Ranges  verband 
mit  seinen  hohen  schöpferischen  Fähigkeiten  auch  ein  ernstes 
Streben  nach  grösserer  Kliirheit  und  nach  Wegräumung  deijeni- 
gen  Dunkelheiten,  die  ihm  in  der  Mathematik  der  Neueren  be- 
sonders anatflssig  waren.  Seine  Bemühungen  concentrirten  sich 
auf  einen  Ersatz  des  Begriffs  des  Unendlich  kleinen  und  waren, 
soweit  sie  zutreffend  ausfielen,  als  Voi-stadien  einer  hessern  Grund- 
legung der  gesammten  Mathematik  sehr  nützlich.  Sie  hatten 
aber  grade  das  unberührt  gelassen,  was  noch  viel  tiefer  in  die 
Verfassung  der  Mathematik  und  aller  ihrer  mechanischen,  physi- 
kalischen oder  sonstigen  Anwendungen  eingreift.  Auch  Lagrange 
hat  nie  empfunden,  wie  die  Mangelhaftigkeit  und  Unsicherheit 
in  den  Operationen  und  Schlüssen  der  neuem  Mathematik  weit 
mehr  auf  falsche  oder  unzulängliche  Vorstellungen  Ober  die  fun- 
damentalen Rechnungszeichen  als  auf  den  Mysticismus  des  Un- 
endlichen zurückzuführen  sei.  Er  hat  sich  an  der  Lfisnng  der 
Rätbsel,  welche  die  gemeine  Auffassung  des  Imaginitren  darbietet, 
nicht  einmal  vei-sucht,  ja  den  thntsächlichen  Mangel  hier  nicht 
einmal  zureichend  gewürdigt.  Die  Eleganz,  mit  der  er  die  Rech- 
nung im  Gebiet  imaginlirer  Beziehungen  handhabte,  contrnstirte 
mit  der  Enthaltung,  die  er  bezüglich  des  Gebrauchs  des  Imagi- 
nären im   sachlichen  Gebiet  übte.     Grade  weil  er  den  Werth 
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völliger  Strenge  und  Durchsichtigkeit  hoch  anschlug,  hatte  er 
das  Bewusstsein,  sich  im  Gebiet  des  Imaginären  auf  einem  ganz 
anderaitigen  Boden  zu  bewegen,  der  nicht  die  gleiche  Anwend- 
barkeit mit  dem  der  reellen  Operationen  zu  bieten  schien.  Aber 
obwohl  diese  Kluft  zwischen  den  beiden  Operationsgebieten  filir 
alle  damaligen  Mathematiker  unüberbiilckt  gähnte ;  so  hat  doch 
selbst  Lagrange  nie  auch  nur  den  Versuch  gemacht,  den  Anstoss 
und  die  Unbequemlichkeit  durch  eine  Nachforschung  über  die 
ei-sten  Ausgangspunkte  des  analytischen  Getriebes  wegzuräumeiL 
Der  Vorzug  der  antiken  Mathematik  beruht  positiv  auf  den 
Sinn  für  strenge  Begriffe  und  Beweise,  der  sich  in  ihr  verkörpert 
hat.  Uebrigens  ist  es  aber  ein  Mangel,  vermöge  dessen  sie  noch 
nicht  in  den  Fall  kam,  den  neuem  mathematischen  Aberglauben 
und  die  zugehörigen  Begriffsverdunkelungen  an  sich  herantreten 
zu  sehen.  Dieser  Mangel  bestand  in  der  überwiegenden  Be 
schränkung  auf  Geometrie  und  in  der  Unentwickeltheit  der  as- 
tiken  Algebra,  die  selbst  in  der  Diophantischen  Gestalt  noch  keinen 
abstracten  Algorithmus  der  Operationen  ausgebildet  hatte.  Die 
Algebra  ist  zwar,  mindestens  einschliesslich  der  Gleichungen 
zweiten  Grades,  also  in  ihren  praktischen  Hauptmitteln,  bereits 
eine  Ueberlieferung  aus  dem  späteren  Alterthum.  Anders  vw- 
hält  es  sich  aber  mit  dem  abstracten  und  systematischen  Ge- 
brauch der  Rechnungszeichen  und  Buchstaben.  Die  Entwickluog 
dieser  analytischen  Zeichensprache  mit  allen  ihren  unwillkür- 
lichen Consequenzen  an  neuen  Begriffen  und  Wendungen  ist  eine 
Eigenthümlichkeit  der  Neuern.  Es  konnten  daher  auch  erst  die 
Algebraisten  der  neuem  Jahrhunderte  sein,  die  mit  dem  erwei- 
terten Gebrauch  des  Subtractionszeichens  der  Abirrung  anheinH 
fielen,  das  Negative  in  falscher  Weise  zu  deuten  und  zu  verding- 
lichen.  Indem  man  vom  natürlichen  und  einfachen  Sinn  der 
Sache  abkam  und  sich  einem  theils  gedankenlosen  theils  falsch 
gedeuteten  Spiel  der  Operationen  Oberliess,  gerieth  man  in  der 
Analysis  vom  16.  bis  zum  19.  Jahrhundeit  immer  tiefer  in  dne 
mechanisch  äusserliche  oder  räthselbaft  verdunkelte  Handhabung 
der  Begriffe  und  Gebilde  hinein,  die  den  Mathematikern  gldch- 
sam  unter  den  Händen  und  ohne  ihre  Absicht  bei  der  Verfolgung 
und  Anwendung  der  Operationen  der  Buchstabenrechnung  sich 
aufgedrängt  hatten.  Es  entstanden  auf  diese  Weise  herkömmUche 
Ideenverbindungen,  die  besonders  in  der  Anwendung  der  Analysis 
auf  die  Geometrie  Dinge  unmotivirt  zur  Geltung  brachten,  die 


«inei'  Nachweisung  beduiften.  Das  erste  Bauptheispiel  dieser 
Art  ist  cüe  äusserliche  Ideeoassociation,  welche  sich  zwischen  dem 
RichtungsgepieDsatz  auf  Goordinatenlinien  und  dem  Gegensatz  von 
Positiv  und  Nejtativ  festsetzte  und  einbürgerte,  ohne  jemals  ernst- 
lich auf  GrQnde,  geschweige  auf  letzte  Gründe  zuiUckgefuhrt 
zu  werden.  Im  Ueberganpe  vom  Analytischen  zum  Geometrischen 
blieb  aber  auch  anderweitig  die  rationelle  Consequenz  im  Rück- 
stande oder  wurde  pradezu  durch  die  Entwicklung  eines  ganzen 
Systems  von  Artikeln  mathematischen  Aberglaubens  verletzt. 
Man  verlor  die  Ausgangspunkte  und  den  ursprünglichen  Sinn  der 
Operationen  aus  dem  Auge  und  fiel  Deutungen  und  Deuteleien 
des  Negativen  und  des  Imaginären  anheim.  Das  lü.  Jahrhundert 
hat  den  nicht  beneidenswerthen  Vorzug  gehabt .  gtade  jene 
schlechtere  Aussaat  voll  zur  Reife  zu  bringen  und  die  Früchte 
der  ersten  Abirrungen  als  ausgewachsene  Monstrositäten  einzu- 
ernten. In  letzterer  Beziehung  braucht  nur  an  die  monströsen 
Oaussigkeiten  erinnert  zu  werden,  die  im  Antieuklidischen  gipfel- 
ten, die  Raumdiniensionen  widersinnig  vermehrten  und  überhaupt 
die  Mathematik  durch  Mysticismus  und  sonstige  Verwori-enheiten 
umnebelten.  Diese  Früchte  beschränkter  metaphysischer  Ein- 
bildung hätten  nicht  reifen  können,  wenn  nicht  jene  älteren 
Lücken  und  Unsicherheiten  der  neuem  Mathematik  vorhanden 
gewesen  wären. 

Es  ist  angenehmer,  den  halbwegs  normalen  Gang  der  Ent- 
wicklungen zu  verfolgen  als  grade  bei  den  ärgsten  Ausgeburten 
zu  verweilen.  Was  ein  Gauss  und  was  Nachtreter  dieses  Pro- 
fessors an  abnormen  Beschränktheiten  und  Thorheiten  zu  Markte 
gebracht  haben,  ist  nur  zum  Theil  als  Folge  jener  älteren  Unzu- 
länglichkeiten anzusehen,  im  Uebrigen  aber  positiv  auf  die  eigen- 
artige Beengtheit  und  den  sozusagen  persönlichen  Idiotismus  der 
Betheiligten  zu  verrechnen.  In  einem  erträs-'licheren  Element 
befindet  man  sich  sofort,  wenn  man  die  Entwicklung  der  neuern 
Geometrie  vom  18.  zum  19,  Jahrhundert,  also  etwa  von  Monge 
und  Gamet  bis  auf  Poncelet  und  namentlich  das  hiebei  fraglich 
werdende  Verhältniss  zur  Analysis  ins  Auge  fasst.  In  dieser 
PJntwicklung  sind  schöpferische  und  originale  Wendungen  zu  ver- 
zeichnen; es  ist  aber  in  ihr  auch  zugleich  die  Verlegenheit  zu 
constatiren,  in  welche  die  geistvollsten  Pfieger  der  Sache  geriethen. 
w«  sie  durch  ihre  geometrischen  und  projectivischeu  Methoden 
dazu    veranlasst   wurden,   eine  BiUcke  zwischen  dem  Sinn  der 


analytischen  Zeichen  und  den  Lageverhältnissen  oder  sonstigen 
Beziehungen  der  räumlichen  Gebilde  zu  suchen.  Was  Camot  im 
Anfang  des  Jahrhunderts  unter  dem  Titel  einer  „Geometrie  i& 
Lage"  auseinandersetzte,  war  eigentlich  nur  die  breite  Beurkun- 
dung einer  einzigen  alten,  aber  grossen  Verlegenheit,  —  der  Ver- 
legenheit nämlich,  welche  der  Mangel  einer  gehörigen  Brücke 
vom  analytisch  Negativen  zum  entsprechenden  geometrischen  Sinn 
negativer  Coordinaten  mitsichbrachte  und  von  jenem  betriebsamen 
Schriftsteller  wohl  mehr  ins  Licht  gesetzt,  aber  nicht  emstlicb 
beseitigt  wurde.  Bei  dem  durch  schöpferische  Eigenschaften  aus- 
gezeichneten Poncelet,  der  als  Europäischer  Hauptrepräsentant 
der  projectivischen  Geometrie  anzusehen  ist,  zeigte  sich  jene 
Verlegenheit  in  eignen  Versuchen  und  Wendungen,  dem  analy- 
tisch Negativen  und  Imaginären  ähnliche  geometrische  Begriffe 
hinzuzuftlgen.  Sein  grosses  Werk  über  die  projectivischen  Eigen- 
schaften der  Figuren,  welches  noch  immer  die  originalste  und 
geistvollste  Beurkundung  neuerer  Geometrie  geblieben  ist,  liefert 
zugleich  die  Zeugnisse  dafür,  in  welche  Schwierigkeiten  und  Un- 
zuträglichkeiten der  geometrischen  Begiiffsbildung  sein  Verfasser 
gerieth,  weil  er  es  hierin  der  Allgemeinheit  der  Analysis  nach- 
thun  wollte,  ohne  doch  auf  dem  Boden  der  Analysis  selbst  einen 
völlig  geklärten  Sinn  der  Rechnungszeichen  vor  sich  zu  haben. 
Grade  weil  Poncelet  auch  die  Analysis  einigermaassen  pflegte,  ist 
er  ein  voi-züglicher  Typus  für  die  Vergeblichkeit  des  Unter- 
nehmens geworden ,  in  der  Geometrie  Klarheit  und  Ordnung  w 
schaffen,  ohne  zuvor  in  der  Analysis  selbst,  und  ohne  Beziehung 
auf  irgend  welche  Anwendung,  mit  den  leitenden  Grundvo^ 
Stellungen  ins  Reine  gekommen  zu  sein.  Letzterer  Mangel  ist 
übrigens  ein  allgemeiner.  Man  hat  auch  in  den  fehlgreifendeo 
Phantasien,  Spielereien  und  Wörterschmiedereien  über  neue  Com- 
binationen  oder  vielmehr  mit  neuen  Masken  des  Imaginären,  wie 
sie  z.  B.  auch  von  dem  sonst  sich  etwas  rationeller  und  gesetzter 
verhaltenden  Irischen  Astronomen  Hamilton  unter  dem  Namen 
einer  Quaternionenrechnung  ausgingen,  sowie  überhaupt  auch  aller- 
orten, Wo  man  eine  geometrische  Deutung  des  Imaginären  unter- 
nahm, jederzeit  den  fundamentalen  Hauptpunkt  übersehen,  dass 
man  erst  mit  Fug  und  Recht  an  die  betreffenden  geometrischen 
Fragen  herantreten  kann,  wenn  man  in  der  reinen  Analysis  selbst 
den  Sinn  der  negativen  und  der  imaginären  Lösungen  festgesteDt 
hat.    Man  ist  aber  dieser  Nothwendigkeit  bisher  so  fern  geblieben, 


dass  man  sie,  soweit  wir  aus  unserer  Bekanntschaft  mit  der 
matliematischen  Literatur  urtheilen  dürfen,  nicht  einmal  geahnt  hat. 
Wieder  und  wieder  ist  man  im  Gebiet  des  analytisch  Geometrischen 
auf  geometrische  Gründe  eiofreganpen,  um  einen  Sinn  des  Nega- 
tiveu  und  des  Inia^nären  lierauszukUnsteln,  der  vor  allen  Dingen 
hiltte  erst  im  Analytischen  seibat  gauz  im  Allgemeinen  festgestellt 
werden  müssen,  um  dann  je  nach  den  geometrischen,  mecha- 
nischen oder  sonstigen  Anwendungen  seine  natürliche  nähere  Be- 
stimmung zu  erfahren.  Ja  selbst  in  diesem  Bereich  des  Suchens 
nach  blos  geometrischen  Auslegungen  der  analytischen  Zeichen 
sind  es  nur  vereinzelte  gründliche  Geister  gewesen,  die  nicht  aus- 
schliesslich an  dem  Imaginären  hafteten,  sondern  einsahen,  dass 
auch  der  nur  anscheinend  sei hstvei-ständ liehe  Sinn  des  Negativen 
noch  gar  sehr  der  Klarstellung  bedfli-fte.  Niemand  aber  hat  her- 
ausgefunden, dass  ohne  diese  Vorarbeit  für  das  Negative  auch  die 
Rolle  des  Imaginitren  ewig  unklar  bleiben  niUsste,  geschweige, 
dass  die  Hauptvorarbeit  und  die  wesentlichste  Entscheidung  aller 
Fragen  bereits  im  rein  Analytischen  zu  eriedigen  sei. 

2.  Die  Feststellung  des  Sinnes  der  negativen  und  der  ima- 
ginären Lösungen  ist  nicht  blos  eine  Angelegenheit  strenger  Be- 
griÜshaltung  und  Consequenz,  sondern  auch  eine  praktische  Frage, 
deren  Erledigung  neue  fruchtbare  Wendungen  und  Schlüsse 
möglich  macht.  Sie  wirft  nicht  nur  ein  Licht  auf  die  Vielwei-thig- 
keit  der  Wurzeln,  sondern  gestattet  auch,  zur  Lösung  der  Glei- 
chungen von  einem  neuen  Princip  Gehrauch  zu  machen,  welches 
an  die  verschiedenen  Grade  der  Mehrwerthigkelt  der  Gleichungs- 
glieder anknüpft.  Ueberliaupt  ist  die  strenge  Beachtung  der  sich 
häufenden  Vorzeichen  oder  mehrwerthigen  Wurzelformen  nach 
der  neuen  Theorie  auch  ein  neues  Grundmittel,  die  Operationen 
abzukürzen  und  den  Gleichungen  und  analytischen  Foraien  neue 
Schliis.se  abzugewinnen.  Aus  dieser  vorläufigen  Hinweisung  mag 
man  entnehmen,  dass  alle  Fundamente  des  Calcüls  in  Frage 
kommen  und  bis  in  das  hinein,  wa^  Lagrange  Functionenrechnung 
nannte,  und  was  man  mehr  dem  Herkommen  entsprechend  auch 
als  die  Kechnung  mit  DiH'erentialcocfticienten  bezeichnen  kann. 
neue  Folgerungsarten  und  veränderte  Gesichtspunkte  ergehen. 
Beispielsweise  kann  die  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima, 
namentlich  iler  sj  mmetrischen,  hienach  auf  sehr  einfachen  Schlüssen 
beruhen,  die  unmittelbar  an  den  BegritT  der  äussersten  Werthe 
und  an  die  mehrfiche  Vorzeicli engest altung  anknQpten. 


—    6    — 

Ein  höchst  bedeutsames  Gebiet  der  Anwendung  steckt  sidi 
aber  ab,  sobald  man  vom  Analytischen  auch  nur  den  einen  Schritt 
zum  Geometrischen  thut.  Im  Analytischen  hat  man  es  mit 
Grössen  überhaupt  zu  thun,  während  das  Wesen  des  analytiBck 
Geometrischen  im  letzten  Grunde  nur  nebenbei  im  FormelgebraucK 
der  Hauptsache  nach  aber  in  der  Rechnung  mit  RaumgrSsseD 
besteht.  Hieraus  folgt,  dass  wenn  ein  Sinn  negativer  und  ima- 
ginärer Lösungen  f&r  Grössen  Qberhaupt  aufgefunden  ist,  dieser 
auch  sofort  muss  auf  Raumgrössen  übertragen  werden  können. 
Hiedurch  wird  ein  Parallelismus  der  Geometrie  zur  Analysis  ge- 
schaffen, der  in  jeglicher  Beziehung  Gültigkeit  hat  Dieser  Pa- 
rallelismus ist  von  jener  vollkommenen  Art,  die  man  schon  früher 
als  Ideal  im  Sinne  hatte,  aber  nicht  nachweisen  konnte.  Unter 
den  Pflegern  der  modernen  Geometrie  ist  oft  genug  davon  die 
Rede  gewesen,  wie  ein  Princip  der  Allgemeingültigkeit  der  Ana- 
lysis nicht  ohne  Weiteres  gebraucht  werden  dürfe,  um  aUgemeine 
Beziehungen  als  auch  in  der  Geometrie  vorhanden  zu  setzeiu 
Dieses  zweiflerische  Verhalten,  welches  auch  besonders  dieZeichen- 
consequenz  betraf,  ergab  eine  bedenkliche  Lücke  in  den  Folge- 
rungen, die  nunmehr  durch  unsere  fundamentalen  Festetellungea 
vollständig  ausgefüllt  werden  wird.  Offenbar  ist  es  ein  arger 
Uebelstand,  wenn  die  Analysis  nicht  in  jeglichem  Stück  für  ein 
geometrisches  Gegenstück  deutlich  maassgebend  wird.  Es  fehlt 
alsdann  der  Schluss  von  der  Beziehung  der  allgemeinen  Grössen 
auf  die  entsprechende  Beziehung  der  Raumgrössen,  also  kurzweg 
der  Schluss  vom  Allgemeinen  auf  das  Besondere,  und  dieser 
Mangel  ist  nicht  blos  ein  logischer,  sondern,  wie  sich  zeigen  wird» 
ein  starkes  Deficit  an  fruchtbaren  und  zur  Vollendung  der  Mathe- 
matik nothwendigen  Wahrheiten.  Der  ganze  Bau  der  Analysis 
bleibt  überdies  im  wichtigsten  Punkte  unsolide,  solange  die-  n^a- 
tiven  und  imaginären  Lösungen  keinen  weiteren  Sinn  erhalten, 
als  den  mangelhaften,  den  sie  bisher  hatten.  Betrachtete  man 
nämlich  die  Analysis  an  sich  selbst,  so  bedeutete  eine  negative 
Lösung  nichts  weiter,  als  dass  die  gesuchte  Zahl  oder  Grösse 
unter  den  obwaltenden  Umständen  keine  absolute  Zahl  oder 
Grösse  sein  könne.  Nur  wenn  sie  mit  dem  Minuszeichen  behaftet 
in  die  maassgebende  Gleichung  eingesetzt  werde,  sei  sie  eine 
Lösung.  Anstatt  nun  den  entlegeneren  Sinn  dieser  Beziehung 
und  dieser  eigenthümlichen  Umstände  aufeusuchen,  hat  man  sich 
an  die  Thatsache  gewöhnt,  und  mit  den  negativ  zu  setzenden 


Grössen  opeiiit,  als  wenn  es  eine  eigenthDmIicbe  Art  von  Grössen 
wire,  um  deren  Deutung  man  sich  erst  in  den  Anwendungen  der 
Analysis,  aber  nicht  in  dieser  selbst  zu  kummem  hätte.  Ja  man 
hatte  nicht  einmal  eine  Ahnunp  davon,  dass  in  den  algebraischen 
Beziehungen  selbst  noch  ein  solcher  Sinn  auftulinderi  wäre. 

Ursprünglich  haben  die  Algebraisten  der  neueren  Zeit  die 
negativen  Wurzeln  der  Gleichungen  als  „falsche"  Wurzeln  be- 
zeichnet. Diese  Benennung  zeugt  für  den  Gedankengang.  Eine 
Wurzel  galt  als'nicht  richtig  und  nicht  brauchbar,  weil  sie  keine 
absolute  Zahl  oder  Grösse  war.  Man  konnte  sich  Zahlen  und 
Grössen  an  sich  selbst  nicht  anders  als  absolut  denken,  und  man 
hatte  auch  wesentlich  Recht,  hieran  festzuhalten.  Die  Vorzeichen 
deuten  nie  und  nirgend  etwas  Anderes  an  als  Operationen  und 
Operationsbeziehungen.  Negativ  können  Zahlen  und  Grössen  da- 
her nur  sein,  insofern  sie  als  Glieder  in  einem  Znsammeuhang 
von  Operationen  gedacht  werden.  In  Bezug  auf  diesen  Zusam- 
menhang sind  sie  zu  subtrahiren  oder  würden  zu  subtrabiren 
Bein,  wenn  jener  Zusammenhang  die  wirkliche  Ausführung  dieser 
Operation  gestaltete.  Der  erste  Fehler  war  es  dalier,  jene  „fal- 
schen" Wui-zeln  Curs  gewinnen  zu  lassen,  als  wenn  es  wirkliche 
Zahlen  oder  Grössen  wären.  Noch  Euler  im  IH.  Jahrhundert 
definirte  negative  Grössen  als  solche,  die  kleiner  als  Null  wären, 
und  überhaupt  istj  eine  solche  Auffassung  auch  leicht  aus  dem  un- 
eigentlichen Gebrauch  des  Kleinerzeichens  zu  erklären,  wie  wenn 
man  aus  1  <  2  durch  Abzug  von  2  auf  jeder  Seite  —  1  <  0 
macht,  und  demgemäss  0,  welches  keine  Grösse  ist.  doch  grösser 
sein  lÄsst  Hier  bedeutet  der  ficiive  Algorithmus,  dass  noch  ein 
positiver  Summand  hinzugefügt  werden  muss,  damit  aus  der  sig- 
nirten  Grösse  die  Null  entstehe.  Die  Verding] ichung  und  Erdich- 
tung, die  in  der  Vorstellung  einer  besondern  Zahlen-  oder 
Grössenart  liegt,  ist  aber  auch  aus  andern  Gesichtspunkten  er- 
kennbar. Der  Abweg  bestand  und  besteht  darin,  dass  die  Zahl 
oder  Grösse  als  mit  dem  Minuszeichen  zu  einem  besoudem  Wesen 
verschmolzen  vorbestellt  wurde  und  wird. 

Anscheinend  hat  dieser  Abw^  bei  den  negativen  Lösungen 
nicht  SD  grosse  Thorheiten  und  Rltthselhaftigkeiten  mit  sich  ge- 
bracht, wie  dies  bei  den  imaginären  der  Kall  gewesen  ist  und 
noch  ist.  Dieser  Anschein  stammt  aber  nur  daher,  dass  der  Grad 
der  UnausfDhrbarkeit  der  Operationen  im  imaginilren  Gebiet  ein 
höhei-er  ist.    Im  Grunde  sind  die  wesentlichsten  Schwierigkeiten 


schon  in  der  falscheo  SinnesbestiniiimDg  des  Negativen  belegen. 
und  das  Rathsel  des  Imaginären  lässt  sich  vollständig  eben  nur 
dadurch  lösen,  dass  der  wahre  Sinn  des  Negativen  zuvor  .fest- 
gestellt wird.  Wir  lassen  daher  hier  vorläufig  die  Combinatioa  des 
quadratischen  Wurzelzeichens  mit  dem  Minuszeichen  noch  atisser 
Betrachtung,  um  uns  in  einfachster  Sonderung  der  fundamentalen 
Erklärung  des  Negativen  2uzuwenden. 

3.  Das  Minuszeichen  hat,  wü  es  auch  immer  vorgekommen 
sein  möge,  noch  nie  und  nirgend  etwas  Anderes  bedeutet,  als 
eine  Subtraction.  Von  diesem  Grundsalz,  dass  dies  in  der  Ana- 
lysis  der  einzige  nachweisbare  fundamentale  Sinn  sei,  gehen  wir 
aus,  und  aus  diesem  einfachen  und  unmittelbaren  Sinn  werden 
sich  alle  andern  Sinnegbestimmungen  ableiten  lassen.  Diese  letz- 
tem werden  nicht  dem  Minuszeichen  an  sich  selbst,  sondern  dem 
Operations-  oder  Gleichungszusammen  hange  entsprechen,  in  welchem 
es  hgurirt.  Zunächst  ist  klar,  dass  die  Subtvaciion  hezi^glich 
ihrer  Ausführbarkeit  eine  Vorbedingung  mehr  hat,  als  die  Addition. 
Zur  Addirbarkeit  genügt  die  Gleichartigkeit  der  Summanden,  in- 
dem unbenannte  Zahlen  oder  Grössen  von  gleicher  Benennung 
aus  dem  Gesichtspunkt  dieser  gemeinschaftlichen  Benennung  iiod 
An  imniidr  addirbar  sind.  Die  Vereinigung  von  Einheiten  und 
Gruppen  von  Einheiten  ist  iin  kein  gegenseitiges  G rossen verhjllt- 
niss  lüeser  Giiippen  gebunden.  Anders  hei  iJem  Abziehen;  hiev 
musH  das  Abzuziehende  kleiner  sein  als  der  Minuendus;  sonst 
kann  die  Subtraction  nur  theilweise  vollzogen  werden  uud  es 
bleibt  eine  Gruppe  von  Einheiten  übrig,  die  da  furlgenominen 
werden  soll,  wo  nichts  mehr  exislirt,  wovon  sie  fortgenommeo 
werden  könnte.  Diese  Unmöglichkeit  und  der  Widersinn,  der 
darin  liegen  würde,  sie  als  Möglichkeit  zu  denken,  wird  dadurch 
angezeigt,  dass  vor  die  absolute  Grösse,  mit  der  in  der  ange- 
gebenen Weise  operirt  werden  sollte,  aber  nicht  konnte,  das  iso- 
lirte  Minuszeichen  tritt  und  als  Erinnerung  daran  stehen  bleibt, 
um  welche  unmöglich  gewordene  Operationen  es  sich  bei  der  Rech- 
nung mit  dieser  Grösse  gehandelt  bat.  In  dem  einfachen  Aus- 
druck a  — X,  in  welchem  a  eine  bestimmte,  x  aber  eine  unbe- 
schränkt veränderliche  Grösse  vorstellt,  beginnt  Jenseit  dee 
Punktes,  wo  das  steigende  x  gleich  a  wird,  die  Unmöglichkeit, 
den  Rechnungsansatz,  der  in  dieser  Formel  zwischen  absoluten 
Grössen  vorgezeichnet  ist,  vollständig  auszuführen.  Führt  man 
ihn  theilweise  aus  und  behält  noch  ein  abzuziehendes  y  tibi 


1 


bedeutet  die  algebraische  Formulirung  a  —  x  =  —  y  eben 
auch  nichts  weiter  als  jene  Unmöglichkeit.  Hier  ist  nun  Ent- 
stellung und  BegiifT  des  Negativen  völlig  klar,  und  der  Sinn  der 
analytischen  Zeichensprache  bleibt  correct,  solange  man  sich  sichte 
Weiteres  hinzueinbildet.  Wohl  über  ist  es  nöthig,  mit  KUcksicht 
auf  den  Gleichungszusamnienhang  noch  eine  nchtip^e  Auslegung 
negativer  Lösungen  zu  finden.  Diese  wird  dann  der  Schlüssel 
nicht  blos  zum  vollen  Verständniss  der  Analysis  an  sich  selbst, 
sondern  auch  zu  demjenigen  aller  ihrer  Anwendungen  werden, 
möge  es  sich  um  Geomelrie.  Mechanik,  speciellere  Physik  oder 
sonst  ein  irgend  eMenküches  Anwendungsgebiet  der  Rechnung 
handeln. 

Betrachten  wir  den  allereinfachsten  Gleichungstypus  x  -4-  y 
--  fl,  wo  X  und  y  unbeschränkt  veränderliche  Grössen,  a  dagegen 
eine  während  der  Veränderung  jener  hei  einem  bestimmten  Weith 
fixirte  Grösse  bedeutet.  Solange  die  Buchstabenzeichen  bierin 
nur  absolute  Grössen  oder  Zahlen  voi-stellen,  wie  dies  kurzweg 
von  allen  Zahlen  oder  Grössen  ohne  Weiteres  der  Natur  und 
Wirklichkeit  der  Dinge  und  unmittelbaren  BegrilTe  gemäss  gelten 
muss.  giebt  es  auch  keine  Möglichkeit,  die  Gleichung  zu  erlillleii. 
wenn  x  oder  j/  giösser  als  a  gesetzt  werden,  Die  Lösung  y  =  a 
—  X  wird  in  einem  solclien  Falle  der  Unmöglichkeit  negativ,  und 
das  Negative  zeigt  hier  nicht  blos  überhaupt,  sondern  in  Rück- 
sichl  auf  einen  bestimmten  Gleichungsunsatz  die  Lösungsunmög- 
lichkeit an.  Setzen  wir  für  den  Fall,  dass  x>  a  ist,  nun  x  —  a 
^  i^,  so  haben  wir  y  =  —  £  als  Anzeige,  dasa  für  y  Oberhaupt 
keine  absolute  Grösse  zu  haben  ist,  die  der  ursprünglichen 
Gleichung  x  +  y  =  a  genügt. 

Sehen  wir  nun  zu,  was  mit  der  ursprunglichen  Gleichung 
x  +  y^a  vorsichgeht,  wenn  wir  es  mit  der  Einsetzung  der 
negativen  Lösung  versuchen,  indem  wir  —  ?  an  die  Stelle  von  y 
setzen.  Wir  erhalten  alsdann  x  — 2  -a,  worin  alle  lirössen 
wieder  absolute  sind.  Es  ist  1/  durch  z  ersetzt,  aber  zugleich  der 
Gleichungstypus  durch  die  Vertauschung  von  Plus  und  Minus 
umgewandelt.  .  Die  Bezeichnungsart  des  zweiten  Gliedes  mit  y 
oder  s  ist  an  sich  gleichgültig.  Der  erhebliche  Unterschied  be- 
steht in  dem  Zeichenwechsel  Hätten  wir  von  vornherein  x  —  y 
==  a  gesetzt,  60  hätte  dieser  Ansatz  unter  denselben  Umsiändeu 
eine  absolute  Lösung  y  -  x  —  a  ergeben.  Der  weitere  Sinu 
jener  negativen  Lösung  ist  also  der,  dass  sie  erkennen  läset,  wo 
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unter  bestimmten  Grössenverhältnissen  in  dem  Gleichungsansatz 
selbst  etwas  Unmögliches  inbegriffen  war,  und  wie  dieser  Unmög- 
lichkeit durch  einen  Zeichenwechsel  in  dem  Gleichungsansatz  ab- 
zuhelfen ist.  Die  negative  Lösung  liefert,  sei  es  durch  die  Sub- 
stitution, sei  es  durch  jene  unmittelbare  Ueberlegung  jederzdt 
eine  neue  Gleichung,  die  in  absoluten  Grössen  möglich  ist. 

Wohl  zu  merken  ist  aber  hiebei,  dass  dieser  neue  Sinn  des 
Negativen  nichts  als  eine  specielle  Eigenschaft  ist,  die  ihm  nicht 
unmittelbar  an  sich,  sondern  der  Rolle  zukommt,  die  es  in  Be- 
ziehung auf  die  Gleichung  spielt,  der  es  genügt  Ja  von  einer 
andern  Seite  betrachtet,  erscheint  sogar  die  Eigenschaft  der 
Gleichung,  vermöge  deren  sie  nur  einen  einzigen  Typus  repr&- 
sentirt  und  ei*st  durch  Zeichenwechsel  in  einen  andern  verwan- 
delt werden  muss,  als  die  entscheidende  Hauptsache.  Man  re- 
präsentirt  nämlich  von  vornherein  indirect  und  stillschweigend 
beide  Typen  zugleich,  wenn  man  der  negativen  Lösung  den  Sinn 
giebt,  dass  die  Einsetzung  dieser  negativen  Lösung  die  Gleichung 
lösbar  mache,  aber  eben  nur  durch  den  hiemit  verbundenen 
Zeichenwechsel.  Unmittelbar  und  ursprünglich  bleibt  es  dabei, 
dass  die  negative  Grösse  nichts  als  eine  zunächst  absolute  Grösse 
ist,  die  als  unter  dem  Gesetz  einer  unmöglichen  Subtraction 
stehend  figurirt.  Das  Negative  ist  einfach  die  Vorstellung  einer 
unvoUzogenen  und,  solange  es  für  sich  isolirt  gedacht  wird,  auch 
unvollziehbaren  Subtraction.  Eine  unmöglich  gewordene  Sub- 
traction a  —  a:,  wo  also  x  grösser  als  a  geworden  ist,  kann  auch 
stets  im  Verhältniss  zu  ihrem  Ergebniss  als  Gleichung  behandelt, 
also  zunächst  für  jede  Grösse  von  x  a  —  x  =  u  gesetzt  werden. 
Alsdann  ist  klar,  dass  der  Werth  der  linken  Seite,  d.  h.  einer 
Differenz  sieh  nicht  ändert,  wenn  von  Minuend  und  Subtrahend 
gleichviel,  also  im  speciellen  Falle  a  abgezogen  wird.  Hiedurch 
ergiebt  sich  für  den  Unmöglichkeitsfall  von  x  grösser  als  a  die 
Gleichung  w  -=  0  —  (a:  —  a),  vio  x  —  a  eine  absolute  Grösse  ist 
Auf  diese  Weise  ist  die  Gleichung  auf  die  einfachste  Form  ge- 
bracht, in  welcher  an  der  Operation  vollzogen  ist,  was  sich  voll- 
ziehen liess.  Die  Subtraction  von  Null  hat  den  Vortheil,  die 
fragliche  und  entscheidende  Unmöglichkeit  handgreiflich  anzu- 
zeigen, und  diese  Unmöglichkeit,  die  allem  Negativen  seinen  Sinn 
giebt,  muss  als  Leitfaden  für  alles  Uebrige  festgehalten  werden. 
Die  vorher  auseinandergesetzte  Umwandlung  der  Gleichung 
durch  Zeichenwechsel  ist  nur  ein  zugehöriges,  wenn  auch  freilich 


für  [las  VerstitiKliiiss  der  Bolle  des  Negativen  erst  maass^'ebendes 
Seitenstück. 

4.  Bei  einer  Darstellung,  in  welcher  capitelweise  ein  Thema 
in  den  Hauptzügen  erledigt  werden  soll,  müssen  bisweilen  Be- 
ziehungen und  Vergleichungen  vorweg  angedeutet  werden,  deren 
weitere  BegrOndung  erst  später  nachfolgen  kann.  In  diesem  Sinne 
muss  hier  schon  eine  Bemerkung  über  den  Untei-schied  der  beiden 
Unmöglichkeiten  platzänden,  durch  welche  sich  das  Negative 
und  das  Imaginäre  kennzeichnen.  Bei  dem  Imaginären  sind  zwei 
Operationszeichen  in  unvollziehbarer  Weise  combinirt.  Die  Un- 
mCglichkeit,  die  in  Quadratwurzel  aus  Minus  figurirt,  betrifft  eine 
Beziehung,  die  zwischen  den  Operationsgattungen  an  sich  selbst 
statthat.  Es  ist  unmittelbar  kein  Verhältniss  von  vei-schiedenen 
Grössen  zueinander,  was  dabei  als  Widerspruch  sichtbar  wird. 
Umgekehrt  ist  im  Falle  des  Negativen  die  Operationsgattung  an 
sich  möglieh  und  ohne  Widei-spruch ,  und  es  ist  nur  die  un- 
genügende Grösse  des  Minuendus,  wodurch  unter  den  besondern 
Umstflnden  die  Ausführung  der  Operation  zu  etwas  Unmöglichem 
wird.  Ganz  im  Allgemeinen  könnte  negativ  iiuch  jede  Grösse 
heissen,  die  subtrahirt  werden  soll,  und  für  diesen  allgemeineren 
Begiiff  des  Negativen  versteht  es  sich  von  seihst,  dass  es  eben 
zwei  Fälle  giebt,  den  der  vollziehbaren  und  den  der  unvollzieh- 
baren Operation.  Der  letztere  ist  es  ausschliesslich,  der  uns  das 
isolirt  Negative  liefert,  welches  dem  herkömmlichen  Begriffs-  und 
Sprachgebrauch  entsprechend  die  eigentlich  negative  Grösse  igt. 
Die  Bezeichnungen  reell  und  imaginär  sind  daher  nicht  schlecht; 
denn  das  Negative  stellt  eine  an  sich  wirkliche  Operation,  das 
Imaginäre  dagegen  nur  eine  ficlive,  d.  h.  trotz  ihrer  absoluten 
Unmöglichkeit  doch  hingestellte,  aber,  wenn  richtig  verstiinden, 
eben  als  unmöglich  hingestellte  und  bezeichnete  Verbindung  von 
Operationsgattungen  dar.  Mit  dem  Unmöglichen,  wenn  man  es 
eben  als  unmöglich  setzt  und  behandelt,  muss  in  Schlüssen  und 
Rechnungen  hantirt  werden;  sonst  bleibt  jeder  Gedankengang  in 
der  Kindheit  Wir  werden  nun  aber  in  dem  folgenden  Capitel 
für  das  analytisch  Imaginäre  und  mithin  für  alle  seine  Anwen- 
dungen noch  einen  andern  Sinn  nachweisen,  der  sich  an  den  Be- 
griff des  Unmöglichen  anschliesst,  aber  dennoch  ein  Figuriren  der 
betreffenden  Grössen  mitsichhringt,  welches  demjenigen  der  nega- 
tiven Grössen  im  entscheidenden  Hauptpunkt  entspricht.  Für 
etwa  ungeduldige  Leser  aber,  welche  in  die  Gaussigkeiten  des 
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ImagiDären  zu  tief  hineingerathen  oder  vielmehr  hineinverbildet 
sind,  sei  schon  jetzt  gesagt,  dass  der  wahre  Weg  der  grade  um- 
gekehrte von  dem  ist,  den  Deijenige  einschlug,   der  sich  so  oft 
selbst  den  Herrn  Hofrath  Gauss  genannt  hat.    Der   klare  und 
stets   wahrheitsgetreue  Lagrange,  der  umfassendste  und  scharf- 
sinnigste Analytiker  der  neueren  Zeit,  der  noch  heute  der  letzte 
grosse  Repräsentant  der  gesammten  Mathematik  ist,    hat  auch 
darin    richtigen    Tact   bewiesen,  daes    er   in    seinen     algebrai- 
schen Arbeiten  die  imaginären  Wurzeln   als  unmögliche  Grössen 
auffasste  und  bezeichnete.    Hierin  bekundete  sich  noch  die  rich- 
tige Denkweise,  und  es  wäre  nur  nöthig  gewesen,   die  Betrach- 
tungsait  der  altern  Algebraisten ,   welche  die  negativen  Wurzeln 
als  falsche  bezeichneten,  im  Sinne  der  Wahrheit  zu  steigern  und 
auch  das  isoHrt  Negative  als  die  Anzeige  einer  Unmöglichkeit  zu 
behandeln.     Der  verkehrte  Weg  dagegen  ist  der,  die  ungehörigen 
Verdinglichungen   und   Einbildungen    noch    nietaphysi&ch ,    d.  h. 
mystisch  phantastisch  zu  übertreiben,  wie  es  der  erwähnte  Gauss 
gradezu  als   sein  Princip  ausgesprochen  hat     Auf  diese    Weise 
ist  er  nicht  zu  einem  wirklich  sachlichen  Sinn,  also   auch   nicht 
in  der  Geometrie  zu  einer  wirklichen  Dai-stellung  des  Imaginären, 
wohl  aber  zu  einer  ganz  willkürlichen,  mit  falscher  Mystik   ver- 
setzten graphischen  Verzeichnung  desselben  gelangt,  wie  man  sie 
mit  gleichem   Recht  für  jegliche  Gattung   von   Einheiten,    und 
wären  es  auch  Kohlköpfe  und  Rüben,  belieben  könnte.     Doch  da- 
von  später   ausführlicher.    Hier   war   nur   zu  signalisiren ,    dass 
grade  die  Durchführung   des  Gesichtspunktes  der  Unmöglichkeit, 
nicht  blos  für  die  imaginären,   sondern  auch  für  die  negativen 
Grössen  der  richtige  Weg,  die  entgegengesetzte  Vorstellung  aber 
der  in  die  ärgsten  Nebel  führende  Abweg  ist. 

Gehen  wir  also  überall  davon  aus,  dass  wenn  sich  eine  Grösse 
in  isolirter  Weise  mit  einem  Vorzeichen  oder  mit  zwei  sich  auf- 
einander beziehenden,  sich  aber  widersprechenden  Rochnungs- 
zeichen  behaftet  findet,  dies  nur  den  einzigen  Sinn  hat,  auf  einen 
Rechnungszusammenhang  hinzuweisen,  in  welchem  diese  Grösse 
nicht  absolut,  sondern  nur  in  Verbindung  mit  den  betreffenden 
Rechnungszeichen  figuriren  soll.  Die  absolute  Grösse  ist  also 
nach  dieser  Bestimmung  diejenige,  welcher  kein  Merkmal  vor- 
gesetzt ist,  durch  welches  ihr  eine  besondere  Rolle  in  einem 
Rechnungszusammenhange  angewiesen  wird.  Geht  sie  also  in 
einen   Rechnungszusammenhang   ein,    so    bestimmen    allein   die 
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Operationen  dieses  Zusamineuhangs,  ob  sie  addirt  oder  subtrahirt 
werden,  oder  was  sonst  mit  ihr  geschehen  soll.  Hat  sie  aber 
bereits  ein  Voreeicheii  oder,  was  auch  als  Vorzeichen  betrachtet 
werden  muss,  eine  Verbindung  von  Rechnungszeichen,  wie  Qua- 
dratwurzel aus  Minus,  in  isolirter  Weise  vor  sich,  so  bedeutet 
dies,  dass  sich  dies  einfache  oder  nusummengesetzte  Voi'zeichen 
mit  den  in  einem  Rechnunpszusammenhange ,  aI?o  etwa  in  einer 
Gleichung,  vorgeschriebenen  Operationen  zu  comblniren  habe. 
Auf  diese  Weise  kann  jede  Gattung  Grössen,  seien  es  Zahlen, 
Zeiten,  räumliche  Ausdehnungen,  Wilrmegrade  n.  s.  w„  vei-schie- 
dene  Signirungscharaktere  erhalten.  Die  betreffenden  Grössen 
bleiben  an  sich  immer  wirkliche  Grössen  und  haben  an  sich  seihst 
mit  dem  Unmöglichen,  welches  der  auf  sie  gerichteten  Operation, 
nämlich  der  unvollziehbaren  oder  aber  widersprechend  zusnmmen- 
pesetzten  Signirung  anhaftet,  nichts  zu  schaffen.  Imaginäre  Linien 
sind  daher  in  einem  ähnlichen  Sinne  vorhanden,  wie  negative. 
Beide  lassen  sich  zeichnen,  weil  an  ihnen  eben  nur  die  absolute 
Linie,  nicht  aber  das  Negative  und  das  Imaginäre  als  geometrische 
Län;;e  entworfen  wird.  Das  Negative  wird  bei  ihnen  als  Zeichen 
angemerkt  und  hinzugeschrieben,  und  ebenso  werden  wir  die 
imaginäre  Linie,  ja  eine  grade  Linie,  die  sich  aus  einem  reellen 
und  einem  imaginären  Stück  durch  Addition  oder  Subtraction 
zusammensetzt,  später  bis  zu  jener  vollständigen  Eviden:«  begreif- 
lich machen,  mit  der  hier  zunächst  der  Sinn  einer  negativen 
Linie  nachgewiesen  werden  soll, 

5.  Der  Ausgangspunkt  von  der  Gleichung  ist  der  bestimm- 
teste und  hat  den  Vortheil,  sofort  nicht  blos  den  Begriff',  sondern 
auch  die  Rolle  des  Negativen  kennen  zu  lehren;  denn  die  nega- 
tive Lösung  bedeutet  die  entsprechende  Zeichenumänderung  in 
der  ursprünglichen  Gleichung.  Die  Einfuhrung  der  negativen 
Grössen,  die  sich  unwillkürlich  und  ohne  Verstandniss  für  den 
wahren  Sinn  der  Sache  vollzog,  bedeutet  in  Wahrheit  nur,  dass 
eine  und  dieselbe  Gleichung  die  Bolle  von  mindestens  zweien 
spielen  soll.  Man  niDsste  nämlich,  wenn  man  nur  mit  lauter  ab- 
soluten Grössen  rechnen  wollte,  dem  einen  Typus  der  Gleichung 
noch  einen  andern  mit.  irgend  welchen  Zeichenwecliseln  folgen 
lassen.  Man  müsste  also  beispielsweise  vor  irgend  einem  Gliede 
Minus  setzen,  wo  sonst  Plus  stand ,  und  hätte  hiemit  eine  neue 
Gleichung,  die  eine  absolute  Lösung  mitMchbringt.  Die  Frucht- 
barkeit dieses  neuen  Gesichtspunktes  wird  sich  aber  ganz  beson- 
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ders  bei  den  imaginären  Lösungen  zeigen ;  denn  diese  ermöglichen 
es,  in  einer  einzigen  Gleichung  zusammenzufassen,  was  sieh  sonst 
an  ein  System  verschiedener  Gleichungstypen  vertheilen  würde. 

Für  die  Grundlegung  in  den  Elementen  und  im  Interesse  der 
einfachsten  Natürlichkeit  des  Gedankenganges  empfiehlt  es  sidi 
jedoch,  den  Ton  nicht  grade  auf  die  Vorstellung  einer  Gleicbmg 
zu  legen,  sondern  überhaupt  eine  Abfolge  von  Rechnungsopera- 
tionen, also  jegliche  Rechnungsthätigkeit ,  vom  Zählen  und  Ad- 
diren  an,  zum  Ausgangspunkt  zu  nehmen.  Nur  muss  bei  jed^ 
solchen  Zusammensetzung  von  Rechnungsoperationen  daran  ge- 
dacht werden,  dass  sie  ein  Ziel  oder  Ergebniss  haben ,  nämlich 
die  Zusammenfassung  der  Verbindung  vereinzelter  Grössen  ab 
einer  einheitlich  bezeichneten  Gesammtgrösse.  Das  Entsteben- 
lassen  einer  Grösse  durch  Wachsenlassen  ist  ein  stetiges  Addireo, 
das  entsprechende  Vermindern  ein  stetiges  Subtrahiren,  —  vor- 
ausgesetzt natürlich,  dass  es  sich  überhaupt  um  eine  stetige 
Grössengattung  handelt.  Im  Falle  des  Discreten,  also  etwa  in 
der  Zahlenreihe,  sind  aber  die  entsprechenden  Operationen  ohne 
Weiteres  schon  durch  die  einfachsten  Reehnungsbegriffe  charak- 
terisirt.  Bei  der  stetigen  wie  bei  der  nicht  stetigen  Gröss^- 
änderung  besteht  die  Sinnesverschiedenheit  dieser  Aenderung  in 
nichts  weiter,  als  dass  entweder  addirt  oder  subtrahirt  wini. 
Diese  Additionen  und  Subtractionen  haben  aber  ihre  Bedeutoog 
eben  nur  als  Rechnungsoperationen  und  die  ihnen  entsprechenden 
Zeichen  weisen  daher  auch  dann,  wenn  sie  isolirt  stehen,  auf  die 
entsprechende  Rechnungsthätigkeit  zurück. 

Haben  wir  daher  räumliche  Ausdehnungen,  wie  etwa  Längen, 
die  auf  einer  graden  Linie  von  einem  bestimmten  Punkte  in  ihr 
gerechnet  werden,  so  können  die  Voi-zeichen  Plus  und  Minus 
unmittelbar  vor  diese  ebensogut  treten,  wie  vor  Buchstaben- 
zeichen der  Grössen.  Nur  versteht  es  sich,  dass  mit  den  ge- 
zeichneten Linien  und  ihren  Theilen  nach  irgend  einer  Regd 
gerechnet  werden  muss,  und  dass  nur  veimöge  eines  solchen 
Rechnungszusammenhanges  die  beigemerkten  Zeichen  nicht  sinn- 
leer bleiben.  Andernfalls  sehen  sie  wie  vom  Himmel  gefallen 
aus,  und  es  fehlt  jede  Rechenschaft  über  ihren  Ursprung  und 
über  die  Berechtigung  der  Rolle,  welche  man  sie  nach  der 
äusserlich  überlieferten  Schablone  in  Gemässheit  der  empfangenen 
Abrichtung  spielen  lässt.  Nicht  unwichtig  ist  es  daher,  sich  klar 
zu    machen,    dass  Buchstabenrechnung    immer   nur    etwas   In- 
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directes  ist,  also  die  RechouDg  mit  den  uDmittelbai-en  Grössen 
selbst  das  Directe  und  IJrsprüngliche.  Die  Sprache  ist  nicht  die 
Sache  selbst,  sondern  nur  ein  Zeichen  davon.  Die  Vorherrschaft 
der  Buchstabensprache  hat  es  vergessen  lassen,  dass  die  rech- 
nende Analysis  auch  als  etwas  Unmittelbares  gedacht  werden 
kann  und  inuss.  Analytisch  veifahren,  heisst  nach  diesem  tiefer 
gefassten  Begriffe  im  Wesentlichen  soviel  als  die  GrÖssengebilde 
rechnend,  also  2uiiächst  addirend  oder  subtrahirend ,  durch  Be- 
standstacke dui-stellen.  Das  Rechnen  ist  dabei  die  Hauptsache, 
und  der  Umstand,  dass  man  dazu  die  Kunstmittel  einer  be- 
sondern  analytischen  Sprache  besitzt,  zwar  ftkr  die  Bequemlichkeit 
und  Tragweite  der  Operationen  von  hoher  Wichtigkeit,  aber 
gleichgültig  für  das  Wesen  des  Gegenstandes  an  sich  selbst. 
Mit  den  räumlichen  Grössen  wird  auch  ohnedies  gerechnet,  so- 
bald man  deren  Verhältnisse  zueinander  nach  den  einfachen 
Operationen  bestimmt,  wofür  das  Zusammenfügen  und  Trennen 
von  Lftngenstücken  auf  einer  graden  Linie  den  einfachsten  Typus 
bildet. 

Hienach  nimmt  es  sich  sonderbar  aus,  dass  die  moderne 
Geometrie,  mit  ihrem  Hauptveitreter  Monge,  das  Wesen  der 
rechnenden  Analysis  grade  da  nicht  gesucht  hat,  wo  sie  am 
Diichsten  lag,  nftmlich  auf  dem  Felde  der  rationellen,  aber  an- 
schaulichen und  daher  unmittelbar  an  den  Kaumgrössen  operiren- 
den  Geometrie-  Doch  ist  es  an  dieser  Stelle  nicht  die  Aufgabe, 
dieses  Verhältniss  und  das  zugehörige  Entstehen  einer  Kluft 
zwischen  moderner  Geometrie  und  Analysis  zu  beleuchten. 
Unsere  Aufgabe  ist  hier  nur  die,  das  allerei nfachste  Gvund- 
verhältniös  festzustellen ,  von  welchem  jede  Art  rechnender  Geo- 
metrie abhitngt. 

Kine  Länge  auf  einer  graden  Linie  kann  nur  dadurch  negativ 
werden,  dass  sie  in  irgend  einer  Aufeabe  zu  subtrahiren  ist. 
Eine  einzige  grade  Linie,  also  dem  gewöhnlichen  Sprachgehrauch 
zufolge,  eine  einzige  Coordinatenaxe  genügt,  um  den  hier  frag- 
lichen Grundunterschied  festzustellen.  Die  Aufgabe,  die  zum 
Rechnen  führt,  sei  die,  einen  beliebigen  Abstand  %  von  einem 
festen  Punkt  0  zu  benützen,  um  für  den  beliebigen  Endpunkt 
dieses  AbsUndes  die  Entfernung  von  einem  andern  festen  Punkt 
in  der  Linie  zu  berechnen.  Es  muss  hiezu  natürlich  die  Eni- 
femung  n  der  beiden  festen  Punkte  voneinander  gegeben  sein. 
Die  Linie  mag  zu  uns  oder  wir  zu  ihr  in  einer  Lage  sein,    dass 
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die  Bezeichnung  links  und  rechts  von  0  einen  nicht  misgyer- 
ständlichen  Sinn  hat.  Alsdann  kann  der  Endpunkt  des  beliebigOD 
Abstandes  x  auf  beiden  Seiten  liegen  und  heisse  denigemass  L 
oder  B.  Der  zweite  feste  Punkt  kann  ebenfalls  links  oder  rechts 
gegeben  sein  und  mag  demgemäss  G  oder  D  heissen.  Nehmei 
wir  erst  den  einen  Fall,  in  welchem  er  links  liegt.  Alsdann  ist 
nach  Maassgabe  der  Anschauung  der  Linienstticke  Q-JR  =  GO  + 
Oü  =  a  +  a:,  und  wenn  der  Punkt  L  zwischen  G  und  O  liegt 
GL=  GO  —  LO  =  a  —  X.  Nennen  wir  den  neuen  zu  ermitteln- 
den Abstand  ^',  so  haben  wir  also  für  die  zwei  Fälle  verschie- 
dener Lage  des  veränderlichen  Punktes  auch  zwei  Gleichungen 
nämlich  x'  ^=  a  +  x  und  x*  =  a  —  x.  Soll  aber  die  eine  Glei- 
chung ,  also  etwa  x'  =  a+  x  für  beide  Typen  zugleich  geltes, 
so  kann  dies  nur  dadurch  bestehen,  dass  in  ihr  an  Stelle  tob 
X  unter  den  betreffenden  Umständen  ein  negatives  x  eingesetzt 
wird.  Doch  ist  hier  der  Gleichunpsgesichtspunkt  zunächst  noch 
Nebensache.  Die  Rücksicht  auf  einen  Rechnungszusammenhang, 
ohne  Untersuchung  des  Bestimmenden  einer  Gleichung,  hat  uns 
nur  überhaupt  den  negativen  Charakter  von  Linien  geliefert 
insofern  sie  einen  Abstand  vermindern.  Das  isolirt  Negative  hat 
aber  seine  entscheidende  Eigenthümlichkeit  darin,  dass  es  aus 
einem  Rechnungszusammenhange  hervorgeht,  in  welchem  eine 
Subtraction  nicht  vollzogen  werden  kann,  und  ausserdem  auf 
einen  solchen  hinweist,  in  welchem  die  Subtraction  ausführbar 
ist.  Diese  beiden  Rechnungszusammenhänge  oder,  v^enn  man 
will,  diese  beiden  Theile  eines  allgemeineren  Rechnungszusammen- 
hanges sind  sorgfältig  zu  unterscheiden;  denn  sonst  würde  das 
Wesentliche,  die  Unmöglichkeit,  nicht  hervorleuchten,  und  man 
würde  in  Bezug  auf  die  Linien  an  der  gemeinen  beschränktot 
Voi-stellungsweise  haften  bleiben,  nach  welcher  der  Richtungs- 
gegensatz schon  eine  zureichende  Erklärung  sein  soll.  Man 
würde  bei  dem  alten  Trödel  bleiben,  wonach  die  Negativität  von 
Grössen  schon  am  Beispiel  der  Schulden  begreiflich  werden  soll, 
die  immer  abzuziehen  sind,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung 
eines  Vermögens  handelt.  So  leichten  Kaufs  lässt  sich  aber  ein 
zureichender  Begriff  vom  isolirt  Negativen  nicht  haben,  und  unser 
Capitel  wäre  übei-flüssig,  wenn  es  sich  nicht  um  eine  eindringen- 
dere Sinnesbestimmung  handelte. 

6.  Die  Gleichung  eines  veränderlichen,    d.  h.  beweglichen 
Punktes  auf  einer  graden  Linie  hat  den  Sinn,  dass  der  Abstand 
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in  seiner  Lage  veränderlichen  Punktes  von  einem  festen 
linkte  durch  seinen  Abstand  von  einem  andern  festen  Punkt« 
und  durch  die  feste  Distanz  ausgedrückt  wird.  Es  ist  also  Über- 
haupt eine  Gleichung  zwischen  a,  x  und  x'  in  Frage,  wenn  wir 
die  Bezeichnungen  der  vorigen  Nummer  zu  Gmnde  legen.  Liegt 
nach  dem  fraglichen  Entwurf  L  links  über  G  hinaus,  so  hat  man 
GL^LO  —  GO  oder  x'^x~a.  Dies  ist  nach  der  An- 
schauung, ohne  Rucksicht  auf  Positiv  und  Negativ,  ermittelt. 
Es  heisst  aber  auch  soviel  als  (a  —  x)  ^  —  x',  und  soll  ein  ein- 
heitlicher Gesichtspunkt  festgehalten  werden,  so  rauss  das  Ab- 
ziehen des  .V  von  a  bestehen  bleiben.  Hiemit  ist  aber  auch  der 
Fall  eingetreten,  dass  etwas  absolut  Grösseres  von  etwas  absolut 
Kleinerem  subtrahirt  werden  soll. 

Demgemäss  ergeben  sieh  die  links  von  fliegenden  Abstände 
als  isolirt  negative  Grössen,  Aber  auch  diese  Negativität  hat 
nur  einen  Sinn,  wenn  man  sich  einen  noch  weiter  links  Hegenden 
Punkt  Gl  denkt,  von  dem  aus  alle  Abstände  nach  rechts  hin 
absolut  bestimmbar  werden;  denn  das  negative  x'  bedeutet  als- 
dann, dass  x'  von  der  neuen  festen  Distanz  ß,  G  ^  «i  abzuziehen 
ist,  um  den  Abstand  GiL  =  x"  zu  ermitteln.  Nach  dem  ge- 
wöhnlichen Sprachgebrauch  geredet,  war  es  also  eine  weitete 
Verlegung  des  Coordinfltenursprungs,  wodurch  wir  den  Sinn  der 
als  zunächst  unmögliche  Subtraction  entstandenen  Neg»tivit!lt 
gichlbar  gemacht  haben.  Ergiebt  sich  links  von  G,  wiederum 
Negatives,  so  braucht  man  einen  entfernteren  Punkt  G^,  und  so 
fort  in  unbeschränkter  Weise  oder,  wie  man  gewöhnlich  sagt, 
ins  Unendliche,  Nimmt  man  von  vornherein  einen  Punkt  G,  in 
so  grosser  Ferne  an,  dass  er  allen  in  Frage  kommenden  Ütdtrf- 
ntssen  entspricht,  also  über  jede  Entfernung  hinausliegt,  tanerfaxlb 
deren  noch  Abstünde  in  Frage  kommen,  so  zeigt  Bieli,  dav  )c4er 
negative  Abstand  von  irgend  einem  nach  rechte  \wgewitm  faMM 
Punkte  die  Bedeutung  hat,  von  der  DiNUnz  iIm  «Mfenrtertca 
Punktes  abgezogen  zu  nerden.  So  ergiebt  ücb  4aM  kitoe  Un- 
möglichkeit mehr,  und  jede  zunächst  mmä^lkhe  SeMrwtioa  M 
als  in  dem  neuen  Zusammenhang  imAfcfter  —dm— icie». 

Gesetzt  wir  hätten  die  eotfenMcrea  Pwaklt  D,  If,  aod  se 
fort  bis  i)„  rechtshin  von  0  analog  betraelMeC,  wie  vir  die»  nii 
G,  Gl  u.  8.  w.  gethan  haben,  m  «Onta  fidl  ADm  eatiprecbeW 
gestaltet  haben,  jedoch  mit  ejoetn  wkfctign  DnUnehiede  Di» 
tnaassgebende  Rechnung  der 


^ 
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Dn  maclit  die  Zählung  nach  links  hin  zum  heiTSchenden  Gf 
Sichtspunkt.  Diese  Entfernungen  sind  also  die  absoluten  ods 
vielmehr  positiven,  während  es  vorher  umgekehrt  sich  gestaltetCL 
Zählt  man  daher  vom  Punkt  0  nach  rechts,  so  müssen  diese  Ab- 
stände das  Merkzeichen  —  erhalten,  und  die  Abstände  von  6 
nach  links  hin  sind  demgemäss  positiv,  weil  sie  die  Entfernung  de 
0  vom  Punkte  D„  vermehren.  Das  Interessante  hiebei  ist,  di$ 
die  Wahl  von  Plus  und  Minus  zu  beiden  Seiten  des  Coordinatei- 
urspmngs  0  nicht  mehr  als  willkürlich  ei-scheint.  Unser  \xd& 
tionelles  System  mit  dem  Negativen  zur  Linken  setzt  voraBS, 
dass  man  alle  Abstände,  wenn  man  sie  verändert  ausdrQckt 
auf  einen  äussei'sten  Punkt  beziehe,  der  auch  zur  Linken  liegt 
Dies  ist  in  der  That  stillschweigend  oder  unbewusst  der  Fal 
indem  bei  einer  Verschiebung  des  Coordinatenuraprungs  ebenbüs  1 
diejenige  nach  links  als  die  Regel  gilt. 

Will  man  dennoch  mit  dem  Coordinatenurspning  nach  reckts 
gehen  und  das  Negative  immer  links  behalten,  so  wird  man  ge- 
nöthigt;  entweder  die  absolute  Zählung  gleich  negativ  zu  nehma 
also  alle  directen  Distanzen  vom  äussersten  Punkt  negativ  zu  nenneL 
was  sich  auf  den  ersten  Blick  als  unnattlrlich ,  geschraubt  ubI 
an  sich  grundlos  kennzeichnet,  —  oder  aber  die  Distanzen  t« 
äussersten  Punkte  Dn  selbst  auf  den  äussei-sten  Punkt  ff„  zu  be- 
ziehen. In  letzterer  Weise  wird,  was  auch  auf  keinem  anden 
Wege  zu  \ermeiden  ist,  der  Gesichtspunkt  der  Rechnung  von 
äussei-sten  Punkte  links  her  der  allbeheiTschende,  indem  er  in- 
gleich  bei  der  Verlegung  des  Coordinatenurspi-ungs  nach  rechts 
wieder  das  Maassgebende  wird.  Es  ist  also  jedesmal  nur  ob 
einziges  System  möglich,  und  wechselt  man  den  Standpunkt  der 
Uraählung  der  Abstände,  indem  man  ihn  von  der  einen  Seite  der 
unbeschränkten  Linie  nach  der  andern  verlegt,  so  muss  man  and 
die  Seiten  von  Minus  und  Plus  wechseln. 

Wie  wir  von  links  nach  rechts  und  nicht  umgekehrt  schrei- 
ben, so  sind  wir  auch  gewohnt,  die  negativen  x  auf  der  linken 
Seite  von  0  zu  setzen,  d.  h.  also  nach  dem  Bisherigen,  alle 
Abstände  von  einem  äussersten  linken  Punkte  als  absolute  n 
addiren.  Dieses  Zählen  von  links  nach  rechts  ist  das  oi^ 
natürliche,  wie  ja  auch  in  der  Zahlenreihe;  denn  wir  sind  keine 
Hebräer.  Letztere  müssten,  da  sie  von  rechts  nach  links  schrei- 
ben. Alles  umgekehrt  machen,  wenn  sie  mit  ihrer  Eigenart  auch 
in  die  Mathematik  eindringen  wollten.    Sie  müssten  absolut  von 
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der  Eins  iiacli  links  zählen,  die  negative  Zalilenreihe  nach  rechts 
setzen  und  ebenso  die  beiden  Tbeile  der  Coordinatenlinie  ver- 
tauschen. Ihr  äussei'ster  Punkt,  von  dem  sie  Alles  zählten, 
mijsste  in  unbeschränkter  Weite  nach  rechts  lie;;en.  Mit  den 
übel  angebrachten  Einwendungen,  dass  an  sich  rechts  und  links 
gleichgültig  sei,  ist  hier  als  mit  zu  oberflächlichen  Trugwendun- 
gen keine  Zeit  zu  verlieren.  Nicht  blos  in  Beziehung  auf  unsern 
Vorstellungsraum,  sondem  auch  noch  besonders  in  der  Wirklichkeit 
in  Beziehung  auf  die  jedesmalige  Lage  unseres  sehr  realen  Köipers 
haben  diese  Unterscbieile  die  vollste  Eachliche  Bedeutung. 

Nehmen  wir  zu  der  einen  Coordinatenlinie  in  iiQT  vor  uns 
liegenden  Fundamentalebene,  auf  der  wir  zeichnen,  eine  zweite 
0  rechtwinklig  schneidende  hinzu,  so  ist  die  Keihnung  der  Ab- 
stünde im  Sinne  des  nach  oben  enichteten  Loths,  also  von  0 
nach  dem  ebenen  Theil  über  der  Linie,  die  sich  natürlich  zu- 
iiHchst  darbietende  und  auch  gewohnheitsmässig  angenommene. 
Die  Rechnung  von  unten  nach  oben  wird  sich  bei  der  dritten 
Coordinatenaxe  wiederholen,  so  dass  nunmehr  das  System  fllr 
die  drei  Dimensionen  des  Raumes  völlig  bestimmt  ist  Was  von 
der  ersten  Axe  auseinandergesetzt  worden  ist,  gilt  selbstverstilnd- 
lich  von  den  beiden  andern.  Die  eine  der  ai'ht  Ecken  des  recht- 
winklig getheilten  Raumes  ist  mithin  sozusagen  mit  positiven 
Kanten  ausgestattet,  und  diese  Wahl  der  einen  Ecke  vor  allen 
andern  hat  ihren  Grund  lediglich,  aber  auch  zilreichend  in  unsern 
sonstigen  Gewohnheiten  des  Thuns  und  Vorstellens.  Bleiben  wir 
jedoch  bei  zwei  Coordinatenlinien  in  der  Ebene,  und  werfen 
wir,  ehe  wir  zu  der  allgemeinen  Grundaufgabe  zurückkehren, 
einen  Blick  darauf,  wie  es  sich  mit  der  Zahlung  der  Winkel- 
abstAnde  im  einfachsten  Falle  ebener  Polarcoordinaten  verJialte. 
Hier  ist  die  Gewohnheit  die,  den  Leitstrahl  sich  von  der  posi- 
tiven Axe  im  positiven  Quadranten,  und  dann  in  diesem  Sinne 
weiter,  drehen  zu  lassen.  Dies  ist  nur  eine  uutürliche  Folge  der 
oben  gekennzeichneten  Festsetzungen  für  das  rechtwinklige  Coor- 
dinatensystem.  Die  Linksdrehung  ist  also  hier  ein  nothwendiges 
Zubehör.  Es  würde  zu  weit  führen,  Derartiges  noch  in  Complica- 
tionen  zu  verfolgen.  Es  ist  genug,  dass  sich  die  innere  Systematik 
von  Dingen  ergeben  hat,  die  sonst  als  zufällig  betrachtet  werden. 

7.  Nicht  blos  im  gewöhnlichen  Unterricht,  sondern  auch 
überhaupt  in  der  mathematischen  Literatur  werden  die  Vor- 
zeichen der  trigonometrischen  Functionen,  also  beispielsweise  der 
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Cosinus,  nicht  weiter  erklärt,  als  durch  die  HinweisuDg  auf  dk 
allgemeine,  empiiisch  erprobte  Correspondenz  von  Richtungs- 
gegensatz  und  Vorzeichengegensatz.  Dies  heisst,  eine  gemachte 
Beobachtung  äusserlicher  Art  mittheilen,  aber  den  Grund  dieser 
Erfahrungsthatsache  auf  sich  beruhen  lassen.  Es  versteht  sich, 
dass  hiebei  zunächst  die  Cosinuslinien  in  Frage  sind.  Die  Vor- 
zeichen der  Cosinus  als  unbenannter  Zahlen  sind  erklärt,  sobald 
diejenigen  der  Cosinuslinien  es  sind ;  denn  man  hat  nur  durch  dei 
absolut  genommenen  Radius  zu  dividiren ,  um  die  Function  ak 
unbenannte  Zahl  zu  erhalten.  Von  einer  rein  analytischen  Be- 
griffsbestimmung der  Cosinus  sehen  wir  hier  ab ;  aber  auch  iE 
einer  solchen  ist  das  Vorzeichen  bisher  noch  nicht  auf  einet 
letzten  Grund  zunickgeführt  worden.  Ueberhaupt  liegt  das  Ge- 
biet der  rein  analytischen  Definition  aus  nichts  als  allgemeinai 
Grössengleichungen,  denen  gegenüber  geometrische  Grössen  etwis 
Zufälliges  sind,  noch  sehr  im  Argen,  insofern  nämlich  dabei  ernst- 
haft und  ohne  Erschleichungen  die  Forderung  zu  erffülen  fet 
dass  die  geometrischen  Begriffe  nicht  stillschweigend  die  Unter- 
lage bilden,  also  nicht  ein  logischer  Cirkel  begangen  werde. 
Jedoch  dies  noch  gar  sehr  der  Klärung  bedürftige  Gebiei 
braucht,  wie  gesagt,  hier  nicht  in  unsere  Erörteioingen  hin- 
eingezogen zu  werden,  da  der  an  dieser  Stelle  in  das  Auge 
gefasste  Hauptzweck  dies  nicht  mitsichbringt.  Wir  sagen  also 
einfach,  dass  die  Vorzeichen  der  Cosinusdimensionen  nicht  Pt 
reichend,  ja  in  der  Hauptsache  gar  nicht  erklärt  werden.  Eine 
negative  Cosinuslinie  ist  eine  unter  Umständen  abzuziehende 
Länge.  Warum,  wird  nicht  gesagt;  ja  damit  die  Frage  nicht 
entstehe,  wird  nicht  einmal  das  Dass  in  den  Elementen  formulirt 
Es  werden  den  Functionen  die  Vorzeichen  angeheftet,  als  wäm 
diese  Voi-zeichen  vom  Himmel  gefallen,  und  man  fügt  mehr  ab 
Merkzeichen  denn  als  Grund  hinzu,  dass  beispielsweise  die  Co- 
sinuslinie  des  stumpfen  Winkels,  also  eines  Winkels  im  zweiten 
Quadranten,  auf  der  Axe  in  entgegengesetzer  Richtung  gezählt 
werde.  Die  Umstände  aber,  dass  es  sich  bei  jeder  n^ativen 
Grösse  um  ein  eventuelles  Subtrahiren  handeln  müsse,  und  dass 
dieser  Gesichtspunkt  ihr  erst  einen  Sinn  gebe;  alsdann  aber, 
wie  hier  das  Subtrahiren  zu  denken  sei,  —  diese  Dinge  bleiben 
ausser  dem  Gesichtskreise.  Auch  konnten  sie  in  der  That  in 
ihn  nicht  eintreten;  denn  es  fehlte  bisher  an  einer  völlig  be- 
wussten  Ginindlegung  für    diese   ganze    Gattung   Fragen.     Wir 


unsererseits  haben  nichts  nöthi^,  als  unser?  obigen  Erßebnisse 
anzuwenden.  Wir  beziehen  alle  Abstände  auf  den  gekennzeich- 
neten, äussei-st  entfeinten  Punkt,  machen  so  den  algebraischen 
Sinn  des  Negativen  auf  der  Coorilinatenaxe  kenntlich  und  fügen 
bezüglich  der  Cosinuslinie  nichts  weiter  hinzu,  als  dass  eben  aucli 
sie  ein  auf  diese  Wei'^e  zu  behandelnder  und  demgemäss  alge- 
braiäcli  zu  signirender  Abstand  ist.  Indem  der  Winkel  von  der 
positiven  Axe  aus  wächst,  zeigt  sich  das  Bekannte  fikr  die  ver- 
schiedenen Quadranten,  erklärt  sich  aber  erst  aus  dem  letzten 
Grunde  nach  Maassgabe  unserer  allgemeinen  Ableitung  der  Coor- 
dinaten Vorzeichen.  Besonders  hervoi-zuheben  ist  nur  noch,  dass 
die  Vorzeichen  der  trigonometrischen  Functionen  demgemäss 
nur  im  Hinblick  auf  einen  antlerweitigen  Rerhnungszusammen- 
hang  einen  Sinn  haben.  Der  nächste  Grundlypus  dieses  Rech- 
nungszusammenhangs  ist  aber  irgend  eine  Verlegung  des  Coor- 
dtnatenui-sprungs,  sei  es  in  der  einen  Axe  oder  sonstwohin. 

Auf  die  Form  einer  Gleichung  kann  man  jeglichen  Rech- 
nungszusammenhang bringen,  indem  mau  die  Reihe  der  Opera- 
tionen ihrem  Ergebniss  gleichsetzt.  In  unserm  Begriff  ist  nun 
die  Gleichung  auch  da  vorhanden,  wo  sie  nicht  ausdrücklich  als 
solche  hingestellt  wird.  Sich  denken,  dnss  ein  Abstand  aus  zwei 
andern  Abstunden  hergeleitet  werde,  heisst  seine  Grösse  doppelt, 
nämlich  das  eine  Mal  unmittelbar,  das  andere  Mal  aber  durch 
eine  Rechnung,  also  etwa  als  Summe  oder  als  Differenz,  vor- 
stellen. Wie  cinfnch  also  auch  ein  Rech  nun  gszusainmenhang  sein 
möge,  in  jedem  Fall  kann  man  eine  Gleichung  ansetzen,  und  die 
negativen  Linien  haben  einen  Sinn  eben  nur  in  Beziehung  auf 
eine  solche  Gleichung.  Die  Gleichung  kann  unmittelbar  geo- 
metrisch sein  oder  aber  durch  Uebergang  zu  allgemeinen  Grössen- 
zeichen  bereits  abstracter  formulirt  sein.  In  beiden  Fällen  ent- 
hält sie  den  Kern  der  Sache,  und  die  analytische  Sprache  thut 
eben  nichts,  als  das  absondern,  was  rein  der  Rechnung  mit 
Grössen  Überhaupt  augehört.  Der  Algorithmus  der  Operationen, 
alfio  hier  besonders  die  algebraische  Combinalionsart  der  Vor- 
zeichen, muss  als  festgestellt  vorausgesetzt  werden,  und  zwar  als 
frei  von  allem  Mysticismus ;  denn  es  handelt  sich  dabei  um 
nichts  als  um  logische  Folgen  der  BegriSe  vom  Addiren  und 
Subtrahiren.  Beispielsweise  wird  die  Nothwendigkeit,  dass  das 
Minus  des  Minus  Plus  ist,  am  Abzielten  eiuer  Differenz  nacli- 
gewiesen  und  hiemit  ist  auch  der  Beweis  auf  seinen  letzten  Gmnd 
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zuiückgeführt.  Derartige8  setzen  wir  als  nebelfrei  voraus,  obwili 
man  es  in  neuster  Zeit  auch  hat  umnebeln  wollen.  HieiiMl 
können  wir  also  mit  voller  Sicherheit  einen  rechnenden  Gki- 
chungszusammenhang  als  Schlüssel  zum  Sinn  der  Voneichei 
handhaben,  mag  dieser  Zusammenhang  nun  unmittelbar  iv- 
liegen  oder  erst  zu  suchen  sein ,  mag  er  rein  geometrisch  oder 
aber  bereits  analytisch  ausgedrückt  werden.  Man  erinnere  skk 
nämlich  immer  wieder,  dass  Addiren  und  Subtrahiren  Begrife 
sind,  die  nicht  erst  durch  die  analytische  Zeichensprache,  ja  nieh 
einmal  erst  durch  die  Arithmetik  ihr  Dasein  erhalten  haboi 
Diese  Grundbegriffe  waren  vielmehr  schon  überall  vorhandei, 
wo  man  Grössenstücke  vereinigte  oder  trennte,  mochte  es  üA 
nun  um  Linien,  Gewichte  oder  sonst  etwas  Quantitatives  handdi. 
8.  Auch  abgesehen  von  einfachen  Gleichungen  für  die  B^ 
Ziehung  verschiedener  Coordinatenursprünge  muss  es  immer  irgeiri 
eine  Gleichung  sein,  in  welcher  sich  der  Zeichensinn  der  trigo- 
nometrischen Functionen  bethätigt.  £in  typisches  Beispiel  hiefür 
ist  der  erweiterte  Pythagoreische  Satz.  Er  lautet  für  das  spifr 
winklige  Dreieck  bekanntlich  c^  =  a^  +  b^  —  2  ab  cos  y.  Der 
spitze  Winkel  liegt  im  ersten  Quadranten.  Geht  man  in  da 
zweiten,  so  wird  der  Winkel  stumpf  und  sein  Cosinus  negatif. 
Hätte  man  nun  nicht  von  vornherein  signirte  Cosinus,  d.  h. 
nähme  man  die  den  Cosinuslinien  entsprechenden  Stücke  imniff 
absolut,  wie  in  der  antiken  Elementargeometrie,  so  müsste  wu 
noch  eine  zweite  Gleichung  ansetzen.  Bezeichnet  ac  den  ab- 
soluten Cosinus,  so  wären  also  die  beiden  Gleichungen  erforde^ 
lieh  c*=  a*  +  6^  —  2  ab  ac  y  und  c^  =  a*  -f-  &*  H-  2  oft  ocy. 
Dieses  Beispiel  ist  darum  so  lehrreich,  weil  man  dabei  sieht,  wie 
die  Unterordnung  unter  besondere  Coordinaten  die  Sache  woU 
deutlicher  macht,  aber  nicht  nothwendig  ist.  Dem  beschränkte 
Geist  zufolge,  den  die  ganze  antike  Geometrie,  namentlich  aber 
die  Euklidische  Elementargeometiie,  athmet,  hätte  man  die  O 
sinusfunction  zu  vermeiden,  also,  entsprechend  bcosy,  nur  von 
einem  Abschnitt  zu  reden,  der  durch  ein  Loth  vom  Endpunkt 
des  Schenkels  b  auf  a  gebildet  wird,  und  dann  das  doppelte 
Rechteck  aus  dem  Schenkel  a  und  dem  Abschnitt  auf  ihm  ab 
Abzug  oder  Zusatz  zu  den  Eathetenquadraten  als  Merkmal  der 
Erweiterung  des  Pythagoreischen  Satzes  nachzuweisen.  Nickt 
einmal  von  Projection  dürfte  man  reden;  denn  dieser  Ersatz  i&r 
die  Cosinuslinie  b  cos  y  wäre  schon  zu  modern  und   brächte  so- 


fort  eine  Lehre  von  den  Vorzeichen  der  Projectionen  mit  sii-li. 
Man  hat  also,  um  nicht  mit  Kechnungsanspieliingen  modern  vor- 
zugreifen, die  Subtraction  oder  Addition  handgreiflich  geometrJBch 
für  die  zwei  Fälle  des  spitzen  und  des  stunipfen  Winkels  be- 
sondere zu  zeigen.  Diese  Umständlichkeiten  aber  sind  es,  die 
einfürallemfti  abgelhan  werden,  wenn  mnn  die  Lage  nach  Maass- 
gahe  von  Coordinaten  zu  einem  duriihgUngigen  Bestandtheil  jeg- 
licher Geometrie  macht  Dies  ergiebt  nicht  etwa  eine  besondere 
Geometrie  der  Lage,  sondern  jede  systematisch  behandelte  Geo- 
metrie, sei  sie  noch  so  elementar,  hat  diesen  Gesichtspunkt  auf- 
zunelimen.  Andernfalls  müht  sie  sich  nur  mit  irgend  einem 
antiken  Ersatz  ab,  der  im  Gi-unde  einen  Tlieil  des  modernen 
Gesiclitspunktes  in  embryonischer  und  verhüllter  Weise  schon 
enthält,  ihn  aber  nicht  zum  Bewusstsein  bringt,  geschweige  den 
ganzen  Gesichtspunkt  als  eine  leitende  Regel  hinstellt. 

Jedoch  auch  die  moderne  Geometrie,  im  weiteren  Sinne  des 
Worts  modern,  also  die  der  neuem  Jahrhunderte,  welche  eine 
analytische  Behandlung  zur  Hauptvoraussetzung  hat,  aber  auch 
die  mehr  anschauliche  I'hase  im  Sinne  Monges  und  seiner  pro- 
jectivischen  Nachfolger  einschJiesst ,  —  diese  Geometrie  der 
Neuern  hat  sich  ebenfalls  nicht  auf  die  letzte  Richtschnur  der  in 
ihr  als  erpi-obt  geltenden  Vorzeichenrollen  besonnen,  und  ist  da- 
her auch  nicht  im  Stande  gewesen,  zu  völlig  sichern  Anhalts- 
punkten zu  gelangen.  Sie  hat  sich  im  Gebiet  der  Vorzeichen, 
sowie  bezüglich  des  Parallelismus  von  Analysis  und  Geometrie 
eigentlicli  nur  tappend  bewegt.  Sie  ist  nicht  einmal  im  Stande 
gewesen,  die  durchgängige  Correspondenz  beider  liebiete  ohne 
zweiflerisclie  Beimischung  zu  behaupten,  geschweige  sie  als  aus- 
nahmslos zu  erweisen.  Graile  Poncelet,  der  nach  Monge  unter 
den  mehr  anschaulichen  Geometern  des  1^.  Jahrhunderts  der 
geistreichste  Schriftsteller  gewesen  ist,  hat  sich  in  der  fraglichen 
Beziehung  nur  unsicher  und  tüstend  verhalten  können. 

Unsere  Ausfuhrungen  gelten  zugleich  einer  systenialischen 
Grundlegung  der  ganzen  Mathematik  und  einer  Klarstellung 
des  Zusammenhangs  ihrer  Theile,  und  dieser  Umstand  ist  min- 
destens ebenso  wichtig,  wie  die  zugehörige  Aufteilung  hand- 
greiflich ueuer  Wahrheiten.  Es  ist  aber  aus  diesem  Grunde 
auch  einige  Geduld  nothig,  welche  bei  den  Elementen  verweilt; 
denn  die  Elemente  sind  hier  leider  noch  nicht  Schultrivialitäten, 
sondern     erst    festzustellende     Priiicipien,     die     alles     Weitere 
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beherrschen.  Nehmen  wir  als  nächstes  typisches  Beispiel  die 
Gleichung  der  graden  Linie  in  der  Ebene  nach  reihtwinkliga 
Coordinaten.  Die  Linie  möge,  das  sei  die  bestimmtere  Vor- 
stellung, die  beiden  positiven  Axentheile  schneiden.  Wir  habea 
nun  nach  Bezeichnungen,  die  sich  jeder  Kenner  der  ablieben 
Darstellungen  ohne  Weiteres  auslegen  wird,  herkömmlich  die 
Geichung  y  =  a  —  ß  x.  Diese  Gleichung  soll  allgemeingOltig 
sein,  ist  aber  unmittelbar  nur  eine  Gleichung  fQr  den  ersten 
Quadranten  und  bleibt  dies,  solange  y  und  x  als  absolute  Grössen 
genommen  werden.  Die  grade  Linie  liegt  aber  ausserdem  noch 
im  zweiten  und  vierteu  Quadranten,  und  für  jeden  dieser  beidoi 
Fälle  brauchen  wir  eine  neue  Gleichung,  nämlich  y  =  a  +  ßx 
und  —  y  =  a  —  ß  X. 

Diese  drei  Gleichungen  werden  zureichend  durch  die  erste 
repräsentiit,  sobald  man  x  und  y  stillschweigend  auch  als  mög- 
licherweise negativ  voraussetzt.  Das  leitende  Princip  kann  in 
der  Geometrie  und  in  jeder  andern  Anwendung  der  Analysis 
kein  anderes  sein  als  in  der  Analysis  selbst.  Es  besteht  nämlich 
darin,  dass  eine  einzige  Verbindung  von  Operationen  an  abso- 
luten Grössen  als  maassgebende  Gleichung  hingestellt  wird,  und 
dass  man  sich  eine  besondere  Aufstellung  der  übrigen  Gleichun- 
gen erspart,  indem  man  die  Buchstaben  eventuell  auch  negative 
Werthe  voi-stellen  lässt.  Durch  die  Geometrie  wird  dieser  Sach- 
verhalt nur  besonders  anschaulich;  übrigens  ist  er  ein,  wenn 
auch  bisher  unausgesprochenes  Grundprincip  aller  Analysis. 
Ausserdem  sei  bemerkt,  dass  wir  grade  auf  die  Gleichung  ersten 
Grades  eingehen  mussten,  weil  aus  ihr  das  Negative  in  der  ein- 
fachsten Weise  entspringt,  da  bereits  jede  unvollziehbare  Sub- 
traction  eine  Gleichung  in  sich  schliesst,  deren  Unbekannte,  wenn 
sie  absolut  gesetzt  wird,  eben  als  absolute  Grösse  unmöglich 
ist.  Demgemäss  verwandelt  sich  die  Gleichung  durch  die  nega- 
tive Lösung  in  eine  andere,  wenn  man  nämlich  das  substituiite 
Minuszeichen  im  Rechnungszusammenliange  zu  einem  gewöhn- 
lichen Operationszeichen  macht,  d.  h.  die  ihm  zugesellte  Grösse 
als  absolute  fungiren  lässt. 

Im  Beispiel  der  Coordinaten  auf  einer  Axe  ist  es  an  sich 
willkürlich,  welche  Seite  vom  Ursprung  man  als  absolut  nehme. 
Was  nicht  willkürlich  ist,  sind  nur  unsere,  wie  oben  gezeigt, 
wohlbegründeten  Gewohnheiten.  Anderweitig  giebt  es  aber  Fälle, 
wo  auch  die  Natur  der  Dinge  jede  Wahl  ausschliesst.    Die  Zeit 
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1  Grösse  kann  nur  in  einem  einzigen  Sinne  addirt  werden,  da 
Q  zwar  vielen  Widei-sinn,  aber,  wie  es  scheint,  doch  noch  keine 
(  rQckwjirts  fliessende    Zeit  zu  Markte  gebracht   hat.    Die  Seite 
i    des  Nef,'ativen   in  der  Zeititnte  ist  daher  immer  bestimmt,    weil 
alle  Äbstflnde  in  der  Zeit,    wo  man  auch    den  Ursprung  for  die 
I    ZShlung  setzen  möge,    dadurch  unter  einen  Gesichtspunkt  kom- 
.    men,  dass  man  sie  auf  einen  Äusserst  enlfeinten.  Ulier  alle  frog- 
Ijch  werdenden  Grössen  hinausliegenden  Punkt  der  Vergan^'enheit 
bezieht.    Die  Zeitgrösse  addirt  sich  in  der  Natur  nur  in  einer 
BichUin^,  und   es  wäre  daher  von  vornherein  eine  Kopfstellung, 
von  einem  äusseisten  Punkt  der  Zukunft  Alles  rückwärts  zählen 
zu  wollen,  ganz  abgesehen  von  der  Unausführbarkeil.  Kin  anderes 
Beispiel  fUr  die  natUrliche  Voi-zeiclinung  des  Positiven  sind  die 
Wannegrade,  und  zwar  nicht  ei-st  seit  man  einen  absoluten  Null- 
punkt festsetzt.    Ueberhaupt  kann  die  Veränderung  einer  Ther- 
niumeterskala  in  eine  andere  den  Sinn  des  Nesativen  recht  ein- 
fafli    lehren,    indem   sich  hiebei   für  Jedermann    zeiiit,    wie  die 
Kältegrade  nichts  weiter  als  abzuziehende  Wärmegrade  sind, 

Aus  allem  Bisherigen  begreift  sich  auch ,  dass  jedwede 
GrÖsseugattUDgen  dufQr  empfänglich,  wenn  auch  nicht  immer 
ßraite  praktiiich  dazu  geeignet  sein  müssen ,  als  selbsttlndige 
Xegativitäten  zu  fangiren.  Auch  können  sie  denigemäas  alle- 
sammt  Veranlassung  zu  unmöglichen  Subtractionen  geben.  Jede 
so  ttntstehende  negative  Grösse  ist  an  sieh  eine  wirkliche  ab- 
solute Grösse,  die  aber  in  Beziehung  auf  einen  bestimmten  Rech- 
oungszusammenhang  inicht  also  etwa  in  Beziehung  auf  jede  be- 
liebige Rechnung,  in  der  man  sie  brauchen  will),  die  Eigenschaft 
hat.  verbunden  mit  dem  Subtractionszeichen  eingesetzt  werden  zu 
müssen.  Wollte  man  etwa,  um  auf  der  Axe  die  tintfemung 
zweier  Punkte  zu  bestimmen ,  die  zu  beitlen  Seiten  des  Coordi- 
nalenursprunps  liegen,  die  positive  und  die  negative  Abscisse 
nach  MaasEgabe  ihrer  Vorzeichen  addiren,  also  in  absoluter  Weise 
dJL-  Differenz  bilden,  so  käme  dieser  handgreifliche  Widersinn 
düher,  dass  man  das  Negative  als  Überhaupt  negativ,  also  als 
unter  allen  Umstünden  subtractiv  genommen  hätte  ,  während  es 
doch  nur  eiu  Rechnungs-  oder  Gleichungszusani  men  hang  von  be- 
Bttnimtcr.  angebbarer  Gattung  ist,  im  Hinblick  auf  den  das 
Minuszeichen  einen  Sinn  hat.  Die  herkömmliche  Ideenver- 
kuQpfung  mit  dem  RichtungsgegensaLz  hat  eine  Auffindung  des 
wahren  Sinnes  erschweren  raUssen,  wie  diea  jede  blos  empirische 
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Schablone  in  ähnlichen  Fragen  überall  thut  Um  so  wichtiger  ist 
es,  zu  dem  Aufschluss  zu  gelangen,  dass  auch  die  Imaginaiitit 
jeder  Grössengattung  eigen  sein  kann,  und  dass  sie  im  Haqit- 
princip  keinen  wesentlich  andern  Sinn  hat  und  im  Gebrand 
grundsätzlich  nicht  mehr  zu  scheuen  und  zu  beschränken  ist, 
als  ein  Operiren  mit  negativen  Grössen. 


Zweites  Capitel. 

Anfschlnss  fiber  den  analytischen  and  sonstigen  Siu 

des  ImaglnSren. 

1.  In  der  Analysis  hat  sich  das  Imaginäre  auf  keine  wesent- 
lich andere  Weise  eingefunden,  als  das  Negative.  Wie  letztem 
in  der  Rechnung  sich  einstellte,  sobald  eine  unmögliche  Sob- 
traction  in  Frage  kam,  so  ist  auch  das  Imaginäre  nichts  als 
eine  weitere  Complicirung  dieser  Unmöglichkeit;  denn  es  läuft 
in  allen  Fällen  darauf  hinaus,  dass  eine  Quadratwurzel  aus 
dem  Negativen  als  unmögliche,  d.  h.  unvollziehbare  Operations- 
Verbindung  stehen  bleibt.  Man  kann  diese  Verbindung  des 
Quadratwurzelzeichens  mit  dem  Minuszeichen  wiederum  als  ein 
neues  Vorzeichen  betrachten,  welches  vor  Grössen  tritt,  an  denen 
die  Wurzelausziehung  bereits  vollzogen  ist  Demgemäss  würde 
dieses  aus  zwei  Bestandtheilen  zusammengesetzte  Vorzeicheo 
nichts  sein,  als  das  Negative,  aber  unter  dem  Zeichen  der 
Quadratwurzel.  Es  würde  eine  Subtraction  bedeuten,  deren 
Vollziehung  erst  in  Frage  kommen  könnte,  sobald  durch  eine 
Quadrimng  die  entsprechenden  Umstände  wiederhergestellt  wären. 
Die  Einheit  unter  das  Wui-zelzeichen  zu  setzen,  ist  hienach  nicht 
blos  überflüssig,  sondern  auch  eine  Gewohnheit,  welche  die 
Aufmerksamkeit  von  dem  Kern  der  Sache  ablenkt.  Grade  sie  ist 
besonders  Schuld  daran,  dass  man  schon  die  Fragestellung  über 
das  Imaginäre  vei-fehlt,  nämlich  für  die  Quadratwurzel  aus  der 
negativen  Einheit  einen  besondern  Sinn  gesucht  hat,  so  dass  die 
Angelegenheit,  unter  den  Händen  von  Leuten  wie  Gauss,  schliess- 
lich gar  in  das  Mystische  und  Absurde  verfahren  worden  ist 

Um  sich  selbst  an  den  erforderlichen  Grad  von  Abstraction  zu 


gewöhnen,  mag  man  eich  das  Wurzelzeichen  mit  dem  Minuszeichen 
in  einem  Zuge  geschrieben  denken.  Hieiiurch  hat  man  aufh  aosser- 
dem  noch  den  VorÜieil,  zugleich  anzudeuten,  liass  sich  das  Wurzel- 
zeichen nicht  auf  die  nachfolgende  Grösse  eretreckt,  sondern  sich 
nur  auf  das  Minuszeichen  bezieht  und  mit  diesem  zusammen 
gleichsam  eine  Vorbemerkung  zur  beistehenden  absoluten  Grösse 
vorstellt.  Alsdann  ist  eine  Wurzel  nicht  weiter  autKUziehen; 
denn  diese  Operation  ist  an  der  absoluten  Grösse  entweder  voll- 
zogen oder  trenigstens  selbständig  angezeigt  oder  auf  reelle  Weise 
vollziehbar.  Was  übrigbleibt,  ist  nur  der  reine  Widerspruch 
zwischen  dem  Quadratwurzelzeichen  und  dem  Minuszeichen.  Das 
isolirt  Negative  war  aber  auch  schon  ein  Widerspruch;  denn  es 
bedeutete  die  unausführbare  Abziehung  von  Null.  Wenn  man 
also  ein  neues  zusammengesetzteres  Vorzeichen  von  reichhaltigerem 
Widerspruch  einführt,  so  ist  dies  im  Wesentlichen  nur  die  Fort- 
setzung der  alten  Wendung.  Unmöglich  war  das  Negative;  un- 
möglich ist  auch  das  Imaginäre;  nur  gteichsum  die  Constitution 
heider  Unmöglichkeiten  ist  vei-schieden.  Alle  Rechnung  mit  dem 
Imaginären  ist,  um  sie,  was  bisher  nicht  geschehen  ist,  logisch 
richtig  zu  kennzeichnen,  eine  Durchführung  des  Gedankenganges 
durch  das  Unmögliche.  Ebenso  verhält  es  sich  aher  auch  mit 
dem  isolirt  Negativen  und  nur  die  eingewurzelte  Gewohnheit  hat 
dies  verkennen  lassen.  Im  indirecten  Beweise  wird  noch  mit  ganz 
andei-n  Unmöglichkeiten  operirt;  aber  Niemandem  ist  es  einge- 
fallen, die  Setzling  des  Unmöglichen  als  unmöglich  von  vornherein 
als  ein  unentbehrliches  und  fruchtbares  Mittel  zu  belrachten,  um 
in  den  Gedankenoperationen  ohne  Hindernisse  weiter  zu  kommen. 
Von  einer  solchen  allgemeinen  Form  der  Gedankenbewegung 
ist  die  Rechnung  mit  dem  Imaginären  ein  specieller  Fall. 

Die  Grössen,  die  dem  erwähnten  Imaginärzeichen  folgen,  sind 
gradeso  etwas  Wirkliches,  wie  die  Zeichencombination  selbst 
etwas  Unmögliches  vorstellt.  Sie  sind  auch  nicht  weniger  wirk- 
lich, als  diejenigen  Grössen,  welche  dem  isuhrten  Minuszeichen 
folgen;  denn  was  sich  daran  als  unmöglicji  darstellt,  ist  nicht  die 
Gri>Hse,  sondern  die  zugehörige  Operation.  Hieraus  folgt  mit 
einem  Schlage,  dass,  was  fUr  die  Analysis  von  Grössen  Überhaupt 
gilt,  auch  für  jede  Grössengattung  gelten  muss.  Es  fol^t  also 
speciell,  dass  es  imaginäre  Linien  in  einem  ähnlichen  signitiveu 
äinne  gieht,  wie  negative.  Ja  noch  mehr!  imaginäre  Grössen 
haben,  wo  sich  das  BedQrfniss  einstellt,  nicht  blos  als  geometrische. 
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sondeiii  auch  als  mechanische  und  als  physikalische,  ja  überhaupt 
in  jedem  Gebiete  der  Rechnungsanwendung  einen  Sinn.  Sie  sind 
nämlich  gemeine  wirkliche  Grössen,  die  aber  in  Bezug  auf  einoi 
Rechnungszusammenhang  mit  gewissen  Vorbemerkungen  versehen 
sind,  die  wir  sämmtlich  Voi'zeichen  nennen  wollen. 

Wurzelminus  (nicht  etwa  Vfnrzel  aus  Minus),  ist  der  am 
nächsten  Jiegende  Ausdnick  für  das  neue  zusammengesetzte  Vor- 
zeichen.  Die  Gaussische  Bezeichnung  der  imaginären  sogenannten 

Einheit,  d.  h.  von  V  —  1,  mit  t,  die  in  Deutschland  schon  stark 
in  Gebrauch  ist,  und  auch  anderwärts  mit  unterläuft,  steht  aber 
gradezu  der  schärfer  denkenden  Abstraction  im  Wege.  Sie  ver- 
schmilzt,   was  wenigstens   für  das  erste  rechte  Verständniss  ge-  1 

trennt  gehalten  werden  muss.  Allerdings  hat  sich  V  —  1  als 
abgelöster  Factor  schon  in  den  frühern  Jahrhunderten  unwillkür- 
lich ,  ja  maschiuenmässig  in  der  Rechnung  eingefunden ;  aber  es 
ist  doch  nur  der   Mangel  an  höherer  Abstraction  gewesen,    der 

bisher  die  Schuld  trug,  dass  die  Eins  aus  V  —  1  nicht  fenige- 
halten,  bei  der  nachfolgenden  Grösse  belassen,  und,  wo  diese 
Grösse  etwa  selbst  nichts  weiter  als  die  Einheit  ist,  nach  statt 
unter  dem  Wurzelzeichen  gesetzt  wurde.     Die  wahre  imaginäre 

Einheit  in  unserm  Sinne  ist  nicht  V  —  1,  sondern  V  —  1.  In 
der  That  ist  so  erst  die  imaginäre  Einheit  der  positiven  und 
negativen  analog;  denn  sie  ist  nur  auf  diese  Weise  in  dei*selben 
einen  Dimension  dargestellt,  während  sie  sich  sonst  nur  in  ihrem 
Quadrat  unter  dem  Wurzelzeichen  vorfindet.  Die  richtig  ge- 
dachte imaginäre  Einheit  ist  eben  nichts  Anderes  als  die  absolute 
Einheit,  versehen  mit  einem  blossen  Rechnungsvorzeichen.  Schon 
der  Sinn  für  Homogeneitilt  nöthigt  dazu,  die  Einheit  wie  jede 
andere  Grösse  zu  behandeln. 

2.  Hätte  man,  als  man  fast  maschinenmässig  zu  den  nega- 
tiven Grössen  gelangte,  von  vornherein  besser  aufgepasst  und 
sich  gehörige  Rechenschaft  von  dem  gegeben,  was  bei  der  Han- 
tirung  vorging,  so  wären  alle  Einbildungen  abgeschnitten  gewesen. 
Hiezu  gehörte  aber  auch  mehr  Ehrlichkeit  gegen  sich  selbst  und 
gegen  Andere,  als  sich  gemeinhin  vorfindet.  Man  wäre  sonst  bei 
dem  Begriff  und  der  Benennung  falsche  statt  negative  Wui-zeln 
länger  geblieben  und  hätte  sich  an  diesem  Begriff  schliesslich 
genauer  orientiren  können.  Statt  dessen  thaten  Unachtsamkeit, 
Unredhchkeit  und  autoritär  maschinenmässige  Ueberliefemng  das 
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Ihrige,  um  eine  falsche  Verding] ichung  der  negativen  Grössen 
als  besonderer  Wesenheiten  herbeizuführen.  Wo  der  Meister 
etwa  sich  noch  eines  unrichtit^en  Gedankens  enthalten  hatte, 
übernahm  der  SchQIer  das  Ding  schon  wie  einen  wissenschaft- 
lichen  Handelsartikel.  Das  Minuszeichen  wurde  mit  den  Grössen 
so  verechmolzen  vorgestellt,  als  wenn  solch  eine  Verbindung  ein 
Ding  fQr  sich  wäre.  Auf  ähnliche  Weise  gerieth  man  durch 
Missdeutung  des  durch  den  Algorithmus  maschinenmässig  aufge- 
drungenen Imaginären  zu  jenen  Chimären,  die  dann  wiederum 
die  Ursache  von  ebenfalls  chimärischen  Problemen  wurden.  Es 
war  schon  eine  falsche  Aufgabestellung,  nach  dem  vorgeblichen 
Dinge  V  —  1  zu  fragen.  Jeder  solcher  Frager  hat  damit,  wie 
wir  jetzt  klar  nachweisen  können,  seine  Unkunde  und  seinen 
Mangel  an  Urtheil  blosgesteHt.  Nie  wäre  V  —  1  ein  Räthsel 
geworden,  wenn  man  von  vornhei-ein  den  sichern  Weg  klarer 
Begiilfe  festgehalten  hätte.  Statt  dessen  ist  man  bald  in  einen 
mathematischen  Aberglauben  gerathen,  bezilglich  dessen  nur  so 
klare  Geister,  wie  ein  Lagrange,  in  einer  unbetheiliglen  Zurück- 
haltung verblieben.  Aber  auch  dieser  wirklich  hohe  mathe- 
matische Denker  ging  in  diesem  Punkt  nicht  auf  die  ersten  und 
einfachsten  Begriffe  zurUck.  Er  begnügte  sich  damit,  keinen 
Widersinn  zu  colportlren  und  sii-h  ohne  weitere  Erklärungen  auf 
den  Algorithmus  der  Rechnung  zu  beschränken.  Auch  hielt  er 
den  Ausdruck  unmöglich  bei  den  Wuraeln  noch  fest,  was  docli 
wenigstens  nach  einer  Seite  hin  dem  Wesen  des  Imaginären  ent- 
sprach. Falsche  Wuizelii  anstatt  negative  und  unmögliche 
Wurzeln  anstatt  imaginäre,  —  diese  Ausdrücke  der  altern  Al- 
gebraisten  waren  Zeiger  zum  richtige»  Wege,  und  man  hat  dieser 
Ueberlieferung  sowie  dem  Umstände,  dass  noch  ein  Lagrange 
wenigstens  den  Ausdruck  unmögliche  Wurzeln  beibehielt,  es  zu 
danken,  dass  sich  die  hier  vorgelegte  Klarstellung  der  Sache  auch 
mit  einer  historischen  Anknüpfung  erläutern  kann. 

Einem  so  klaren  und  grossen  Mathematiker,  wie  Lagrange 
es  war,  konnte  es  nie  einfallen,  danach  zu  fragen,  was  V* —  i 
eigentlich  wäre;  denn  dies  hat  man  stets  gewusst,  und  nur  der 
Aberglaube  hat  dahinter  noch  ein  Gespenst  gewittert.  Solchen 
Aberglauben  erbte  beispit-lsweise  auch  dieser  Gauss,  dem  er 
wahlverwandt  war,  und  der  ihn  auf  seine  Weise  noch  mehr  zur 
Mystificalion  der  noch  untergeordneteren  Mathematiker  ausprägte. 
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Da  holte  er  z.  B.  die  schon  früher  dagewesene  Einbildung  vn 
der  geometrisch  zu  verstehenden  mittleren  Pix)poi*tioiiale  wieder 
hervor,    und  behauptete   auf  eigne  Rechnung,    dass,    weil  die 

Proportion  (—1):  V  —  1  =  V  —  1  :  (+  1)  statthat,  also  die 
imaginäre  Einheit  die  mittlere  Pi-opoitionale  zwischen  der  n^ 
tiven  und  der  positiven  ist,  dainim  auch  geometrisch  eine  lÄn^ 
auf  der  Ordinatenaxe  die  imaginäre  Länge  sei^  nämlich  die 
mittlere  Proportionale  zwischen  negativer  und  positiver  Absdsse. 
Dies  ist  nun  eine  köstliche  Phantasie,  in  der  sich  noch  obeneio 
der  ganze  Trug  der  negativen  Linie  miteingeheimst  findet  h 
der  That  ist  es  hochkomisch,  eine  negative  mit  der  positiTeo 
Abscisse  multiplidren  zu  wollen,  da  schon  der  blühendste  Unsn 
zu  haben  ist,  wenn  man  sie  zueinander  auch  nur  addirt.  Nid 
dieser  Art  von  Logik  wäre  nämlich  die  Länge  zwischen  dei 
Endpunkt  der  negativen  und  demjenigen  einer  gleichen  positim 
Abscisse  ganz  unverdrossen  Null.  Um  aber  die  Sache  wieder 
ernst  zu  nehmen,  was  allerdings  Angesichts  dieser  Ganssigkeites 
schwer  ist,  so  erinneni  wir  daran,  wie  die  Minus-  und  Plus- 
zeichen der  Abscissen  sie  nicht  zu  besondern  Wesenheiten  macbei, 
die  in  jeder  beliebigen  Rechnung  als  negative  und  positive 
Grössen  figuriren  dürften,  —  sondein  dass  es  immer  ein  be- 
stimmter Rechnungszusammenhang  ist,  auf  den  sich  die  Vor- 
zeichen beziehen,  und  in  welchem  allein  sie  ihre  Gültigkeit  haben 
Ueberdies  kann  man  von  vornherein  leicht  absehen,    dass  dk 

—  X  und  die  +  x  der  Axe  nie  gleichzeitig  in  derselben  Glä- 
chung,  d.  h.  also  nie  gleichzeitig  in  demselben  Rechnungszusao- 
menhang,  sondern  das  eine  Mal  ein  +  x  und  das  andere  Mal  m 

—  x  vorkommen.  Sie  kommen  niemals  in  gegenseitige  Redn 
nungsberührung,  also  weder  in  gegenseitige  Addition,  noch  Mnl- 
tiplication,  noch  soq^t  eine  Operation  zwischen  ihnen  beiden. 
Uebrigens  strauchelt  jenes  geoinetiische  Stückchen  von  der  mitt- 
leren Proportionale  für  jeden  einigeimaassen  Denkenden  und  Acht- 
samen bei  jedem  ersten  Schritt,  in  welcher  Richtung  er  auch 
geschehe.  Im  Kreise  ist  bekanntlich  ein  Loth  auf  den  Durch- 
messer die  mittlere  Proportionale  zwischen  dessen  durch  dasselbe 
abgetheilten  Stücken.  Bei  den  Coordinatenaxen  wird  künstlidi 
blos  die  Einheitslänge  zugelassen,  die  wenigstens  absolut  ge- 
nommen die  mittlere  Proportionale  zwischen  denselben  absolatsi 
Einheitslängen  ist,  die  auf  der  Abscissenaxe  nach  rechts  und 
links    aufgetragen    sind.      Was   über    dieses  Selbstverständliche 
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biDaus  will,  ist  Wideisinn  und  geräth  sofort  ins  Stocken.  Nirgend 
ist  sonst  eine  wirkliche  Onlinate  auf  natürliche  Weise  zu  sich 
darbietenden  Stücken  auf  der  Abscissenaxe  als  mittlere  Pi-o- 
püi-tionale  in  Beziehung  zu  bringen,  auch  wenn  man  von  den 
Vorzeichen  noch  absehen  wollte.  Das  System  der  Vorzeichen 
selbst  aber  wird  sofort  verwirrt,  wenn  man  dieselbe  Ordinateii- 
axe,  die  sonst  die  gewöhnlichen  positiven  Ordinaten  vorstellt, 
nun  mit  einem  Male  dazu  stempelt,  wegen  ihrer  lothrechten  Lage 
Kur  Abscissenaxe  das  charakteiistisch  Imaginäre  zu  enthalten. 
Dieser  doppelte  Beruf  der  Ordinatenaxe ,  der  aus  nichts  als 
ihrer  lothrechten  Richtung  folgen  soll,  ist  zu  viel  des  Guten.  Der 
Umstand,  dass  man  auf  ihr  reelle  Ordinaten  zählt,  hat  mit  dein 
Senkrechten  nichts  zu  schaffen.  Ebensowenig  hat  aber  die  Zäh- 
lung wirklich  imaginärer  Ordinaten,  deren  natürliche  Existenz 
wir  zum  ei-sten  Mal  zeigen  werden,  einen  wesentlichen  Zusammen- 
hang mit  dem  Lothrechten.  Das  ganze  PhantasiestUckchen  aber, 
in  aller  »einer  Unlogik,  ist  nur  dadurch  entstanden,  dass  sich 
Ma^chinenhaftigkeit  im  Calctll  mit  mystischen  Neigungen  gattete, 
und  so  das  Monstnim  von  Unproblem  ei-zeugte,  nach  welchem 
sozusagen  das  Seelengespenst  von  V  —  1  gefunden  werden  sollte. 
3.  Das  erwähnte  Unproblem  hat  sich  immer  in  einer  niedem 
Si>häre,  nämlich  nur  unter  den  Mathematikern  von  nebelhaften 
Voi-stellungen  bewegt.  Die  klaren  Geister  haben  sich  nie  damit 
abgegeben.  Sie  verzichteten  lieber  auf  Auslassungen ,  als  dass 
sie  du)-ch  Stellung  so  thönchter  Aufgaben  eine  Lücke,  die  auch 
sie  empfanden,  auf  Ausftlllung  mit  mystischen  Absurditäten  an- 
gewiesen, geschweige  selbst  damit  decorirt  hätten.  Doch  ist, 
nachdem  sich  autoiitäre  Trossführer,  wie  Gauss,  gefunden  haben, 
der  Tross  ziemlich  gross  geworden.  Ja  die  Trossmeinung  gehört 
augenblicklich  noch,  und  zwar  nicht  blos  in  Deutscliland,  zu  den 
hen-schenden  Ansichten.  Eine  Welttour  hat  aber  dieser  Aber- 
glaube doch  noch  nicht  in  dem  Sinne  gemacht,  dass  er  ganz  und 
ohne  Abzug  überall  eingebürgert  wilre.  Was  sicli  wirklich  ein- 
gebürgert hat,  ist  eine  weniger  schuldige  Sache,  nämlich  die 
gi'nphische  Veranschaulichung  einer  aus  dem  Reellen  und  dem 
Imaginären  gemischten  Grösse,  für  welche  Gauss  sich  als  Täufer 
illustrirt  hat,  indem  er  so  ein  Ding  complex  nannte.  Schade 
nur.  dass  er  zu  seiner  Erfindung  des  t,  also  sozusagen  des 
Tuttels  auf  dem  Imaginären,  nicht  auch  noch  das  c  hinzugefügt, 
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und  so  noch  etwas  mehr  für  die  mathematische  Kurzschrift  noi 
Schnellsprache  geleistet  hat! 

Wenn  wir  von  der  graphischen  Yeranschaulichung  eiirar 
imaginär  gemischten  Grösse  reden,  so  ist  dies  eigentlich  seboB 
zu  viel  gesagt.  So  etwas  ist  noch  nicht  einmal  geleistet  worden: 
man  hat  sich  eben  nur  die  reellen  Einheiten  auf  der  Abscissen- 
axe,  und  die  imaginären  auf  der  Ordinatenaxe  aufgetragen 
Auf  diese  Weise  hat  man  beide  Bestandtheile  einer  gemischte 
Grösse  geometrisch  für  sich  markirt,  wie  man  etwa  Temperaturei 
als  Abscissen  und  Spannungen  als  Ordinaten  verzeichnet.  Hi» 
aber  möchte  man  lieber,  damit  der  Geist  der  Sache  gi-ündlich^ 
klar  werde,  als  anderweitiges  Beispiel  gleich  eine  nach  bestimm- 
ten Regeln  veranstaltete  Zusammengehörigkeit  von  jedesmal 
einer  gewissen  Anzahl  Rüben  mit  einer  correspondirenden  Anzahl  i 
Kohlköpfen  zum  Typus  nehmen.  Das  wäre  gleich  das  schönste  I 
Argument  für  die  Function  einer  complexen  Grösse;  denn  eine 
Rüben-  und  eine  Kohlkopfgrösse  sind  zusammen  so  complei, 
wie  man  es  für  die  imaginäre  Grösse  eines  Gauss  und  die  zu- 
gehörige entsprechend  grosse  Erfindung  nur  irgend  wünscbes 
kann.  Also  nur  frisch  Rüben  in  horizontaler  Lage  und  Kohl- 
köpfe in  vertical  aufrechter  Position,  wie  Letzteres  der  Autorität 
gebührt,  und  eine  neue  Geometrie  der  Position,  nämlich  der 
rechtwinkligen,  ist  gleich  der  antieuklidischen  im  Eie  fertigl 
Nur  ist  beim  Gebrauch  dieses  Musterbildes  einige  Vorsicht  za 
empfehlen,  damit  die  neue  Geometrie  der  Lage,  deren  Name  &b 
sich  von  älterem,  nicht  grade  immer  schlechtem  Klang  ist,  nicht 
als  Kohlkopfgeometrie  sichtbar  werde. 

Wenn  der  Aberglaube  zum  Humor  herausfordert,  so  ist 
das  nicht  seine  übelste  Eigenschaft.  Im  Gegentheil  wird  seine 
ernsthafte  Widerwärtigkeit  dadurch  ein  wenig  gemindert  Der 
Schade  aber,  den  er  im  fraglichen  Fall  angerichtet,  ist  nur« 
ernsthaft  sichtbar.  Im  Kinderspiel  ist  nach  den  Bedai*fiüssen  des 
Calcüls  der  graphische  Entwurf  als  blosses  Hülfsmittel  für  die 
Analysis  entstanden.  Man  wusste  den  Lauf  von  Functionsargu- 
menten,  dessen  Kenntniss  man  in  der  Algebra  brauchte  nicht 
ohne  die  Krücke  der  Geometrie  darzustellen,  und  da  man  la 
einer  wirklichen  Construction  imaginärer  Grössen  nicht  vordi*aDg, 
so  machte  man  sich  die  gemischte  Grösse  so  voi*st ellig,  als  wenn 
sie  in  zwei  Stücke  zerfiele,  die  nur  um  die  Ecke  eines  rechten 
Winkels  herum  als  zwei  völlig  ungleichartige  Wesenheiten  eine 


Art  Zusammenhang  haben  könnten.  Ein  der  sogenannten  Com- 
plexen,  also  dem  Reell  plus  Imaginär,  entsprecbender  Punkt 
wurde  ganz  wiükfirlich  dadurch  bestimmt,  daas  er  das  Reelle 
zur  Abscisse  und  das  Imaginäre,  als  eine  Anzahl  imaginärer  Ein- 
heiten vorgestellt,  zur  Ordinate  haben  sollte.  Bezeichnen  wir  in 
unserer  Art.  da  i  schon  für  die  iniagiu&re  Einheit  in  Anspruch 
genommen  ist,  die  imaginär  gemischte  Grösse  mit  re.  +  im.,  so 
sollte  dieser  zweigliedrige  Ausdruck  nai'h  Gauss  in  der  ange- 
gebenen graphischen  Darstellung  nicht  blos  den  Weg  um  die 
Ecke  des  rechten  Winkels,  sondern  auch  absurder  Weise  grades- 
wegs  die  Entfemung  zwischen  dem  Ursprung  der  Coordinaten  und 
dem  bestimmten  Punkt,  also  die  Hypotenuse  zu  der  Kathete  re. 
und  der  Kathete  im.,  ausdrttcken,  Derartiges  an  Widersinnig- 
keiten wurde  im  Dunkeln  orakelt.  Tappend  und  täppisch  zu- 
gleich kamen  so  autoritilr  mystische  Ungereimtheiten  zu  Markte. 
Der  Hauptschade  aber,  den  sie  anrichteten,  bestand  weniger  in 
der  Fortpflanzung  des  Unsinns,  als  in  der  Verbrämung  jenes 
graphischen  HUlfsmittels  mit  dem  trügerischen  Schein  einer  Be- 
deutung für  die  Geometrie.  Jeder  wirkliche  Fortschritt  zum 
Verständniss  imaginärer  Linien  musste  da  aufgehalten  werden, 
wo  jene  Dinge  autoritär  maassgebend  einen  Eindruck  machten. 
Freihch  waren  Leute,  welche,  wie  Cauchy,  in  so  etwas  hangen 
bleiben  konnten,  auch  Übrigens  nicht  danach  heschafl'en,  einen 
solchen  Fortschritt  zu  bewirken.  Schon  die  graphische  Dar- 
stellung allein  fährte  vom  bessern  Wege  ab;  denn  sie  zertheilte 
von  vornherein  unnalBrlich .  was  der  Kegel  nach  in  eine  Linie 
zusammengehörte,  —  nämlich  die  beiden  Bestandtheile  des  Com- 
plexen.  Eine  gemischte  Grösse  ist  eben  eine,  und  das  Zeichen 
fler  algebraischen  Summe  kein  nichtssagendes  Symbol  von  schat- 
tenhaftem Scheincharakter,  dessen  unmittelbare  untl  eigentliche 
Bedeutung  man  ungestraft  ignoriren  oder  gar  leugnen  dürfte. 

Alles  kommt  darauf  an,  eine  bloa  graphische  Veranschaulichung 
als  willkürlich  empirischen  Nothbehelf  der  Analysis  zu  verwerfen, 
dagegen  in  der  Geometrie  eine  wirkliche  Construction  des  Imaginären 
zu  zeigen.  Freilich  ist  Letzteres,  wie  wir  schon  angedeutet  haben, 
nur  ein  Theil  der  verstandesmässigen  Sinnesbestimmung  imaginärer 
Grössen,  aber  grade  derjenige  Theil,  mit  welchem  man  sich  wenig- 
stens annähernd  zu  dem  Niveau  herablassen  kann,  auf  welchem  sich 
die  bisherigen  Fragen  und  vorgeblichen  Lösungen  gehalten  haben. 
Wir  werden  die  imaginär  gemischten  Linien  wie  die  rein  ininginären 
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nachweisen  und  zwar  in  einem  analogen  Sinne,  wie  die  negatim 
Linien.  Die  Zerlegung  des  Zusammengesetzten  in  das  Einfuk 
und  der  Ausgang  vom  Einfachen  sind  aber  wissenschaftstkeoR- 
tisches  Ginindgesetz,  und  demgemäss  kann  der  Sinn  der  gemisdh 
ten  Grösse  nicht  eher  dargethan  werden ,  als  bis  derjenige  der 
rein  imaginären  festgestellt  ist.  Letzteres  muss  zuei'st  analytisd 
und  erst  dann  geometrisch  geschehen ;  denn  auch  im  rein  Au- 
lytischen  fehlt  es  noch  gar  sehr  an  Klarheit  und  auch  an  da 
erforderlichen  positiven,  d.  h.  etwas  Neues  setzenden  Gedanka. 
4.  Jegliches  Imaginäre  führt  auf  das  aus  quadratiBcbeo  Bt 
Ziehungen  entstehende  Imaginäre  als  auf  seinen  einfachsten  Be- 
standtheil  zurück.  Das  einfachste  Imaginäre,  und  zwar  ohie 
reellen  Beisatz,  ei'giebt  sich  daher  aus  einer  einfachen  Form  der ' 
ungemischten  quadratischen  Gleichung,  nämlich  jer  H-  y»  ==  a.  Hier 
sind  alle  Grössen  als  absolut  gesetzt,  und  z  soll  die  unabhäogi^ 
Veränderliche  sein.  Nebenbei  bemerkt,  braucht  man  unter  Ver- 
änderung nicht  nothwendig  stetige  Veräiidemng  zu  versteher 
Letzteres  würde  der  Allgemeinheit  der  Analysis  Eintrag  ihm 
Veränderung  einer  Grösse  im  allgemeineren  Sinne  ist  auch  w- 
banden,  wenn  man  ihr  verschiedene  von  einander  getrennt» 
Werthe  giebt.    Setzt  man  nun  für  z  einen  Werth   gi*össer  als  i 

so  ist  die  Lösung  y  -^  V  a  —  z  in  dem  gewöhnlichen  Sin» 
nämlich  insofeni  eine  absolute  oder  negative  Grösse  verlangt  ^li 
unmöglich.  Auch  sieht  man  hiemit,  dass  eine  Differenz  unter 
dem  Quadratwui-zelzeichen,  in  welcher  der  Subtrahendus  doiti 
irgend  eine  Veränderung  gi*össer  wird  als  der  Minuendus,  d» 
vorher  Reelle  imaginär  werden  lässt.  Die  Constitution  der  ForBa 
bleibt  dabei  ganz  dieselbe;  überhaupt  kann  man  es  ihr  und  dei 
Buchstaben  nicht  ansehen,  ob  man  es  mit  dem  Reellen  oder  dei 
Imaginären  zu  thun  habe.  Die  richtige  Auffassung  ist  demgemis 
die,  dass  man  jederzeit  eine  Allgemeinheit  vor  sich  habe,  wel* 
den  reellen  und  den  imaginären  Zustand  der  Grössenverhältnise 
als  besondere  Artungen  umfasst.  Der  Algorithmus,  d.  h.  der  h- 
begriff  der  Rechnungsopeiationen  ist  für  Beides  identisch,  und  « 
gehört  zu  den  komischen  Erscheinungen  unserer  Zeit,  dass  mn 
durch  Gauss  auch  noch  darauf  gerathen  ist,  die  Gültigkeit  vd 
den  analytischen  Sinn  des  gewöhnlichen  Algorithmus  für  Ope- 
rationen mit  sogenannten  complexen  Grössen  noch  ei^st  aus  der 
erwähnten  graphischen  Darstellung  erweisen  zu  wollen.  Für  dei 
Analytiker    wird  eine  imaginäre  Grösse   erst   dadurch  sichtbaft 
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dass  Tliatsachen  oder  Festsetzungen  über  Grösser  und  Kleiner 
vorliegen.  AnHernfalls  hat  er  keine  Veranlassung,  den  allgemeinen 
Operationen,  die  ohne  Untei'schied  fiir  jeglichen  Fall  gelten,  eine 
Epecielle  Wendung  zu  geben. 

Die  fragliche  specielle  Wendung  besteht  nun  darin,  dass  die 
unmögliche  Differenz  in  eine  mögliche  umgekehrt,  d.  h.  gleich- 
zeitig —  1  als  Factor  herausgenommen,  die  Wurzel  aus  der  ab- 
soluten Grösse  ausgezogen  oder  als  ausgezogen  iingedeutet  und 
hieilurch  eine  absolute  Grösse  hergestellt  wird,  die  nur  noch  den 
Fairtor  V  —  1  vor  sich  hat.  Unter  der  oben  gemachten  Vor- 
Aussetzung  erhältman  ttlsobekanntermaassen  y^y  —1  xV^  — o. 
Hier  ist  V —  1  die  imaginäre  oder,  wie  man  auch  dem  älteren 
Sprachgebrauch  entsprechend  sagen  kann,  die  unmögliche  Einheit. 
Die  Zahlentheorie  oder  sogenannte  höhere  Aiithmetik  bat  den 
Ausdiiick  imaginäre  Einheit  am  einseitigsten  verwerthen  können, 
weil  in  jenem  Gebiet  die  Einheit  nur  als  Zahl  in  Frage  ist. 
Anderwilrts  hfttte  mnn  schon  an  der  Verdoppelung  der  Grössen- 
«limension  Anstoss  nehmen  sollen,  die  entsteht,  wenn  man  sich 
etwa  verleiten  lässt,  das  1  in  V  —  1  als  benannte  Grössengattung, 
also  beispielsweise  als  Linien einheit,  nehmen  zu  wollen.  Letzteres 
ist  jedenfalls  nur  dann  möglich,  wenn  man  den  folgenden  Aus- 
diTJck  y  r  —  a  seiner  Benennung  entkleidet  und  zur  abstracten 
Zahl  stempelt.  Dies  ist  aber  wiederum  unnaturlich  und  nur  in 
der  Zahlentheorie  gleichgültig,  aus  welcher  sieb  Gauss'  Voi-stel- 
lungen  herechrieben.  Die  imaginäre  Einheit  ist  also  naturgemäss 
ahstracte  Zahleneinheit,  und  die  oben  erwähnte  Gaussische  Graphik 
auch  in  dieser  Beziehung  schief  gerathen,  da  sie  Linieneinheiten 
zu  verzeichnen  meint,  in  der  That  aber  nur  Zahleneinheiten, 
symbolisirt  durch  Linienstücke,  behandelt. 

Wir  denken  uns  also  V  —  1  als  unbenannte  Zahlengrösse 
und  belassen  die  Grössengatlung  bei  der  absoluten  Grösse  selbst. 
Dies  geschieht  unter  Voraussetzung  des  alten,  in  gewissen  Rich- 
tungen unwillkürlich  entstandenen  Herkommens,  V  —  I  als  Factor 
lierauszubeben  und  nicht,  wie  wir  es  fUr  das  vollere  Vei'Ständniss 
angezeigt  halten,  in  der  Abstractiou  noch  weiter  zu  gehen,  und 
y  —  ohne  Einheit  als  blosses  Operationsvorzeiclien  in  der  früher 
näher  angegebenen  Weise  vor  die  absolute  Grösse  zu  setzen. 
K,s  ist  y^-1  ^  V —  I,  und    man  kann  daher   auch  schreiben 
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y  =  y  —  y  z  —  a.  Es  wird  indessen  hier  auf  diesen  Unterschied 
der  Bezeichnung  nur  Werth  gelegt,  weil  er  die  Natur  der  int- 
ginären    Grösse    angemessener    verständlich   macht«      üebrigens 

kann  auch  y  —  1  selbst  als  Vorzeichen  gelten,  wie  wir  denn  ü^ 
Sache  haben  werden,  in  der  später  zu  entwickelnden  Werthig- 
keitsrechnung  sämmtliche  Einheitswurzeln  gleich  Plus  und  Minus 
als  eine  neue  Art  Vorzeichen  oder  Vorbemerkungen  der  Gröfisa 
zu  behandeln.  Hier  geht  uns  jedoch  noch  nicht  diese  weittragende 
Ausdehnung  der  gesammten  Analysis,  sondern  nur  erst  die  Grund- 
gestalt  des  Imaginären  an.  Auch  das  Gaussische  i  kann  insofern 
als  Vorzeichen  figuriren,  als  man  sich  bei  ihm  herkömmlich  keine 
Rechenschaft  davon  giebt,  ob  es  eine  abstracte  Zahl  oder  eine 
benannte  Einheit  vorstellen  solle.  An  einer  Zeichensprache,  die 
bereits  in  einem  gewissen  Umfange  besteht,  ohne  zwingend»  1 
Grund  ändern  zu  wollen,  wäre  ebenso  kleinlich  als  misslich,  und 
der  Regel  nach  ohne  Aussicht;  denn  jede  Sprache  leistet  dis 
Ihrige  dadurch,  dass  die  Mehrzahl  ihrer  Zeichen  bereits  Curs  btf 
und  daher  ohne  Weiteres  verstanden  wird.  Neue  Hinzufügungn 
werden  nur  im  Einzelnen  platzgreifen  und,  wo  gesunde  Verhält- 
nisse obwalten,  nur  im  Anschluss  an  ein  wirkliches  Bediirfiiss 
allgemein  durchdringen.  Allerdings  haben  sich  auch  in  dieser  Be- 
ziehung schon  viel  Verkehilheiten  geltend  gemacht,  wenn  sie  künst- 
lichen Einfluss  hatten ;  aber  übrigens  bleibt  das  Naturgesetz  jeder 
Sprache  doch  mächtig.  Wir  werden  daher  nicht  den  geringst« 
Werth  darauf  legen,  durchgängig  bessere  Zeichen  und  Ausdrücke 
zu  gebrauchen,  sondern  möglichst  die  Sprache  reden,  die  unmittel- 
bar und  ohne  weitere  Erklärungen  verstanden  wird.  Nur  inso- 
weit die  Begriffe  durch  die  mit  den  herkömmlichen  Zeichen  ge- 
wohnheitsmässig  verknüpften  falschen  Vorstellungen  und  Vo^ 
Stellungsbeimischungen  der  Verkennung  ausgesetzt  bleiben  wti^ 
den,  ist  für  den  Zweck  der  Klai*stellung  der  Gebrauch  ander« 
Ausdrücke  und  Zeichen,  namentlich  einleitungsweise,  unoD- 
gänglich. 

5.  Wie  wir  bezüglich  der  Entstehung  des  Negativen  d»^ 
gethan  haben,  dass  der  Ausgang  von  einer  Gleichung  gleick- 
bedeutend  ist  mit  dem  von  einer  Operation,  so  lässt  sich  bezfig- 
lich  des  Imaginären  ebenfalls  hervorheben,  dass   die  Operation 

^  a—  z  das  Wesentliche  ist  und  den  BegriflF  der  Gleichung  schon 
einschliesst.    Was   nämlich    durch    die  Combination    der  beiden 
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Opevattoneu,  Subtraction  und  Wurzelauaziehung,  gefunden  werden 
soll,  braucht  nur  selbständig  gedacht  und  mit  einem  besondem 
BucliBtaben  bezeichnet  zu  werden,  damit  auch  eine  ausdrückliche 
Gleichung  hervortrete.  In  Gedanken  war  diese  Gleichung  schon 
immer  vorbanden;  denn  man  unterschied  das  zu  Findende  von 
dem  unausgeführten  Operationssystem,  Das  Wesen  der  Sache 
iat  nun  dies,  dass  sich  die  Operationen  nur  theilweise  ausführen 
lassen  und  dass  als  Residuum  das  Vorzeichen  V  — ,  als  eine  in 
aich  selbst  unvollziehbare  Combination  und  gleichsam  als  ein  In- 
dex der  Unmöglichkeit,  übrigbleibt.  An  das  Analogon  bei  denj 
isolirt  Negativen  braucht  nur  erinnert  zu  werden.  Die  Sub- 
traction war  dort  auch  nur  theilweise  unmöglich,  indem  sich  bis 
zur  Grösse  des  Minuendus  immer  abziehen  und  dieser  sich  so  auf 
Null  bringen  Hess.  Das  Imaginäre  existirt  Überhaupt  nur,  weil 
sich  eine  unmögliche  Differenz  einfindet. 

Wie  nun  eine  negative  Lösung  bedeutete,  dass  durch  eine 
absolute  Grösse  der  Gleichung  nur  genügt  werden  kann,  wenn 
die  Gleichung  nicht  bleibt,  was  sie  ist,  sondern  gewisse  Wechsel 
der  Vorzeichen  erfährt,  so  hat  auch  die  imaginäre  Lösung  den- 
selben entsprechenden  Sinn.  Die  Vorbemerkung  vor  der  abso- 
luten Grösse,  welche  ( — )  oder  V  —  oder,  dem  Herkommen  ge- 
mäss, V  —  1  lautet,  zeigt  an  und  ist  gleichsnnj  das  Gesetz  da- 
für, welche  Aenderungen  der  Vonseichen  in  der  Gleichung  vor- 
genommen werden  müssen,  damit  eine  absolute  Lösung  möglich 
sei.  Im  obigen  typischen  Beispiel  s  +  ij^  -^  a  bedeutet  die  ima- 
gjnäi'e  Lösung  y  -^  V~  V  s  —  o,  wenn  wir  V  s  —  a  als  die 
absolute  Grösse  ins  Auge  fassen  und  etwa  mit  v  bezeichnen, 
offenbar  z  +  iV  — 1*  v*  -  a,  d.  h.  kurzweg  s  —  r'  -  ß.  Kimmt 
man  nun  die  bei  den  Negativen  bereits  gewohnheitsmässige  Wen- 
dung, derzufolge  die  zum  Minuszeichen  gehöiige  absolute  Grösse 
mit  demselben  Buchstaben  bezeichnet  wird,  wie  die  allgemeine 
und  noch  unbestimmte  Gi'össe  der  Gleichung,  —  fährt  man  also 
fori,  die  absolute  Grösse  in  der  Imaginären  ebenfalls  y  zu  nennen, 
so  hat  man  s  —  j/'   ^  a. 

Auf  diese  Weise  hat  sich,  wie  schon  bei  den  Negativen,  hier 
wiederum  gezeigt,  dass  man  zwei  Gleichungen  statt  einer  brauchen 
würde,  wenn  man  die  signirten,  d.  h.  die  mit  Vorzeichen  ver- 
sebenen Grössen  umgehen,  also  dieselben  fraglichen  Beziehungen 
ID   lauter  absoluten  Grössen  formuliren  wollte.     Unter  Voraus- 
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Setzung  imaginärer  Grössen  findet  der  Voi-zeichenwechsel  lidrt 
wie  bei  den  Negativen,  vor  einer  einfachen,  sondern  vor  eiaer 
quadratischen  Grösse  statt.  Die  signirten  Grössen  sind  hienacb 
das  Mittel,  in  einer  Gleichung  die  Wechsel  der  gewöhnlicbei 
Vorzeichen  hervoi-zubringen.  Um  vor  einem  Quadrat  Pias  n 
Minus  übergehen  zu  lassen,  muss  man  die  einfache  Grösse  ima- 
ginär setzen.  Ein  Uebergehen  von  Plus  in  Minus  ist  aber  sonst 
etwas  ganz  Geläufiges,  und  es  hört  auch  in  dem  Falle  nicht  auf. 
dieselbe  sachliche  Bedeutung  zu  haben,  wenn  dieser  Ueba*gu£ 
an  einer  quadratischen  Grösse  vollzogen  wird.  Dieser  Umstand 
ist  jedoch  nur  für  diejenigen  hervorzuheben,  die  noch  einer  be- 
sondeiTi  Brücke  bedürfen,  um  sich  die  volle  Wirklichkeit  des 
Quantitativen  der  imaginären  Grössen  durch  Anknüpfung  an  be 
reits  geläufigere  Vorstellungen  klarzumachen.  1 

Die  beiden  Gleichungen  je?  +  y«  =  0  und  z  —  y«  =  a  ver- 
wandeln sich  gegenseitig  ineinander,  wenn  man  y  imaginär  setn 
Man  kann  also  jede  zur  Hauptgleichung  machen,  und  die  ts^i^ 
nur  als  einen  besondem  Fall  jener  Ausgangsgleichung  betrachteo. 
Die  Zusammenfassung  zweier  Gleichungen  zwischen  absolute! 
Grössen  in  eine  einzige,  in  welcher  y  den  allgemeinem  Sinn  einer 
zeichenveränderlichen  Grösse  hat,  ist  der  entscheidende  Vortbeil 
Um  Irrungen  in  den  Begriffen  vorzubeugen,  bemerken  wir,  das 
herkömmlich  in  einer  Gleichung,  in  welcher  etwa  die  Abscissei 
mit  X  bezeichnet  werden,  x  eine  doppelte  Bedeutung  hat  B 
soll  nämlich,  wenn  man  kurzweg  die  maassgebende  Gleichung  ißs 
Auge  fasst,  das  x  alle  Abscissen,  sowohl  die  positiven  als  die 
negativen,  in  sich  begreifen  und  als  Buchstabe  auch  vorstellen 
Dies  ist  auch  nöthig,  damit  eine  einzige  Gleichung  Alles  umftsse. 
Wenn  man  nun  aber  sagt,  man  mache  x  =^  —  x,  so  ist  dies  nir 
dann  kein  Widersinn,  wenn  x  zugleich  eine  allgemeine  und  eiK 
specielle  Bedeutung  haben  kann.  Die  allgemeinere  Bedeotoof 
ist  die  Vorstellung  der  fraglichen  Grössenaii;  überhaupt,  nämlid 
der  Abscissen  überhaupt,  die  speciellere  aber  ein  bestimmter  FiJ 
jener  Art. 

Um  sich  recht  deutlich  zu  machen,  um  welche,  leicht A 
übersehende  BegrifTsunterschiede  es  sich  handelt,  setze  man  ab 
allgemeine  Gleichung  z  +  w^  -----  a.  Hier  soll  die  Wurzel  w  za- 
gleich  die  absoluten  und  die  signirten  Werthe  vorstellen.  Ver- 
steht man  nun  unter  t  eine  absolute  Grösse,  so  kann  zanüclü^ 
u?  ==  +  ^  oder  w  =^  —  t  sein ,   welche  Fälle  uns    hier   \m  dei 


Imapinären  jedoch  nicht  vorzugsweise  angehen.  Ausserdem  bat 
es  aber  die  beiden  imaginäven  Werthe,  indem  (  das  imaginäre 
Vorzeichen  erhillt.  Verkürzen  :wir  letzteres,  d.  h.  V  —  zu  einem 
einfacheren  Zeichen,  in  welchem  von  dem  Wuraelzeichen  der  auf- 
i-echle  Strich  beibehalten,  das  Minuszeichen  aber  oben  im  rechtes 
Winke!  daranseschrieben  wird,  —  ein  Zeichen,  welches  sich  als 
/'  am  leichtesten  drucken  lÄsst,  und  das  wir  auch  Iraaginftr  oder 
im.  lesen  können,  so  haben  wir  iv  ^^  Ft,  und  zwar  positiv  und 
negativ  imaginär ,  also  w  ^-  4-  f't  und  -w  =  ~  Ft.  Hiedurch 
wird  es  nun  auch  recht  deutlich,  wie  die  verschiedenen  Grössen 
i  schon  rein  analytisch  und  ganz  im  Allgemeinen  als  absolut 
existiren  und  wie  die  zwei  Gleichungen  .s  +  /"  ^  a  unti  z  —  (* 
^  u  zwei  besondere  Fülle  der  allgemein  fnrmulii-ten  Gleichung 
z  +  w*  ^  a  sind.  Die  Begriffe  von  w  untl  von  t  sind  dadurch 
verschieden,  dass  w  die  Zeichenvemnderlichkeit  einschliesst, 
während  t  sie  ausschliesst,  d.  h.  immer  eine  wirkliche  absolute 
Gri^sse  ist. 

Kehren  wir  nun  zu  der  herkömmlichen,  nicht  durch  beson- 
dere Buchstaben  unterschiedenen  Art  zurück,  so  ist  klar,  dass, 
in  der  Gleichung  s -\- y*  =  n ,  y  sowohl  den  allgemeinen  Sinn, 
den  wir  mit  w  unterschieden,  als  auch  den  speciellen,  den  wir 
mit  f  bezeichneten,  haben  soll.  Hat  hienach.  um  uns  kurz  auszu- 
drücken, y  den  Sinn  w,  so  hat  die  Gleichung  z  +  y*  ^  a  den 
Sinn  der  allgemeinen  Ilauptgleichung  e  +  ic-  ■=-  n.  Hat  y  da- 
gegen den  Sinn  i,  so  hat  die  Gleichung  s  +  y»  -^  «  den  speciellen 
Sinn  *  -1-  /'  ^  fl.  Sie  reprasenttrt  alsdann  von  sich  selbst  auch 
einen  besondem  Fall,  ohne  dass  der  Buchstabe  geändert  wird. 
Dies  darf  so  wenig  Anstoss  erregen,  dass  es  vielmehr  ganz  dem 
Sinne  veränderlicher  Grössen  gemäss  ist;  denn  Oberhaupt  reprftsen- 
tirt  in  der  Analysis  eine  Veränderliche  x  in  jedem  bestimmt 
fixirten  Falle  auch  zugleich  stillschweigend  einen  bestimmten 
Werth  x„.  Es  ist  daher  nur  eine  analoge  Ausdehnung,  wenn  man 
diese  Doppelrolle  der  Buchstaben  nicht  blos  auf  verschiedene  ab- 
solute Grössenwerthe,  sondern  auch  auf  die  Signirungsunterschiede 
der  Werthe  anwendet.  Hienach  hat  man  also  auch  ein  volles 
Recht,  zu  sagen,  dass  ;/  in  dem  speciellen  Sinne,  nAmlich  als  ab- 
solutes tj.  immer  existire.  Da  letzterer  Satz  ein  rein  analytischer 
ist  und  auf  Gi-össen  überhaupt  geht,  so  ist  beispielsweise  eine 
geometrische  Existenz  des  in  speciellem  Sinne  genommenen  y  als 
einer  durch  Zeichnung  nachweisbaren  Grösse  nur  eine  Folge  des 
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rein  analytischen  Sachverhalts.  Auch  kann  man  nicht  oft  genug 
daran  eiinneiii,  dass  der  Sinn  des  Imaginären  vor  Allem  im  Ana- 
lytischen zu  entscheiden  war,  wo  man  bisher  noch  nicht  einmal 
eine  Frage  geahnt,  geschweige  eine  Antwort  gegeben  hatte. 

6.  Ehe  wir  zum  gemischt  Imaginären,  dem  sogenannten  Com- 
plexen,  übergehen,  ist  nun  erst  für  das  rein  Imaginäre  die  ent- 
scheidende geometrische  Anwendung  nachzuweisen.  Die  Mittel- 
punktsgleichung des  Kreises  in  rechtwinkligen  Coordinaten  x^  +  y' 
=  r*  ist  das  geometrische  Fundamentalbeispiel,  welches  der  vor- 
her behandelten  Gleichung  z  +  y^  ^a  entspricht.  Ja  jene 
Gleichung  ist  noch  mehr  als  blos  Beispiel ;  sie  ist  der  einfachste 
Ausgangspunkt,  der  aufgefunden  werden  kann,  und  das  Muster 
für  alle  übrigen  Fälle,  in  denen  das  geometrisch  Imaginäre  kennt- 
lich gemacht  werden  soll,  ^^immt  man  x  als  die  unabhängige 
Veränderliche  und  lässt  es  grösser  als  den  Radius  werden,  so 
kann  man  nach  der  durch  die  Gleichung  gegebenen  Ck)nstruetions- 
regel  einen  Kreispunkt  nicht  mehr  bestimmen.  Analytisch  erhilt 
man  als  Ordinate  desselben  ein  imaginäres  y  =^  V  ?ä  —  x%  wo- 
bei wir  der  Einfachheit  wegen  von  den  nach  unten  liegenden, 
also  negativen  Ordinaten  vorläufig  absehen  und  zunächst  über- 
haupt nur  den  ei*sten  Quadranten  des  Kreises,  oder  vielmehr  deo 
Raum  zwischen  den  beiden  positiven  Goordinatenaxen  ins  Auge 
fassen.  Der  fragliche  Kreispunkt  ist  also  auf  reelle  Weise  un- 
möglich oder,  was  dasselbe  heisst,  als  eigentlicher  KreispunU 
unmöglich.  Die  gesuchte  Ordinate  ist  eine  imaginäre  Linie,  derei 
Endpunkt  man  natürlich  auch  imaginär  nennen  muss.  Als  eigent- 
liche Kreisordinate  ist  sie  eine  Absurdität,  d.  h.  nicht  vorhanden. 

Wohl  aber  kann  man  die  Constructionsregel ,  die  hier  vff- 
sagt,  dennoch  soweit  als  möglich  festhalten,  also  an  ihr  das  Aus- 
führbai-e  zur  Ausfühiiing  bringen  und  das  Unausftkhrbare  als 
Solches  in  ungemischter  Weise  kenntlich  machen.  Beides  ge- 
schieht auf  folgende  Art.  Da  sich  V  r*  —  x^  durch  Constmction 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  einer  Kathete  x  und  einer 
Hypotenuse  r  bei  x  >  r  als  geometrischer  Widersinn  nicht  mdir 
ausführen  lässt,  so  constiiiire  man  V  x^  —  r^.  Letzteres  geschiebt 
indem  die  Abscisse  x  als  Hypotenuse  genommen  und  von  deren 
Endpunkt  eine  Tangente  an  den  Kreis  gezogen  wird.  Anal}tisch 
ist  nun  Vr*  —  x^  =  rVx^  —  r^.  Substituiren  wir  nun  in  den 
analytischen  Ausdruck  die  gefundene  Linie,  so  haben   wir  diese 


^Linie  mit  dem  imRciDäi'eD  Vorzeichen  als  die  Lösung.  Richten 
•uir  diese  Linie  nun  noch  als  Ordinate  auf,  was  wir  nach  der  all- 

*  gemeinen  Constructionsregel  müssen,  und  nennen  wir  die  absolute 
■  Ordinate,  wie  dies  bei  dem  Untei-schied  von  Positiv  und  Negativ 
■ja  immer  geschieht,  ebenfalls  j/,  so  haben  wir  V —  y  als  richtige 
'  consiruirte  Ordinate.  Der  Endpunkt  derselben  ist  ein  Hyperbel- 
-  punkt;   denn   die  Gleichunp  a;*  +  j/"  ^  r'  ist   vermöge   der  ab- 

*  geänderten  Constructionsregel   thatsächlicb  in  die  siiecieJJe  Form 

*  a:*  —  J/*  =  f**!  d.  h.  in  die  Gleichung  einer  Hyperbel  uber- 
>  gegangen.  Vervollslamiipen  wir  die  Constraction  nach  unten,  so 
t  erhalten  wir  ein  negativ  imaginäi-es  y  und  überhaupt  einen  voU- 
I  ständigen  Hyperbelzweig.  Dieselbe  Erweiterung  des  Kreises  nach 
I  der  Seite  der  negativen  x  ausgeführt,  liefert  uns  den  andern 
I  Zweig  der  gleichseitigen  Hyperbel.  Auf  diese  Weise  ist  durch 
p  eine  einzige  Gleichung  ein  Doppelgebilde  gegeben,  welches  weder 
t  ausschliesslich  Kreis,  noch  ausschliesslich  Hyperbel,  sondern  beides 

zusammen  ist.  Die  Ordinalen  der  Hyperbel  sind  imaginär  und 
mit  dem  Vorzeichen  r  ebenso  zu  signiren,  wie  man  sonst  mit  dem 
Vorzeichen  der  Nepativität  signivt. 

Auch  geometiisch  ist  principiell  die  Sache  dieselbe,  wie  bei 
dem  Negativen.  Die  Möglichkeit  der  Signirung  einer  Linie  mit 
Minus  hat,  wie  im  vorigen  Capitel  erörtert,  darin  ihren  Grund, 
d.tss  bei  der  Zählung  der  Abstände  aus  einem  gemeinsamen 
Gesichtspunkt  die  in  der  entgegengesetzten  Richtung  gezählten 
im  Rechnungszusammenhange  abzuziehen  sind.  Die  Signirung 
einer  Linie  mit  dem  Imaginärzeicben  schreibt  sich  aber  daher, 
dass  ein  gemeinsamer  Gesichtspunkt  der  Constnictiou  ein  Ver- 
hiiltniss  mitsich bringt,  vermöge  dessen  in  dem  maassgebenden 
Rechnungszusammenhange  nicht  die  Linie,  sondern  das  Quadrat 
der  Linie  abzuziehen  ist.  Setzen  wir  Fy  in  die  Gleichung  x*  +  y' 
r-  ein,  ganz  analog,  wie  man  ein  — y  einsetzt,  so  erhalten 
wir  eben  die  neue  Form  x^  —  y*  --  r',  und  es  zeigt  sich,  dass 
die  Imaginarität  der  Ordinate  reeller  Weise  darin  besteht,  dass 
ihr  Quadrat  abzuziehen  ist.  Diese  Eigenschaft  ist  jedoch  bereits 
eine  Folgerung;  denn  unter  andern  Umständen  tigurirt  die  Ordi- 
nate mit  ihrem  Imaginilrzeichen  in  der  Rechnung  eben  auch  un- 
mittelbar, ohne  dass  eine  Auflösung  in  das  Reelle  überall  erfolgt. 
In  unserm  typischen  Muster-  und  Fundamentalfall  ist  die  Kreis- 
gleichung das  durchgängig  Maassgebende,  aber  in  dem  erweiterten 
Sinn,    dass  in  der  Veränderlichkeit  der  y  nicht  blos   die  ~~y. 


IST  o.im  ?>ri>:^'  ;^'•>■    r.-^-sTifm*;  xtfr  üBomatnacüfB  ABi]yss.n| 

«  I 

tTuDrtsi»:,  iK'j   i:vi  x:*^-r^   r-  -r^rKs^s.  vat  Tomberem  alsiiifii| 

Miii  Mtur.  .1^-  ..  ..jn:  ätt  r^»erne'.  eine  imacinlre  (^1 
liiuait'  t'viiur  v^-e^j  >>t  iLn  äu:j  emnuL  il  eineni  lopsda 
Kunsijiuxiviir'i.  .-i  ^^s^^iv:  urii^:  li^?  Kreiscieidiiiiig  5BbsnBj| 
^irä.  Aiuit".ii::ii.>  5>:  :^  :..•  l.ji:-  i^ifsaDiifins  imd  ihre  Öri- 
uä:?«  :t»fl.  ij^  :>:  u>.  :.u-  lirrst  i«ezieniiii£  am  einen  gen»! 
sanirii  inNirJiisiiuiiK;  ^ür  ü:t  £"i*er;te  suznsacen  zb  fsmoD  iat^ 
üiüiuvi;  krftsst  iiüi.ii;  :;.'.-  n...i  li.ji.iisi  eofc  öer  Kivis^tfkhia;! 
eiaspivriitniot  '.^»iumt  ;.ii.-:  irv:^  7X.  ufinnen  iotdaikim  li 
Ai3  sirl;  js:  »ii;  r*:^;irj»t  r-i-e-inMir  iiiiii.it  nicbi  nuacinlr,  «ndffi 
uusiAnun.    r.'v.  .;»:   :*?-:r»vi«uiü:  an-   üiü-  u!»ä:   öfin  fiAdins  hiBifr 

T,  hh<  VorwiitUrfiKit  tn•:L»t^■  .»*  fir?:t  inrkbcbe  nnd  nw* 
iif'je  LoiisüüniiiL  fis^  ln.i;i:.i.i/ri.  veai  maa.  ötsL  Assdnirlc  Uft- 
^T^lc^illIi.  ler  tun  <:\u.r^  i»t^..  (j-n  Nt-ii.iivtn.  lüt-iii  der  allert«s? 
i>L.  tirifriihuj'T  Ajt-r.rL  .:.»:  Liieaiiii.!.  v^l  ckiülicfa  nicht  di» 
AiiiL} ünc'ij€'  r . 'iis: ru: :•: .  >. iij j :•:■:  lii -^ -A  en:*:  rtiii CJ«-  immer  öS 
•la?  o^:.iijt-:r:>'.iir  u.i.  }<.:•:  :  :-f .:  :•:  t.i.i-L  nuiL  lüsdAiiii  von  eine 
»0  jewoLLri-:.  '.-rLt'.-.-i  l:.-:  tus^ti-r:  ^■..  :*.:  le^ljciiej' VerhÄlmiäs. 
«^-'-•je-  iLti  rv. >';!•-:  .jt'i  .-:■:^^^tl  -.•:  .-..t.iiiiiif  rein  änaJyiisö 
^uvjjn.  atLtr:.  ::£u:e:..  "Wi.f  :::: .  :i  jri  ^e.-r.'e'.-nstijen  BesehiUr 
;-'»ri:  fTL'Vj.yw;:.*:.  K:f:  ti.:  i  >.::.  :l.:m>  t:iJr:^x.  täs  nicht  ei« 
i^ariiji^jt:  :•!<;::•:.  «j: -r^L.  i.r. :  i^^Lj^jir::: rL  -.uid  iMJine  Vor- 
/•:,.jjei..  —  .A:iei^  ;.a:  t'üci  :i  Irr  'j»r:rr:r.r  stiLen  Sinn.  Matki 
MiJjfj  «TiL^rii    K.Mwurf.    vi>   -uir    iii   -,  j.:^    j^^r  Kvr:>cieichuDg  aur 

•/^-hi-isu   /,;:.    Kf'r,-*:      V^:    c:r>cl   llliU?    T^TTr'.cLLtl    haben.   5Ci  fct 

'Ji*:-  iiiui.n;  ir,;j  ^^^'Tr..rr:..  i-.r:  t:i  K'.cirt.  le:  welchem  dc»ch 
'ii'  n.üix.'>'/i:t,i:f,iii:  0.ir.:..:.j  e:i,t  auj  Je:-  Kreide  izewoDLen  war. 
•»I'    'i'-    ur,o   0*:/   K/«-;,    ^,v,:  ,i,  .Ja•^  lu.A-.näre  hinein  erteilen 

Vp^h-i,    y.,,    ij;,;/i-;.i;,.    ,,,,,    „^,.  ;:]eichseiiii:ec  Hyperbel  und 

*U,*9  ,**),*„  ',lii*wiir/  /*       y^       r^  aui-ecani:en.  so  hätte  uns 

*U»»u  'U^  r.ii,i,.r4ir/  ..„i  i^iui'Ui  Zweij/e  zum  antlern  den  (Sedan- 

l^Mi  i*M/  /*>.*liOii.Mii-<>.  tun  i//,aj/i„ärer  Ordinate  nahegelegt,  — 

y*/».HiK^#,n/».  i.^inhs^,     ,,;,,,  ,.,,.  ,ji,,.,h^upt  den  Sinn  einer  wirk- 


lieb  zu  zeichnenden  imapnäi-en  Linie  concipivt  geliabt  hätten. 
Andernfalls  wäre  ea  wohl,  wie  in  früheren  Auffassungen,  dabei 
geblieben,  dass  die  Hyperbel  bei  einem  i  <  *■  durch  das  Imagi- 
näre fielit  oder,  wie  man  auch  wohl,  ohne  etwas  Näheres  voi-zu- 
stellen,  gesagt  hat,  imaginär  wird.  Ks  bedeutete  Letzteres  nichts 
Anderes,  als  dass  in  der  Gleichung  das  y  —-Vx'  —  r',  also  ima- 
ginär und  in  dem  alten  Sinne  mithin  geometrisch  unbrauchbar 
würde.  Wir  haben  die  Brauchbarkeit  gezeigt  und  so  auch  den 
Parallelismus  von  Analysis  und  Geometrie  vervollständigt  oder 
vielmehr  die  allseitige  Gültigkeit  und  Stetigkeit  der  geometrischen 
Analysis  dargethan. 

Am  natürlichsten  und  unwillkürlichsten  ergiebt  sich  hienach 
die  geometrische  Kolle  des  Imaginären,  wenn  man  von  vornherein 
von  der  reellen  gleichaxigen  Hyperbel  ausgeht.  Da  indessen  die 
Hyperbel  stets  im  Allgemeinen  und  nicht  ohne  besondern  Grund 
für  den  Specialfall  der  Gleichseitigkeit  betrachtet  wird,  so  hätte 
man  auf  eine  Zwischenellipse  und  deren  imaginäre  Ordinate 
kommen  müssen.  Hier  ist  aber  nicht  Alles  gleich  einfach  über- 
sichtlich und  namentlich  hätte  sich  auf  diesem  Wege  die  ent- 
scheidende Wendung  für  die  geometrische  Sinnesfeststellung  des 
Imaginären  weniger  leicht  ergeben.  Wo  man  sich  aber  nicht  ein- 
mal im  rein  Analytischen  über  den  Sinn  und  die  Rolle  des  ima- 
ginären, als  eines  Mittels  zur  Ersparung  besonderer  Gleichungen, 
klar  geworden  war,  —  wo  man  also,  wie  bisher,  blos  witterte, 
anstatt  zu  denken,  da  konnte  alle  natürliche  Nahelegung  der 
Sache  bezüglich  der  allgemeinen  Hyperbel  nichts  helfen.  Nach- 
dem das  Grundverhättniss  aber  einmal  gefunden  ist,  durfte  es  aus 
gewissen  Gesichtspunkten  am  erspriesslichsten  sein,  von  der 
Gleicliun»  der  reellen  Hyperbel  auszugehen.  Hier  haben  auch 
die  Exponentialfunctionen  ihren  geometrischen  Ansatzpunkt,  und 
das  Imaginäre  bei  ihnen,  bei  den  trigonometrischen  Functionen, 
sowie  bei  den  weiteren  Transcendenten,  also  namentlich  bei  den 
elliptischen  Functionen,  wird  sich  in  unserm  natürlichen  System 
in  einem  bisher  ungekannten  Zusammenhange  daran  anachliessen. 

Nur  analytisch  kann  es  auffallen,  wenn  man  als  Aosgangs- 
glcichung  3:»  —  y»  =  r'  nimmt,  statt  .r'  -+-  y*  ^  r*  zu  wählen. 
Indessen  kommt  diese  Anstossnahme  nur  von  der  algebraischen 
Gewohnheit  her,  die  Grössenzeichen  immer  durch  das  positive 
Rechnungszeichen  zu  verbinden,  und  dabei  auf  die  Abänderung 
der  Gleichungen  durch  die  Einsetzung  negativ  signirter  Grössen 
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zu  rechnen.  Will  man  es  durchaus,  so  kann  man  ja  anck 
X*  +  w^  =  r*  und  zwar  in  dem  Sinne  schreiben,  in  welchem  wir 
oben  jg  +  10^  ^=  a  erörtert  haben.  Alsdann  sind  -f-  y*  nnd  —  f 
zwei  Specialwerthe  von  u;^  und  man  kann  ebensogut  mit  dei 
einen  wie  mit  dem  andern  Fall  den  Anfang  machen.  Besser  ist 
es  aber,  auch  hier  nicht  mit  einem  imaginären  Kreis,  wie  mao 
nach  der  allgemeinen  Gleichung  die  Hyperbel  nennen  mfisste, 
anzufangen ,  sondern  von  voniherein  x^  —  to*  ^=  r *  zu  schreiben 
wobei  dann  der  erste  Werth  von  w  ein  absolutes  y,  die  Hyperbel 
ihrem  gewöhnlichen  Sinne  nach  das  Ausgangsgebilde,  der  KreL^ 
aber,  der  die  beiden  Hyperbelscheitel  berührt,  das  zugehörige 
Zwischengebilde  wird.  ^ 

Brauchen  wir  die  Bezeichnung  to  für  die  Ordinalen,  so  liegt  * 
hierin  ausdrücklich  markirt,  dass  in  der  fraglichen  Verbindan; 
gleichseitige  Hyperbel  und  Kreis  nicht  zwei,  sondern  ein  einzig» 
Gebilde  sind.  Denn  w  ist  die  allgemeine  Ordinate  des  Gesammt- 
gebildes.  Gehen  die  Werthe  von  w  aus  y  in  Fy  über  cnier  um- 
gekehrt, so  ist  dies  etwas  Analoges,  wie  wenn  man  innerhalb 
des  Kreises  aus  einem  Quadranten  in  den  andern  übergeht 
Letzteres  geschieht  durch  das  Negativwerden  der  Abscissen  oder 
Oi-dinaten;  jenes  aber  durch  das  Imaginärwerden  der  Ordinaten. 
Auch  braucht  man  nicht  blos  im  Falle  des  Imaginären,  weno 
man  dies  entbehren  will,  eine  andere  Gleichung,  sondern  auch 
im  Falle  des  Negativen  kann  die  Gleichung  für  alle  Quadrant«i 
nicht  dieselbe  sein,  sobald  man  auch  nur  eine  Goordinate  nicht 
vom  Mittelpunkt,  sondern  beispielsweise  von  der  Peripherie  aus 
zählt.  In  einer  Scheitelgleichung  des  Kreises  kommen  nämlidi 
Goordinaten  nicht  blos  im  Quadrat,  sondern  auch  in  der  ersten 
Dimension  vor  und  wird  daher  an  ihnen  der  Zeichen wechsd 
sichtbar,  der  sich  bei  der  gewöhnlichen  Gleichung  unter  den 
Quadraten  verbirgt.  Wollte  man  sich  also  ohne  Negatives  be- 
helfen,  so  würde  man  jedenfalls  mehr  als  eine  Gleichung,  unter 
allgemeineren  Goordinaten  Voraussetzungen  sogar  vier,  also  für 
jeden  Quadranten  eine  eigne  Gleichung  brauchen. 

Die  Einheitlichkeit  des  Doppelgebildes  zeigte  uns,  dass  der 
Ausgang  von  der  Hyperbel  der  natürliche  ist.  Von  der  Hyperbel 
her  ergiebt  sich  nämlich  nur  ein  einziger  Zwischenkreis,  während 
umgekehrt  zum  Kreise,  wenn  man  sich  die  Coordinatenaxen  ge- 
dreht denkt,  für  jede  zwei  rechtwinklig  aufeinanderstehende 
Durchmesser  als  Axen  eine  zugehörige  Hyperbel  vorhanden  ist 


Auf  diese  Weise  kann  jeder  Punkt  des  Kreises  Scheitel  eines 
Hyperbelzweiges  sein,  der  mit  dem  Kreise  unter  dieselbe  Gleichung 
gehört.  Hätten  wir  y  zur  unahhÄnfiigen  VeriVndeilifhen  genom- 
men, so  wäre  x  imaginär  geworden,  und  es  hätte  sich,  statt  sonst 
'seitlich,  nun  nach  oben  und  unten  je  ein  Hyperbelzweig  ergeben. 
Jedoch  gehört  diese  neue  Hyperbel  nicht  auch  noch  zum  Ge- 
BHinnitgebilde,  sondern  heruht  schon  auf  einer  Veränderung  be- 
züglich der  Coordinatenaxen ,  da  ja  die  Axe  der  unabhängigen 
Veränderlichen  eine  andere  geworden  ist.  Es  ist  nicht  mehr  t/ 
gegen  x,  sondern  x  gegen  y  imaginär,  und  das  Imaginäre  besteht 
wie  das  Negative  stets  in  einer  Beziehung,  nämlich  wie  jenes  im 
Gegensatz  zum  Positiven,  so  dieses  im  Rechnungsverfaältniss  zum 
Reellen.  Es  ist  Ty  gegen  y  durch  Vermittlung  von  x  imaginär, 
während  —  x  gegen  x  dadurch  negativ  ist,  dass  beide  Abstünde 
durch  Veimittlung  eines  andern  festen  Abslandes  auf  einen 
äusserst  entfernlen  Punkt  zur  Seite  der  —  x  bezogen  werden. 
Eine  dritte  Grösse  ist  also  hier  die  Vermittlung;  sie  ist  aber 
eine  Constante.  Bei  riem  Imaginäi-en  ist  es  die  unabhängige  Ver- 
änderliche selbst,  durch  welche  das  neue  Verhältniss  vermittelt 
wird.  Hienach  bleibt  es  dabei,  dass  dem  Kreise  bei  Coordinaten 
von  gleichem  Sinn  immer  nur  eine  einzige  Hyperbel  entspricht. 
Jeder  Hyperbelarm  liegt  zwar  innerhalb  eines  halben  Rechten, 
gehört  aber  nichtsdestoweniger  zum  ganzen  Quadranten. 

8,  In  unserm  Ausgangstypus  hat  sich  das  rein  Imaginäre 
offenbar  nur  als  Ordinate  ergeben  können.  Hiemit  ist  aber  den 
dunkeln  Witlerungen.  es  bestehe  das  Wesen  imaginärer  Linien 
im  Lothrechten,  kein  Vorschub  geleistet.  Solche  Wahrnehmungen 
und  Witterungen  sind  schon  darum  Früchte  des  Missveratandes, 
well  auch  die  reelle  Ordinate  gegen  die  Absdsse  senkrecht  steht. 
Uebrigens  hiltten  wir  aber  auch  nur  nöthig  gehabt,  innerhalb 
einer  einzigen  Axe  zwischen  zwei  Distanzengattungen  x  und  y 
unsei-e  ui'sprüngliche  Gleichung  x*  -f-  y'  =  r*  zur  Norm  zu 
machen  und  diese  auf  derselben  Linie  in  das  Imaginäre  fortzu- 
geizen,  so  hätte  von  keinem  Senkrechten  mehr  die  Rede  sein 
Icönnen.  Auf  dieser  einen  Linie  hätten  wir  alsdann  vom  Null- 
punkt der  Zählung  zwei  Punktereihen,  in  welchen  ein  Punkt  der 
einen  auf  einen  cori'espondirenden  Punkt  der  andern  auf  Grund 
einer  anfänglichen  Normdistanz  r  bezogen  wird.  Ist  auf  dieser 
Linie  x  grösser  als  r  gewoi-don,  so  hat  auch  ein  Fy  vom  Ur- 
sprung her  begonnen  und  die  imaginäre  Punktereihe  entspricht 
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einer  von  n;  =  r  anfangenden  i*eellen.  Beide  erstrecken  a€h  » 
beschränkt.  Auch  sind  die  zweiten  zasammengehöri^en  Saho 
diejenigen,  welche  ohne  Imaginäres  unmittelbar  durch  die  Gleid»! 
x^  —  y*  =  r*  bestimmt  sein  würden.  Doch  nicht  der  InbepÜ 
dieser  Einzelheiten  und  Analogien,  Bonderü  der  Umstand,  in 
hier  die  imaginäre  Punktereihe  oder  Linie  mit  der  reellen  pi 
keinen  Winkel  bildet,  ist  es,  was  gegenüber  den  Gaussischen  Mi» 
Vorstellungen  vom  Lothrechten  interessirt 

Der  wahre  Grund ,  warum  eine  rein  imaginäre  Linie,  &if 
sie  überhaupt  die  zugehörige  reelle  unter  einem  Winkel  sehneideL 
dies  gemeiniglich  im  rechten  Winkel  thun  wird ,  lässt  sich  lai 
unserm  System  angeben.  Dieser  Grund  ist  aber,  wie  wir  spitr  \ 
in  der  Werthigkeitsrechnung  sehen  werden,  keineswegs  alldn  k } 
die  Imaginären  vorhanden.  Hier  mag  jedoch  nur  der  Sondeitf 
des  Imaginären  ins  Auge  gefasst  werden,  da  von  dem  andm 
Falle  vor  unserer  Werthigkeitsrechnung  nicht  einmal  der  B^ 
vorhanden  sein  konnte.  Das  imaginäre  y  kann  in  der  unmitt«!- 
barsten  Weise  nur  als  Wurzel  einer  reinen  quadratischen  Gleicbmi^ 
existiren.  Die  einfachste,  geometrisch  mögliche  Gestalt  ä» 
solchen  Gleichung  ist  aber  die  Gleichsetzung  von  y<  mit  der 
Differenz  zweier  Quadrate;  denn  nur  vermittelst  des  Negatim 
kann  auch  das  Imaginäre  entstehen.  Hiemit  haben  wir  ibfl 
immer  die  Pythagoreische  Bezeichnung  als  maassgebend  fbr  & 
Consti-uction ;  es  wird  also  die  Sache  stets  so  eingerichtet  werdet 
können,  dass  Fy  auf  einer  der  reellen  Linien  senkrecht  stokL 
Wie  wenig  es  aber  nöthig  habe,  Ordinate  zu  x  zu  sein,  BW 
sich  nachweisen.  Wenn  es  daher  als  Ordinate  auf  x  senkreefc 
steht,  so  thut  es  dies  nicht,  weil  es  imaginär  ist,  sondern  weil  es 
von  vornherein  zu  einer  rechtwinkligen  Ordinate  gemacht  ist 

Setzen  wir  fest,  dass  ein  beliebiges  Dreieck  zur  Basis  x,  flf  l 
linken  Seite  die  Constante  r  und  zur  dritten  Seite  y  habe,  uii\ 
sehen  wir  zu,  welche  Curve  durch  die  obere  Spitze  des  Dreieeb 
beschrieben  werde,  wenn  die  veränderlichen  Seiten  ihre  Wertk 
unbeschränkt,  und  nur  an  die  Gleichung  a:^  +  y^  =  r*  gebundei 
durchlaufen,  üeber  die  Beschaffenheit  des  Dreiecks  ist  in  Be 
Ziehung  auf  Rechtwinkligkeit  von  vornherein  nichts  festgesetA 
sondern  Derartiges  erst  aus  der  Gleichung  zu  entnehmen.  Vob 
/p  =z.  0  bis  X  =^  r  hat  es  den  rechten  Winkel  rechts  an  der  BaÄ 
und  die  Dreiecksspitze  beschreibt  einen  Kreisquadranten.  Voi 
X  =^r  unbeschränkt  weiter  wird  die  Seite  y  nicht   nur  imap- 


I  Dar,  fiondern  bort  auch  auf,  senkraeht  zu  x  zu  stehen.    Sie  steht 
I  nnn  zu  r  senkrecht,  und  die  Spitze  des  Draecks,  welches  nun 
,   an  der  Spitze  rechtwinklig  ist.  beschreibt  den  vorigen  Quadranten 
.    des  Kreisumfangs,  aber  in  entsregenResetzter  Riclitun;;  mit  unbe- 
<    schränkter  Annäherung  an  den  letzten  Punkt,  ohne  diesen  jedoch 
,   jemals  zu  erreichen.     Letztere.^  stimmt  auch  ganz  wohl  zum  An- 
,    fang,  denn  es  war  auch  ein  eigentliches  Dreieck  erst  vorhanden, 
als  X,  statt  0  zu  sein,  irgend  einen  Grad  von  Grösse  hatte.    Dies 
jedocli  nur  nebenbei,  da  die  in  dieser  Beziehung  erforderliche 
vollständige  Klarstellung  erst  in  dem  Capitel  über  das  sogenannte 
Unendliche  mit  Rücksicht  auf  die  ausnahmslos  stetige  Fortsetzung 
der  Functionen  gegeben  werden  kann.    Im  jetzigen  Zusammeu- 
hang  ist  nur  das  NichtlothrecUte  der  Kathete  ry  gegen  die  Hy- 
potenuse x  von  Interesse,  und  übrigens  das  ganze  Beispiel  aucli 
ale  Typus  einer  nicht  zwischen  Coordinaten  statthabeiuien  Imagi- 
narität  eine  Vorbereitung  für  spätere  Darlegungen. 

Auf  f  stand  ry  im  eben  gekennzeichneten  Dreiecksfall  senk- 
recht, weil  dies  die  Pythagoreische  Beziehung,  die  in  der  Gleichung 
vorgeschrieben  ist,  so  mitsichbrachte.  Gauäs  aber  hatle  bei  seiner 
willkürlichen  graphischen  Dai'stellung  rechtwinklige  Coordinaten 
nicht  aus  irgend  einem  besondern  Grunde  gewählt,  sondern  sie 
so  genommen,  weil  eben  re.  und  »».,  ja  komischerweise  rv.  +  im., 
d.  h.  Kohl  und  Rüben,  um  die  Kcke  eines  rechten  Winkels 
herum  aneinandergereiht  und  aufgeschichtet  werden  sollten.  Wie 
wenig  Sinn  und  Verstand  diesem  Verfahren  beiwolinte.  zeigte 
Bich  nicht  blos  unmittelbar  in  der  Sache  selbst,  sondern  auch 
noch  darin,  dass  man  später  unfühig  blieb,  die  Uebertriigung  des 
Imaginären  in  die  dritte  Dimension  zu  bewerkstelligen.  Die 
graphische  Procedur,  vermöge  deren  jede  beliebige  reell  und 
imaginär  gemischte  Grösse  durch  die  Lage  eines  Punktes  sym- 
bolisirt  und  der  Lauf  einer  solchen  bivariabel  gesetzten  Grösse 
ßichtbar  werden  sollte,  hat  thatsächlich  nicht  aufhellend,  sondern 
verdunkelnd  gewirkt.  Sie  hat  vom  natürlichen  Wege  ferngelial- 
ten,  so  dass  man  vermöge  dieser  Ablenkungen  bei  einem  em- 
pirischen Surrogat  der  Analysis  stehen  blieb,  anstatt  das  Imagi- 
näre wirklich  in  der  Geometrie  nachzuweisen. 

9.  Sobald  man  mit  drei  Dimensionen,  also  mit  Körpern  zu 
thun  hat,  vei-sagt  die  Gaussische  Imnginnrität  als  angebliche 
mittlere  Proportionale  zwischen  Abscissen stücken  unangenehmer 
Weise     den    Dienst,     was    auch     von    einzelnen     professoralen 
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Anhängern  der  Gaussischen  Herrlichkeiten  aasgesprochen  wnit 
Wir  aber  sind  hier  nicht  im  Mindesten  in  Verl^enbeit  Vi 
wir  früher,  um  die  einfachste  geometrische  Imaginarität  lu  o- 
halten,  vom  Kreise  ausgingen,  so  haben  wir  jetzt  die  Kogd  fä 
zwar  mit  ihrer  Mittelpunktsgleichung  a?*  -f-  y*  +  jgr«  =  r*  n 
Gi-unde  zu  legen.  Zunächst  wird  hier  js  imaginär,  wenn  x^-rf 
grösser  als  r*  gemacht  wird.  Bezeichnet  man  Yx*  +  y*  mit  i 
so  ist  Q  die  Hypotenuse  eines  in  der  Ebene  der  xy  liegeodf. 
rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten  x  und  y  sind.  Les 
man  nun  durch  g  und  z  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  Ei^^ 
in  einem  grössten  Kreise,  der  wiederum  den  horizontalen  grösstr 
Kreis  in  der  Ebene  der  xy  schneidet.  Letzterer  Darchsduit^ 
punkt  wird  nun  der  Ansatzpunkt  für  den  Scheitel  einer  injeif 
Ebene  der  gz  zu  entwerfenden  Hyperbel  mit  imaginärer  Ordin» 
sobald  man  g  über  den  Werth  r  hinaus  wachsen  lässt.  Es  to 
nämlich  der  verticale  Schnittkreis   die  Gleichung  Q^  +  g^=r 

Seine  Fortsetzung  in  die  Hyperbel  ergiebt  also  a  =  r  Vq^-^. 
Dies  ist  unser  früheres  Doppelgebilde.  Dreht  man  es  mit  Jffl 
Ebene  um  die  Axe  der  iz,  so  beschreibt  der  Kreis  unsere  Kngi 
die  zugehörige  Hyperbel  aber  eine  in  sich  zusammenbängeoi 
Fläche,  welche  die  Kugel  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  W 
fangs  des  horizontalen  grössten  Kreises  berührt  und  so  gleichsii 
umkränzt.  Diese  Fläche  ist  das  einschalige  gleiehaxige  Hypef 
boloid  mit  der  Gleichung  der  Kugel  und  entsprechend  imagininf 
Ordinate  0.  Als  reelles ,  d.  h.  hier  selbständiges  Gebilde  wft* 
es  zur  eignen  Gleichung  a;^  +  y*  -  ^*  =  r*  haben.  Nach  unseic| 
Erweiterung  der  Analysis  durch  den  gehörigen  Gebrauch  fcl 
Imaginären  sind  aber  die  Kugel  und  das  gleiehaxige  Kranzhypff'l 
boloid  >  wie  man  es  in  seiner  Zugehörigkeit  zur  Kugel  neniKi 
könnte,  ein  einheitliches  Gebilde  auf  Grund  einer  und  dersdbö 
Gleichung. 

Hiemit  ist  es  aber  noch  nicht  genug.  Bisher  hatten  wirJ 
und  y  als  die  unabhängigen  Veränderlichen  zusammenge&sst 
Jetzt  lassen  wir  x  für  sich  allein  grösser  als  r  werden.  AlsdtfS 
muss  VyM-  ^*  imaginär  sein.  Bezeichnen  wir  diese  Wurzel  a 
Allgemeinen  mit  iy,  legen  durch  tj  und  x  eine  Ebene,  und  «" 
ganzen  deren  grössten  Kreis,  wo  er  die  Axe  der  x  schneiM 
durch  eine  Hyperbel,  so  ist  Ft]  deren  Ordinate.  Drehen  wir  d* 
so  gewonnene  Gebilde  mit  seiner  Ebene  um  die  Axe   der  x,  * 


,  entsteht  eio  zneischaliges  Hypeiiioloid,  deseen  Länjisaxe  die  Äxe 
g  der  X  ist  Es  hat,  wie  das  andere,  zu,  seinen  drei  Axen  drei 
Durchmesser  der  Kugel,  und  liegt  zu  beiden  Seiten  derselhen  im 
.  Baume  des  Kranzhjperboloids.  Es  hat  zwei  imaginäre  Coordi- 
,  oateii,  Fy  und  Fe.  Seine  reelle  Gleichung  würde  x-  —  y*  —  t* 
^  =r'  sein.  Sie  geht,  wie  man  sieht,  aus  der  Kugelgleirhung 
-  oder,  beseer  gesagt,  aus  der  allgemeinen  Gleichung  a*  +  y*  +  z* 
=  r*  hervor,  indem  man  y  den  Werth  Fy  und  s  den  Werth  Fe 
'  giebt. 

'  Sie  geht  aber  auch,  was  noch  interessanter  ist,  aus   der 

reellen    Gleichung  jenes  gleichaxigen   einschaligen   Hyperboloids 

x*  +  y*  —  z*  =  r-  hervor,  indem  man  y  imaginär  werden   lässt, 

also  von  der  reellen  Coordinate  y  zu  Fy  Qbergeht.     Auf  diese 

'  Weise  gesellt  sich  zum  einschaligen  Hyperboloid  das  zweischalige 

^  unter  einer  und    derselben  Gleichung.     Beide   verhalten  sich  zu- 

■  einander  als  reelle  und  imaginäre  Fläche.    Dies  ist  vorläufig,  ehe 

r  taan  sich  an  die  Einheitlichkeit  des   gesammten  Kugel-  und  Hy- 

='  perboloidgebildes  und  an  die  Betrachtung  der  Kugel  als  /wischen- 

ii]cagel  gewöhnt  haben  wird,  von  entscheidender  Wichtigkeit.    Hier 

Enlich  ist  es  handgreiflich,  dass  nur  die  Anwendung  des  Iniagi- 
en  in  dem  von  uns  aufgeklTirten  Sinne  dazu  fuhrt,  der  Ein- 
tlichkeil  des  Namens  Hyperboloid  Rechnung  zu  tragen.  Nach 
F  dem  Heikommen  haben  die  beiden  Hyperboloide  zwei  Gleichun- 
Mgeu,  und  müssen  als  zwei  verschiedene  Flachen  gesondert  behan- 
Ejidelt  werden.  Nach  unserm  neuen  System  sind  sie  zwei  Ausläufer 
ai  einer  und  derselben  Fläche,  die  man  als  Gesammthyperboloid 
M)  oder  vollständiges  Hyperboloid  bezeichnen  kann.  Der  Uebergang 
er  von  einem  Ausläufer  zum  andern  des  Gesammthyperboloids  ist 
U  hienach  nur  durch  das  Imuginärwerden  einer  Ordinate,  in  unserm 
^  Fall  y,  möglich,  wenn  man  für  das  Hyperboloid  überhaupt  eine 
gl  reelle  Gleichung  ansetzt. 

Es  versteht  sich,    dass,    wie  bei  Kreis  und  Hyperbel  die 

4  letztere  einen  natltrliclien  Ausgangspunkt  bilden  konnte,  so  auch 

0  hier  das  Hyperboloid   als  Hauptsache  angesehen  und  die  Kugel 

als  stetige  Uebergangsvermittlung  gelten  kann.    Diese  hat  als- 

y  dann  zwei  imaginäre  Ordinalen,    wenn   man  nämlich  vom  zwei- 

Bcfialigen  Theil  des  Hyperboloids  ausgegangen   und    demgemäss 

,  erst  noch  diis  Kranzhyperboloid  zu  passiren  gehabt  hat.     Wüie 

man   vom  Kranzhyperboloid   und   dessen  Gleichung   ausgegangen, 

.  w  hätte  mau  auf  der  einen  Seite  zur  Kugel  und  auf  der  andern 


zum  z^^ eischaligen  Hyperboloid  überzugehen  gehabt,  und  jed 
dieser  beiden  ErgänzuQgsgebilde  liätte  eine  imaginäre  Coordinii 
erhalten.  Das  Natürlichste  ist  selbstvei-stiindlich,  dass  man  DM 
von  der  Mitte,  sondern  bei  dem  einen  Ende,  also  mit  der  OH 
chung  x^  —  y*  —  £*  ^  r*  als  allgemeiner  Gleichuo};  begini 
Man  sieht  alsdann,  däss  man  gleichsam  den  Ringraum  des  Hjptf 
boloids  nicht  stetig  passiren  kann,  ohne  zwei  imaginäre  Coora 
naten  und  liiemtt  die  imaginilr  bestimmte  Kugel  als  AusfOllad 
der  anscheinenrien  Stetigkeitsunterbreclmng  zu  erhalten.  NeB| 
man  die  Räume  zwischen  den  zwei  Theilhyperboloiden  etj 
Falten,  so  ist  der  Uebergang  aus  dem  zweiscbaligen  UyperhoM 
in  diese  Fallen  nicht  möglich,  ohne  dass  eine  Coordinate  imagid 
wird.  Es  sind  also  drei  Räume  in  Frage,  der  zweischalige,  q 
faltige  und  der  Kugelraum.  Der  Weg  durch  diese  drei  istJ 
der  einen  wie  in  der  andern  Richtung  immer  davon  beglen 
dass  im  zweiten  eine  und  im  dritten  zwei  Coordinaten  iniagid 
werden.  Äehnliches  würde  zu  sagen  sein,  wenn  wir  anstatt  ■ 
gleichaxigen  das  allgemeine  Hyperboloid  genommen  und  dlj 
das  Zwischenellipsoid  entworfen  hätten,  oder  umgekehrt,  statt  n 
der  Kugel,  vom  Ellipsoid  ausgegangen  und  zu  dessen  imaginsn 
Ergänzung,  dem  dreiaxigen  Gesammthyperl)oloid  mit  seinM 
Kranz-  und  seinem  zweischaligeu  Ausläufer,  gelangt  w&i-en.  1 
10.  Für  das  reine,  d.  h.  ungemischte  Imaginäi-e  sind  ■ 
bisherigen  Ausführungen  insoweit  genügend,  als  nicht  die  Rolle! 
den  transcendenten  Functionen  in  Frage  ist.  Obwohl  sich  nun  dia 
Rolle  eng  au  das  bisher  Festgestellte  anschliesst  und  das  toIm 
Licht  über  die  grosse  Tragweite  unserer  Aufschlüsse  verbreiJ 
so  wird  doch  erst  ein  selbständiges  späteres  Capitel  der  gebOtfl 
Ort  dafür  sein.  Hier  richten  wir  die  Aufmerksamkeit  nur  'm 
die  einfachsten  Grundgestalten  und  hal)en  nunmehr  das  gemiscd 
Imaginäre,  also  Grossen  von  der  Form  re.  +  im.  analytisch  ul 
geometrisch  ins  Auge  zu  fassen-  Auch  diese  Grössen  lietrachten  n 
hier  nur  ganz  im  Allgemeinen,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  beispiw 
■weise  das  reelle  Glied  des  Binoms  re.  -(-  im.  blos  eine  ConstaJ 
ist  oder  nicht,  oder  ob,  was  sogar  der  wichtigste  Fall  werdJ 
wird,  die  Glieder  trigonometrische  oder  anderweitig  trad 
cendente  Functionen  sind.  Uns  ist  hier  nur  die  binomische,  ad 
gleichsam  doppelgesetzliche  Gestalt  von  Erheblichkeit.  VermllJ 
dieser  Binomie  tindet  sich  zu  einer  reellen  Grösse  eine  imagioM 
algebraisch   addirt,    und    wenn   auch  Ober  die  wahre  F,Dt8tehad 


id  deo  entlegenen  Gnimi  rtiesev  hinomialen  Zusammensetzung 

it  in  unserer  Weithigkeitsiechnunp  ein  neuer  und  weittragen- 

I*    der  Aufschluss  gegeben   werden  kann,    so  mag  doch  hier  schon 

](     erwiihnt  werden,    dass  diese  hinomialen  Grössen  weiter  reichen 

f     als  das  Imaginäre.     Der  von  Gauss  für  eine  Summe  des  Reellen 

^    und   Imaginären  heliehte  Ausdruck  coniplex  ist  nicht  nur  sehr 

|y    Äusserlich,  sondern  widersteht  auch  einem  natürlichen  Geschmack. 

jl   Noch  ist  er,    ausser  in  Deutschland,   nicht  sonderlich  verbreitet, 

gt    und  wenn  auch  nicht  allzuviel  darauf  ankommt,    dass  ein  eifor- 

^  derlicher  Kunstausdruck  ungeschickt  und   unschön  gewühlt  ist, 

l_  so  ist  doch  im  gegenwärtigen  Stadium  noch  keine  Nothwendig- 

^j  keit  vorhanden,  einen  solchen  trotz  erhehlicher  Müngel  in  einem 

^1  Zusammenhang  besserer  und  feinerer  maiLematischer  Gedanken 

^  zu  gebrauchen. 

,         Ks  ist  nämlich  überhaupt  die  Zusammenfassung  des  Imagi- 

iiiären  mit  dem  Keellen  zwar  nicht  unerheblich;    allein  wichtig 

ist  auch  das  Markiren  der  Wahrheit,    dass  in  solchen  binomisch 

(Ungleichartigen  Verbindungen  die  Iniaginarilät  nicht  in  der  Summe 

.selbst,    sondern  in  dem  einen  Gliede  derselben  liegt.    Dort  hat 

das  Imaginäre  seine  Gesetze  für  sich,  wie  überall,  und  die  Vor- 

setzung  eines  ret^lleo  Summanden  ändert  nichts  an  diesen  selb- 

^jtaniligen  Gesetzen.    Der  Ausdruck  comple.\  wirtl  nun  thatsäch- 

lich  80  vei-standen,  als  bezeichnete  er  neben  dem  rein  Imaginären 

eine    besondere    Gattung.     Dieser    Begriff    ist   jedoch,    wie   sich 

qiater,  und  namentlich  in  den  Grundlagen  der  Wertliipkeitsrech- 

BDDg,  zeigen    wird,    schief  angelegt   und  daher  ein  Hemmniss 

~   Itlarer  Kinsicht.     Wir  bleiben  daher  bei  dem  Imaginären  als  der 

^gebenden  Gattung  und  betrachten  die  Mischungen  als  etwas 

izukommendes,  wodurch  r.ur  in  hesondem  Fällen  etwas  cfaarak- 

itisrh  Zusammenzufassendes  enli^teht. 

Gehen  wir  anstatt  von  der  Mittelpunktsgleichung  des  Kreises 

einer  Scheitelgleichung  und  zwar  derartig  aus.  dass  die  Ordi- 

len  um  einen  Radius  nach  unten  gerückt  werden,    so  haben 

Ir  an  Stelle  von  x^-i-y*  =  r*  die  veränderte  Gleichung  S- -h 

r)^  =  r*.     Hier  ist  fi  —  r  =  y,  und   wird    also   mit  y  ima- 

inär.     Wir  haben  also   im    reellen  Stadium  i;  =  r  +  y,  und  im 

innren  Gebiet,  d.  h.  in  der  Hyperbel,  >;  =  r  +  Tj,  oder, 

iD    wir   für  y  seinen   Werlh    setzen ,    ij  =  r  -i-  r  iTp  —  r*. 

iwohl  ^  der  Grösse  nach  gleich  x  ist,    so  haben  wir  es  doch 

mders  bezeichnet,    theils   der  Ehenmflssigkeit  wegen,    theila, 


weil  die  Axe  der  ;  eine  andere  Lage  hat  als  x,  uod  man  sich 
in  derartigen  UDtersuchungen  von  vomhemn  gewöhnen  moa^ 
BpecietI  auch  auf  die  Lai^e  der  Gebilde  zueinander  geoaa  ondil 
jeder  Reziehunfr  zu  achten.  Doch  dies  nur  netienbei,  um  Min- 
Verständnissen  vorzubeugen.  Die  Hauptsache  ist  hier,  daas  £a 
Ordinate  r^  eist  reell  gemischt  ist,  und  dann  in  der  Hyperbel  n 
einer  imaginär  gemischten  winl. 

Analytisch  bedeutet  die  Ersetzung  einer  reell  binomiscbei 
durch  eine  iniaginftr  binomische  Grösse,  ganz  wie  sonst,  einei 
Zeichen  Wechsel  vor  dem  Quadrat  und  die  Entstehung  einer  Benet 
Gleichung,  wenn  man  nämlich  letztere  als  selbständif;es  reella 
Gebilde  betrachtet  Es  ist  daher  liier  nichts  wesentlich  Neaa 
zu  lernen,  was  sich  auf  das  Imaginäre  als  solches  bezöge;  dein 
Derartiges  ausspinnen  hiesse,  in  der  veränderten  Verbmdunf 
Alles  wiederholen,  was  schon  bei  dem  rein  Imaginären  gesa^  ist 
Was  sich  aber  för  ungleichartige  Binome  an  eigen thUmlichei 
Folgerungen  ergieht,  ist  im  Allgemeinen  von  der  Anwesenheit 
des  Imaginären  unabhängig,  und  muss  daher  vor  Allem  für  reeH 
binomiale  Grössen  dargethan  werden.  Letztere  Einsicht  gehArt 
aber  zu  den  neuen  Grundsäulen  unseres  mathematischen  Ge- 
bäudes, und  eine  vorweggenommene  Erörterung  hier  im  Vorbei- 
gehen wäre  der  Bedeutung  der  Sache  nicht  angemessen. 

Eine  imaginär  binomische  oder,  in  der  andem  Bezeichnan^ 
eine  sogenannte  complese  Grösse,  beispielsweise  also  eine  imi- 
ginar  binomische  Linie,  ist  nunmehr  ein  sonnenklarer  Begiiff  nud 
deßnirt  sich  sehr  einfach,  Sie  ist  eine  Grösse,  also  beispielswose 
Linie,  wie  jede  andere,  nur  dass  sie  durch  Addition  oder  Ssb- 
traction  aus  zwei  Stücken  zusammengesetzt  wird,  die  in  RQekskit 
auf  den  Rechnungszusammenhang  verschieden,  nämlich  nach  HauB- 
gäbe  der  Signirung,  zu  behandeln  sind.  Das  Imaginäi-Keichen  ist, 
wie  das  isolirte  Minuszeichen,  auch  hier  wiederum  nichts  als  eine 
Vorbemerkung  vor  der  wirklichen  Grösse,  damit  diese  in  ihren 
Bechnungsbeziehungen  das  gelte,  was  sie  zu  gelten  hat. 

Es  witre  daher  zur  Erlüuterung  eines  Hauptpunkts  auch  e»- 
mal  nicht  unzweckmässig,  dem  Imaginärzeichen  in  binomer  Tw- 
bindung  gleich  den  Sinn  zu  geben,  dass  es  das  vorangehende 
algebraische  Additionszeichen  mitumfasst.  Man  würde  alsdBOB 
ohne  Zweideutigkeit,  d.  h,  ohne  Betiorgniss  vor  der  Verwedne» 
lung  mit  einer  Multiplication ,  kurzweg  r  Ty  Gchreiben  komm. 
Dieee  Erweiterung  des  Sinnes,  vermöge  deren  die  drei 


Zeichen  als  ein  ziisammen^esetztes  Rechnuiiffszeicheii  verschmolzen 
und  das  ImajinDärzeichen  von  der  Grösse  gelöst,  also  aus  einem 
Signirungszeichen  in  ein  unmittelbares  Operatinnszeichen  ver- 
wandelt wird,  —  diese  Wendung  macht  recht  klar,  wie  es 
schliesslich  nur  absolute  Grössen  sind,  die  zueinander  in  Be- 
ziehung stehen.  Auch  ist  hiebei  gleich  zu  bemerken,  dass  die 
Linien  oder  sonstipen  Grössen,  welche  die  Bestandtheile  des 
Binoms  bilden,  sich  in  Wirklichkeit  als  reelle  addirt  oder  sub- 
trahii't  finden  müssen,  wie  dies  ja  auch  in  der  reell  binomischen 
Zusammensetzung  genau  ebenso  der  Fall  ist.  Das  Imaginäre 
Ändert  hier  nichts  an  der  realen  Zusammenfassung  durch 
Addition,  sondern  besagt  nur,  dass  die  Grösse  in  der  Rechnung  nicht 
als  ein  reelles  Ganze,  sondern  unter  besonderer  Signivung  ihres 
einen  Stocks  zu  gebrauchen  ist. 

Nach  Maassgabe  der  bisherigen  Voraussetzungen  sieht  man, 
wie  in  der  Geometrie  das  Imaginäre  entweder  zu  den  beiden 
äussern  oder  den  beiden  innern  Seiten  des  Reellen  zu  liegen 
kommt,  je  nachdem  man  für  die  Wechselseitigkeit  der  Beziehun- 
gen den  reellen  Ausgangspunkt  auf  der  innern  oder  äussern  Seite 
nimmt  Auch  hier  ist,  wie  bei  dem  durch  das  Negative  mar» 
kirten  Richtungsgegensatz,  der  bestimmte  Weg  einer  einzigen 
Gewohnheit  einzuschlagen.  Doch  davon  später,  sobald  die  Vor- 
bereitungen zur  nähern  BestiminuDg  und  Anwendung  des  in 
diesem  Capitel  Gegebenen  getroffen  sein  werden.  Fs  fehlt  näm- 
lich noch  viel,  um  die  zugleich  einfachsten  und  allgemeinsten 
Gesichtspunkte  zu  gewinnen.  Namenilich  darf  die  ganz  willküi-- 
liche  einseitige  Abhängigkeit  des  y  von  x  nicht  ausschliesslich 
niaassgehend  bleiben,  sondern  muss  einer  Form  weichen,  in  welcher 
X  und  y  wirklich  ohne  Unterschied  und  löllig  auf  gleichem  Fuss 
gelten.  Dies  wird  dann  auch  auf  diejenigen  imaginären  Binome, 
welche  zwei  Veränderliche  enthalten,  ein  neues  Licht  werfen  und 
sie  als  wichtige  Formbezeichnungen  einheitlicher  Linien  /.um 
ersten  Mal  kennen  und  gebrauchen  lehren.  Im  Uebrigen  werden 
ahtr  die  vorher  angedeuteten  Beziehungen  der  Signirungszeichen 
zur  geometrischen  Lage  einen  besondt!rn  Kreis  von  Einsichten 
bilden  mUsseii;  denn  die  sogenannte  Geometrie  der  Lage  ist 
bisher  nicht  viel  mehr  als  dem  Namen  und  einem  noch  unklaren 
BegrifT  nach  vorhanden  gewesen.  Ein  deutlicher  Sinn  für  diesen 
Namen  und  demgemäss  auch  eine  geziemende  Ausfüllung  werden 
erst  mit  unsern  Grundlegungen  möglich.     Die  Skizze  einer  ernst- 
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haften  Geometrie  der  Lage  gehört  zu  unserer  Aufgabe,  ist  jedoA 
nicht  die  Hauptsache.  Um  der  letzteren  willen  haben  wir  hier 
auf  Ausftlhrungen  über  Ellipse,  Ellipsoid,  schiefe  Coordinaten,  Polar- 
coordinaten  und  sonstige  Transformationen  verzichtet.  Derartiges 
wird  sich  von  selbst  verstehen,  sobald  die  weitern  Grundmittel 
gewonnen  sind.  Wir  verlassen  daher  vorläufig  das  zwar  prin- 
cipiell  erledigte,  aber  übrigens  noch  unerschöpfte  Thema  des 
Imaginären,  um  die  wahrlich  nicht  minder  klärungsbedürftigen 
Umnebelungen  des  sogenannten  Unendlichen  zu  lichten  und 
später  nach  Vorführung  einer  Werthigkeiisrechnung  und  einer 
neuen  Gestalt  der  Algebra  zu  eigenthümlichen  geometrischen 
Consequenzen  des  Imaginären,  nämlich  zu  dem  Imaginativen,  m 
gelangen. 
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Drittes  Capitel. 

Einfahmng  wahrer  Begriffe  an  Stelle  des 
TJnendlichkeitsaherglaubens. 

1.  Jedes  Gebiet,  in  welchem  sich  Verstand  und  Phantasie 
bethätigen,  hat  seinen  Aberglauben.  Die  Mathematik  macht 
hievon  keine  Ausnahme.  In  ihr  aber  können  die  falschen  Er- 
dichtungsgebilde, sobald  sie  einmal  als  solche  erkannt  sind,  be- 
stimmter sichtbar  gemacht  werden,  als  irgendwo  sonst.  Nicht 
aller  Aberglaube,  der  sich  in  der  Mathematik  breitmacht,  stammt 
deswegen  auch  aus  der  Mathematik.  Man  muss  vielmehr  unter- 
scheiden. Die  Verdinglichungen  des  Negativen  und  des  Ima- 
ginären, die  wir  in  den  vorigen  Capiteln  weggeschafft  habeo. 
waren  Hauptbeispiele  einer  Superstition,  die  rein  auf  dem  Boden 
der  Mathematik  selbst  erwachsen  ist  und  an  der  anderweitige 
und  allgemeine  Neigungen  und  Gewohnheiten  des  Voi-stellens  nur 
einen  secundilren  Antheil  haben  konnten.  Betreten  wir  aber  das 
(Jebiet  des  sogenannten  Unendlichen,  so  befinden  wir  uns  nicht 
noth wendig  gleich  mitten  in  eigentlicher  Mathematik,  sondern 
tretVen  die  Irrthümcr  und  entsprechenden  Schwierigkeiten  bereits 
in  den  Gesaninitauffiissungen  der  Welt  an.  Alle  Begi-iffe  vom 
Sein,  in  denen  ausdrücklich  Zeit  und  Raum  mitfiguriren,    sind 


auch  nach  Seite  des  llnendlichlceit=aberplaubens  verdorben  worden. 
Vor  der  Mathematik  eisrheint  also  die  Seins-  und  WeUl(^k 
oder  vielmehr  die  an  ileren  Stelle  tretende  Zerrbildlichkeit  als 
die  fehtfrreifende  Instanz.  Der  Trug,  der  sicli  hier  einmal  fest- 
gesetzt hatte,  konnte,  wo  er  sich  auf  mathemaliscliem  Boden  von 
Neuem  erzeugte,  dort  um  so  festere  Wurzeln  treiben  und  um  so 
untienirter  ausdauern.  Beide  Gebiete  stärkten  einander  im  Aber- 
jilauben  an  das  Unendliche.  Der  Ruf  von  Sieherheil,  den  die  Mathe- 
matik von  ihren  bessern  Bestand theilen  her  genoss,  deckte  nicht 
nur  in  ihr  selbst  wiihrend  der  neuern  Jahrhunderte  da.s  Unwesen 
des  Unenillichen .  sondern  tmg  auch  dazu  bei,  die  Alchymie  des 
Denkens,  d.  h.  die  Metaphysik,  noch  Iftnper  am  Leben  zu  erhalten. 
Wer  die  Unendliohkeitsvoi-stellunpen  falscher  Art  aus  der 
Mathematik  hinausschafft ,  thut  hiemit  auch  zugleich  denjenigen 
Schritt,  durch  weichen  alles  ührige  Denken  von  dem  Vnendlich- 
keit-salp  befreit  werden  kann.  Der  umgekehrte  Weg  ist  nicht 
im  gleichen  Mnasse  enlscheirlend;  denn  wenn  nicht  in  der  Mathe- 
matik selbst  aufgreritumt  ist ,  so  bleibt  die  scheinbar  festeste 
Position  uneingenomnien.  Üeberdies  giebt  es  aber  kein  Gebiet, 
welches  neben  der  Fähigkeit,  in  vollstem  Maasse  geklilrt  werden 
zu  können,  auch  zugleich  die  Eigenschaft  hätte,  in  entsprechen- 
dem Maasse  anschaulich  zu  sein.  Eine  reine  begriffliche  Sche- 
inatik,  wie  sie  der  Sachlogik  angehört,  hat  ihre  ei'ste  anschauliche 
Station  in  der  Mathematik.  Hier  finden  sich  die  wesentlichen 
HcEritfe  angewendet  und  gleichsam  mit  einem  Stoff  ver- 
wachsen, iler  selbst  Ober  allen  Zweifel  erhüben  werden  kann. 
Der  praktische  Ausgangspunkt  mUsste  also  unter  allen  Um- 
standen in  der  Mathematik  genommen  werden,  auch  wenn  es 
sich  nicht  unmittelbar  um  diese  selbst,  sondern  überhaupt  um 
gehöriges  Denken  und  wahres  Wissen  handelte.  Auch  ist  die 
logische  Abfolge  und  sozusagen  liangordnung  der  Gedanken  nur 
scheinbar  eine  andere:  denn  nflher  zugesehen,  Illsst  sich  auch  im 
Allgemeinen  nichts  Bestimmtes  denken,  was  nicht  auch  diejenigen 
linmdzQge  an  sich  trUge,  die  auch  in  der  eigentlichen  Mathematik 
in  Frage  kommen.  Letzterer  Wissenszweig  wurzelt  in  einem  all- 
gemeinen Denken,  in  welchem  sich  Noth wendigkeiten  vorfinden, 
welche  man  mit  Unrecht  für  specifisch  mathematisch  zu  halten  pflegt. 
Beiden  Gebieten  sind  auch  gegensti'inditche  Thatsachen  gemein- 
sam, die  sich  nicht  trennen,  d.  h.  nicht  aus  dem  einen  in  das 
andere  verweisen  lassen.    Ein  Beispiel  und  Grundtypus  solcher 
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Gemeinsamkeit  ist  nun  eben  Alles,    was  sich  auf  die  leitenden 
Begriffe  von  einem  Unendlichen  bezieht. 

Giebt  es  eine  richtige  Mathematik,  so  giebt  es  hiemit  uä 
zugleich  eine  richtige  Seinsvorstellung.  Begriffe  von  der  zeit- 
lichen und  räumlichen  Unbeschränktheit,  sowie  von  der  wirk- 
lichen Grössenbegren^theit  mQssen  in  der  Mathematik  in  absok 
maai>sgebender  Weise  erledigt  werden,  wenn  diese  Wissenschafl 
selbstgenugsame  Sicherheit  haben  und  nicht  blos  etwas  Relative? 
oder  Formelles  oder  sonst  eine  Art  Wind  sein  soll.  In  letzter 
Instanz  zeigt  sich  übrigens  auch  immer,  dass  die  äusserst» 
Fragen  und  zugehörigen  Antworten ,  wenn  sie  nur  genau  u^ 
in  gehöriger  Abstraction  formuliit  werden,  eine  und  dieselbe 
Gestalt  erhalten,  gleichviel,  ob  man  sie  auf  dem  Boden  der  SeiK- 
schematik  oder  auf  demjenigen  der  Mathematik  aufsucht  ft 
Denker  von  Elea,  wo  sie  sich,  wie  unter  ihnen  namentlich  Zeoe. 
mit  dem  Uebergang  von  einem  ausdehnungslosen  Punkte  idc 
andern  und  mit  einer  Unendlichkeit  von  Zwischenstationen  be 
schäftigten,  hantirten  mit  ihren  Begriffen  genau  in  demsdbo 
Gebiet,  in  welchem  sich  nach  länger  als  zwei  Jahi*tausendet 
nämlich  seit  dem  17.  Jahrhundert,  die  neuem  Mathematik 
und  zwar  zunächst  die  berühmtesten,  mit  Fehlgriffen  bethätip 
haben. 

Es  kommt  aber  noch  ein  anderer  Gesichtspunkt  hinzu,  HJ 
welchem  sich  das  allseitig  Wohlthätige  einer  Beseitigung  gmk 
des  mathematischen  Unendlichkeitsaberglaubens  ermessen  läset 
Die  Anwendungen  der  falschen  Unendlichkeitsbegiiffe  in  *f 
Mathematik  sind  reichhaltiger  und  verwickelter,  als  irgend  eil 
anderweitiger  Gebrauch  oder  vielmehr  Missbrauch.  Wer  dalw 
auf  dem  mathematischen  Boden  gelernt  hat,  jenen  Trug  fcr»- 
zuhalten  und  in  bessern  Begriffen  zu  denken,  dem  wird  es  kein 
besondere  Mühe  mehr  kosten,  sich  auch  anderwärts  ehrlich  iffl* 
wahr  zu  halten.  Würde  nur  im  Allgemeinen  das  UnredlidK, 
Widersinnige  und  daher  Unwahre  der  fraglichen  Fietionen  bloi- 
gestellt,  so  bliebe  die  specialistische  Mathematik  als  scheinbir« 
Instanz  übrig.  Auch  vollziehen  sich  die  erforderlichen  CoM^ 
quenzen  sowenig  von  selbst,  dass  die  thatsächlichen  AnfechtoDgcir 
solange  sie  im  Allgemeinen  verharren,  so  gut  wie  nichts  nüta» 
Das  Schwerste  besteht  nicht  darin,  Wahrheiten  in  ihren  einfodi9 
Keimgestalten  kenntlich  zu  machen,  sondern  den  ganzen  Wf 
des  Schaffens  bis  zur  Frucht  zurückzulegen. 


2.  Der  niathematiscbe  Aberglaube  an  Has  Unenrlliclie  hat 
seine  Geschichte  und  zwar  vornehiiiliih  eine  neuere  Geschichte, 
deren  markirt  hervortretende  Züge  seit  tien  letzten  Jahrzehnten 
des  17,  Jahrhunderts  besonders  sichtbar  werden.  Diese  Ge- 
schichte reicht  bis  «uf  die  Gepenwart,  und  das  19.  Jahrhundert 
bat  die  nicht  heueidenswerlhe  Thatsache  luifzuneisen ,  dass  in 
dem  metaphysisch  umnebelten  Kopfe  des  Herin  llofrath  Gauss, 
wie  sich  dieser  Gßttinger  Pi-ofessor  anonym  selbst  am  liebsten 
nannte,  der  Unendljchkeitsaherslauhe  zu  wahrlich  seltsamen 
Früchten  auswuchs.  Unter  diesen  Früchten  stehen  die  prad- 
linigen  Dreiecke,  deren  Winkelsumme  kleiner  als  zwei  Rechte 
werden  soll,  obenan,  und  das  ganze  Zerrbild,  welche^!  antieu- 
klidische Geometrie  heisst,  hängt  hiemit  innig  zusammen.  Alle 
diese  Thorheitcn  und  GeistesveiTückungen,  die  in  Gauss  statt- 
hatten, und  die  er  dann  zum  vollständigeren  Ausbrüten  auf 
andere  subalternere  Geisler  vererbte,  hätten  nicht  entstehen 
können,  wenn  der  Unendlichkeitsaberglaube  nicht  der  Schemel 
diizu  gewesen  wäre.  Nimmt  man  noch  den  benachbarten  Unsinn 
der  ebenfalls  von  Gauss  inauprurirten  vieldimensionalen  Räume 
hinzu,  so  wurzelt  ein  gi-osser  Theü  der  Herabwürdigung,  welcher 
der  heulige  Zustand  der  Mathematii<  durch  die  vorwie)j;end  Üble 
Seite  des  Gaus^ischen  Einflusses  anheimKefallen  ist,  in  dem 
mathematischen  Köhlerglauben  an  das  Unendliche. 

Sieht  man  aber  von  diesen  regelwidrigen  Auswüchsen  ab 
und  lässt  man  jene  eigentlichen  Ungeheuerlichkeilen  bei  Seite, 
die  im  20.  Jahrhundert  wohl  nur  noch  als  curiose  Geslörtheilsrälle 
in  Erinnerung  geluacht  werden  dürften,  so  zeigt  sicli  ein  wissen- 
schaftlich ernster  /u  nehmendes  Bild.  Es  ist  dies  das  Bild  der 
Unsicherheit  und  Unklarheit  der  Vorstellungen  der  grössten  Ma- 
thematiker. Das  Unendlichkleine  ist  ein  Aberglaube,  der  ihnen 
allen  gemeinsam  ist,  und  die  Rechenschaft  davon  ein  Trug,  dem 
sie  alle  unterliegen  und  huldigen,  und  den  sie  ihrei'seits  aus- 
üben, indem  sie  ihn  auf  Andere,  und  zwar  meist  unter  Ver- 
hehlung ihres  bessern  Gefahls  der  Unzulänglichkeit  und  Unklar- 
heit, übertragen.  Der  einzige  Lagrange  macht  eine  beiühmte 
Ausnahme,  aber  auch  nur  dadurch,  dass  er  wenigstens  seiner 
Abneigung  gegen  den  metaphysischen  Trughegriff  einen  indirecten 
Ausdruck  gab,  indem  er  ihn  durch  ein  ganzes  Werk  hindurch 
umging,  anstatt  ihn  eradeswegs  aus  der  Wissenschaft  hinaus- 
zuwerfen.   Auch   scheint  vor  ihm    der  Engländer  Landen  eben 
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auch  nicht  weitergekommen  zu  sein,  als  um  durch  einen  Umis 
auszuweichen.  Nun  ist  Lagrange  nicht  blos  der  bis  jetzt  fit 
fassendste  Repräsentant  der  gesammten  modernen  Mathemi&l 
bei  welchem  sich  diese  Wissenschaft  in  der  universellsteo  ^ 
rationellsten  Weise  durchgearbeitet  findet,  sondei-n  er  ist  asä 
derjenige,  der  moralisch  am  meisten  in  Frage  kommt,  weil  er  da 
meisten  Wahrheitssinn  und  die  wenigsten  Vorurtheile,  ja  vonds 
gemeinen  Vorurtheilen,  die  sich  aus  dem  religiösen  Regime  ii| 
die  Mathematik  verpflanzten ,  gar  keine  hatte.  Allerdings  ist 
in  der  ganzen  Geschichte  der  Mathematik  bisher  beispiellos  H 
blieben,  dass  Jemand  aus  allgemein  menschlichem  Hass  ge^l 
Wahrheitswidrigkeiten  oder,  mit  andern  Worten,  aus  Begeistenaj 
für  das  Heil,  welches  die  Ausrodung  der  Wurzeln  der  Unwahrte. 
unter  den  Menschen  mit  sich  bringen  muss,  den  Augiasstall  ^1 
Mathematik  zu  säubern  unternommen  habe.  In  diesem  Ste 
sind  die  Mathematiker  nie  Enthusiasten  gewesen  und  haben  m 
eigne  Wissenschaft  nie  aus  dem  Gesichtspunkt  desjenigen  Refe" 
mationsdranges  aufgefasst,  der  die  höheren,  ja  erhabensti 
menschlichen  Angelegenheiten  für  geschädigt  ansieht,  wenn  ad 
Aberglaube  und  sittlicher  Trug  in  mathematischen  JBegrifiFen  «• 
treiben  dürfen.  Wohl  aber  sind  die  Mathematiker  oft  im  Gern 
theil  Fröhner  auch  des  gröberen  Aberglaubens  gewesen  unds 
sind  noch  heute  am  allerwenigsten  dazu  gemacht,  sich  ii^ 
einem  verstandeswidrigen  Unfug  energisch  zu  widei-setzen.  m 
Abstractheit  macht  sie  unempfänglich  für  volleres  Geistedebet 
und  ähnelt  häufig  der  Blasirtheit  gegen  alle  übrigen  Geistes-] 
interessen. 

Es  ist  daher  verhältnissmässig  um  so  werthvoller,  in  Lagrangel 
Verhalten  wenigstens  einen  solchen  Fall  vor  sich  zu  haben,  k 
in  der  Richtung  auf  das  Reformatorische  liegt,  wenn  bei  ihm  and 
nicht  ausdrücklich  die  moralische  Seite  der  Sache  betont  hi^ 
auch  nicht  eine  directe  Reinigung,  sondern  nur  eine  indirect«! 
Verbesserung  der  höhern  Mathematik  ins  Auge  gefasst  ist.  U 
granges  Position  ist  hienach  nur  ein  Vorstadium  für  Entscheidet- 
deres,  gleichsam  eine  Doppelstellung,  die  mit  dem  einen  Fbs 
noch  auf  dem  Boden  der  alten  Unbegrifi'e  stehen  bleibt,  währeä» 
sie  mit  dem  andein  bereits  auf  einen  festeren  Stufenbau  aufeetÄ 

Unter  den  namhaften  Mathematikeni  seit  Lagrange,  welch 
in  Vergleichung  zu  ihm  sämnitlich  nur  als  mehr  oder  inindff 
epigonenhafte  Subaltemitäten  erscheinen,    die    verdienstvollste^ 


wie  Abel  und  Galois,  nicht  aus^eschlosBen ,  ist  nun  aber  keiner, 
der  in  Beziehunp  auf  die  HaDdhabunp  der  Uneudliehkeitsbegriffe 
auch  nur  den  reforniatorischeu  Standpunkt  jenes  wahrhaften 
Förderers  der  Analysis  ernsthaft  unterstützt  hätte,  und  dieser 
Standpunkt  lag  doch  selbst  ei-st  auf  einer  Nebenhöhe  und  nicht 
bei  dem  Ziele  auf  dem  Gipfel.  Im  AltgenieiDen  ist  sogar  die 
Signatur  des  19.  Jahrhunderts  gei-'enUber  Lagranfte,  wie  in  den 
meisten  sonstigen  Beziehungen,  eine  reactlonäre  Man  fällt  näm- 
lich wieder  vollständiger  in  den  Cultus  des  metaphysischen  Un- 
endlichkleinen zuiflck,  über  den  Lagrange  7.w&r  nicht  völlig  er- 
hoben, von  dem  er  aber  doch  wenigstens  auf  einen  Seitenweg 
abgelenkt  halte.  Das  kennzeichnendste  Hauptbeispiel  für  diese 
Iteactiou  ist  unter  den  Analytikern  der  katholische  Legitimist 
und  Jesuitenlehrer  Cauchy  gewesen,  der  seine  Verstandeswidrig- 
keiten  in  die  Form  einer  recht  streng  seinwollenden  Skepsis, 
nämlich  einer  gegen  den  Verstand  selbst  gerichteten  Zweifelsucbt 
hallte,  und  im  Uebrigen  bei  seinen  Uebungen  im  Calcal  echt 
akademisch  von  allerlei  Tischen  zehrte,  ohne  die  Rechnungen  zu 
zahlen  und  die  Wirthe  zu  nennen,  bei  denen  er  gespeist  hatte. 
Was  bei  Gauss  nur  eine  Ausnahme  war,  war  nämlich  bei  diesem 
Cauchy  Regel,  und  dieser  sollte  immer  genannt  werden,  wo  es 
sich  um  das  Beispiel  eines  nicht  blos  itlckläufigen ,  sondei-n  auch 
widerwärtig  hinterhältigen  Gedankenganges  handelt  Selbstver- 
ständlich bestärkte  er  den  an  sich  rückläufigen  Tross  durch  schlechte 
Wendungen  in  den  metaphysisch  verdorbenen  Begriffen  vom  Un- 
endlichkleinen, indem  ersieh  obenein  die  Miene  gab,  hier  be- 
sondere Untersuchungen  angestellt  zu  haben.  Was  andere  Namen, 
besonders  auf  deutschem  Boden,  wie  beispielsweise  den  Juden 
Jacobi  und  den  Professor  Dirichlet  anbetrifft,  so  sind  ihre  Begrifle 
in  dem  alten  vorlagrangeschen  Fahrwasser  verblieben,  und  sie 
haben  ihr  Theil  zur  Reaction  ebenfalls  beigetragen. 

Die  gangbaren  Lehrbücher  und  Curse  brauchen  kaum  er- 
wähnt zu  werden;  sie  sind  das  Schulecho  der  jeweilig  tonangeben- 
den Matadore  oder  noch  weniger  als  das.  In  Beziehung  auf 
unsere  Frage  zehren  die  bessern  allerdings  von  einer  alteren, 
kritisch  seinwollenden,  aber  ebenfalls  vorlag  rangeschen  Traiiition. 
Es  ist  dies  in  der  Begründung  lier  Differentialrechnung  die  vor- 
gebliche Grenzmethode,  die  in  den  Newtonschen  ersten  oder  letzten 
Verhältnissen  ihren  Typuskeim,  in  d'Alembert  aber  ihren  akufie- 
mischen  rroraotor  gefunden  hat.    Sie  geht  von  fixirteu  endlichen 
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Differenzen,  d.  h.  von  irgendwie  gi*ossen  Grössenstacken  aus,  ob 
diese  dann  immer  kleiner  werden  und  schliesslich  an  einer  Graue 
verschwinden,  aber  wohl  gemerkt,  nicht  streng   Null    werden  zu 
lassen.    Die  gebrauchtesten  Lehrcurse  der  Pariser  PolytechniscbeD 
Schule,  wie  früher  der  von  Kavier  und  später   der   von  Stunn. 
etabliren    das  Unendlichkleine  recht  handgreiflich    hart  an 
Grenze,  womit  dann  der  ganze  Trug  von  Neuem  statuirt  ist 
der  Ausgang  von  einem  fixirten  endlichen  Grössenstück  als  lieber- 
flüssigkeit  hervortritt,  —  vorausgesetzt  nämHch,  dass  man  bereit 
richtige  Begriffe  zur  Veifügung  hat,  um  sie  an  solche  Darstellunges 
als  Maasse  anzulegen.     In  der  That  ist  von   d'Alembert  nichts  j| 
logisch    Durchgi'eifendes     ausgegangen.      Dieser     Mathematike: 
wünschte  zwar  radical  zu  verfahren,  ermangelte   aber  der  Tiefe  j 
und  eines  hinreichenden  Wahrheitssinnes.    So  ist  denn  auch  dit  { 
Grenzmethode  nicht  von  der  Metaphysik  emancipirt,  sondern  nur 
die  Verlegung  des  metaphysisch  Falschen  in  einen  weniger  schae- 
baren  Hintergiund.    Auch  erklärte  sich  Lagrange  mit  Recht  gegeB 
die  Grenzmethode,  wenn  er  es  auch  aus  einem  Grunde  that,  der 
seiner  Abneigung  gegen  sie  eben  nur  einen  Ausdruck  gab,  obse 
deren  Hauptfehler  zu  treffen.    Er  wollte  nämlich  den  B^riffte 
Grenze  nur  da  gelten  lassen,  wo  offenbar  etwas  Festes  einer  ää 
unbeschränkt  annähernden  Veränderung  gegenübersteht,  wie  etm 
der  Kreis  eine  Grenze  gegen  die  mit  unbeschränkt   zu   steigenh 
der  Seitenzahl  einzuschreibenden  und  umzuschreibenden  Vielecb 
bildet    Dagegen  sollte  die  Tangente  eines  Punktes   keine  echt« 
Grenze  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Secanten  sein,  veä 
man  mit  diesen  Secanten  noch  über  die  Tangentenlage  hinausgehe 
kann.     Dieser  Einwand    trifft    offenbar  nicht  den   Hauptpoott: 
denn  die  Tangente  wird  eben  nicht  als  unüberschreitbare  Gr^ue. 
sondem  als  bestimmte  feste  Position,  auf  die  man  die  Annähe- 
rungen und  Entferaungen  auf  beiden  Seiten  beziehen    kann,  i» 
Anschlag  gebracht.     Der  Fehler  der  Grenzmethode  liegt  d>es 
darin,  dass  sie  thatsächlich  nicht  zur  Grenze  selbst  gelangt,  soi- 
dern  sich  mit  etwas  Zweideutigem  an  oder  vielmehr  vor  dersdbeii 
ja  mit  einer  Ungereimtheit  zufriedenstellt,  die  eben   das  Vttea^ 
lichkleine  und  den  zu:?ehörigen  metaphysischen   Tiiig   trotz  allff 
Proteste  noch  einschliesst.    Lagrange  aber  konnte   hierauf  nidit 
sein  Augenmerk  richten;  denn  er  selbst  hat,  wenn   auch  wider 
willig,  das  Unendlichkleine  als  eine  Hypothese  beibehalten,  vd 
es  war  daher  keine  Inconsequenz,   dass  er  auch   in   der  zweite! 


Iknflage  seiner  Analytischen  Mechanik,  die  der  Funclionentheoiie 
imn  circa  15  Jahre  nachfolgte,  diese  Hypothese  und  nicht  etwa 
Mos  die  DlfFerentialsymbolik  beibehielt.  Von  den  Aufsitzen  im 
ersten  Bande  der  Tuiiner  Miscellaneen  an  bis  zur  fraglichen 
zweiten  Auflage,  mit  der  er  nicht  mehr  fertig  wurde,  hat  Lagranpe 
jene  Hypothese  als  gleich  den  Untheilbaren  conventionell  brauch- 
hai"  conservirt.  Der  Foi'tschritl  in  seinem  Geist,  der  im  Revo- 
lutionsjahri:ehut  seinen  Höhepunkt  eiTeichte,  hat  nur  darin  be- 
standen, dass  er  diese  Hypothese  als  eine,  die  unmittelbar  nicht 
sicher  genug  wäre,  ansehen  lernte,  und  dass  er  sich  neben  ihr 
zur  Befestigung  dessen,  was  conveotionell  auf  ihr  beruhen  sollte, 
noch  einen  andern  klareren  und  von  jeder  metaphysischen  Hypo- 
these unabhängig  seinsollenden  Weg  bahnte.  Einige  Stellen 
in  seiner  Mechanik  und  zwar  in  deren  zweiter  Auflage  lehren 
handgreiflich,  wie  auch  in  .seinem  Geiste  bezüglich  des  Unendlich- 
kleinen noch  Dunkelheit  genug  bestehen  geblieben  war.  um  ihn 
an  einer  unmittelbar  exacten  Auffassung  der  Ditferentialien  und 
deren  sachlicher  Gegenstücke  in  der  Anwendung  zu  hindern. 

3.  Um  die  vorangehenden  geschichtlichen  Ilinweisungen  durch 
speciellere  Nachweisungen  ergänzen  zu  können,  mnss  unser  Ent- 
wurf der  richtigen  Begriffe  vorangehen;  denn  nur  mit  ihrer  Hülfe 
lässt  sich  das  Falsche  zutreffend  beurtheilen.  Es  sei  daher  zu- 
nächst an  einen  doppelten  ( Gegensatz  erinnert,  den  man  bisher 
nicht  gekannt  hat.  Man  war  zwar  stets  genöthigt  gewesen,  Null 
und  das  Unendlichkleine  zu  unterscheiden;  aber  man  hat  im  Un- 
endlichgrossen nichts  Entsprechendes  von  einander  getrennt,  ja 
nicht  einen  entfernten  BegriflT  davon  gehabt,  dass  eine  solche 
Unterscheidung  nberhaupl  möglich,  geschweige  dass  sie  unum- 
gänglich wäre.  Die  Tangente  des  Winkels  von  90"  ist  eine  un- 
begrenzte Linie,  gleichwie  die  zugehöiige  Secante.  Diese  that- 
sftchliche  Unbegrenztheit  ist  nun  aber  etwas  Anderes,  als  jene 
Schrankenlosigkeit  des  Wachsens,  die  bei  der  Tangente  statthat, 
wenn  man  sich  den  Winkel,  zu  dem  sie  Tangente  sein  soll,  un- 
beschränkt an  90  *  annähern  lässt,  dergestalt  dass  noch  immer  ein 
Unterschied  gegen  90"  stattfindet,  diese  Differenz  aber  nach  Null 
hin  beliebig  klein  gemacht  werden  kann  Unter  letzterer  Vor- 
aussetzung ist  die  Kleinheit  der  Winkeldifferenz  nicht  an  irgend 
eine  feste  Grösse  gebunden,  über  welche  hinaus  sie  etwa  nicht 
kleiner  werden  dürfte,  d.  h,  das  Kleine,  welches  man  setzen  will, 
ist  nicht  begrenzt,  sondern  unbegrenzt.    Es  hat  zur   Grenze  0. 
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ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  dafür  ^  dass  es  überhaupt  kw 
Grössengrenze  habe;  denn  0  ist  keine  Grösse,  sondern  die  AV 
Wesenheit  der  Grösse.  In  diesem  Sinne  hat  man  aber  das  Ui- 
endlichkleine  nie  gefasst,  sondern  man  hat  es  verdinglicht  ak 
ein  bestehendes  und  gegebenes  Etwas,  welches  kleiner  wire  tk  \ 
jede  angebbare  Grösse.  Thatsächlich  kleiner  als  jede  angebbar! 
Grösse  ist  aber  nur  Null.  Es  widerspricht  dem  Begriff  der  Gröist 
jenseit  aller  möglichen  annehmbaren  Grössen  zu  liegen.  W« 
Grösse  sein  soll,  muss  unter  allen  Umständen,  wo  es  auch  vor- 
ausgesetzt werde,  eben  eine  bestimmte  vorlegbare  Grösse  habd 
Es  kann  nicht  zugleich  Grösse  und  Nichtgrösse  sein;  die  meti- 
physische  Fiction  der  Mathematiker  nahm  aber  ein  solches  Ui- 
ding  an.  ^ 

Zwischen  Null  und  irgend  einer  Grösse,  so  klein  sie  aod 
sein  möchte,  soll  es  nach  jener,  noch  heute  curshabenden  Fictia 
ein  Mittelding  geben.  Dieses  Mittelding  soll  nicht  Null,  aber  awk 
nicht  eine  sehr  kleine  Grösse  sein,  die  man  beliebig  annehiMi 
mag;  sondern  es  soll  jenes  Letzte  sein,  was  man  über  alle  Gn* 
annehmbarer  Kleinheit  hinaus  vorauszusetzen  habe.  Welch« 
Grad  von  Kleinheit  man  auch  setze,  nie  erreicht  man  den  fn^- 
liehen  metaphysischen  Zwitter  von  Null  und  Grösse ;  aber  ii 
Wolkenkukuksheim  der  Mathematiker  existirt  er  doch ;  denn  « 
selbst  haben  ihn  mit  der  Metaphysik  gezeugt,  und  er  ist  ihn« 
sogar  selbst  als  ein  sehr  zeugungsfähiges  Wesen  ei-schien» 
Fruchtbar  an  Unsicherheiten  und  Thorheiten  ist  nun  diese  Ficti« 
allerdings  gewesen;  zeugungsfähig  war  aber  nicht  sie,  senden 
das  Wahre,  was  in  und  trotz  ihrem  Nebel  sich,  wenn  auch  p- 
trübt,  mit  der  Unwillkürlichkeit  der  Natur  geltend  gemacht  tat 

Nach  Allem,  was  sich  in  die  Vergangenheit  zurück  abseta 
lässt,  ist  eine  sehr  alte  Redensart  daran  schuld,  dass  in  dei 
neuern  Jahrhunderten  der  Aberglaube  entstanden  ist,  durch  weld» 
jene  Fiction  des  Unendlichkleinen  geschaffen  wurde.  Der  Aus- 
druck „kleiner  als  jede  angebbare  Grösse"  kann  unter  Umsätf- 
den  einen  leidlichen  Sinn  haben.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  mfl 
ihn  nicht  für  etwas  Thatsächliches,  irgendwie  fertig  Bestehendes. 
sondeiTi  in  einem  ganz  andern,  sprachlichen  und  logischen  Zu- 
sammenhang braucht,  wo  er  sich  auf  unsern  Willen  bezieht,  etwtf 
immer  kleiner  vorauszusetzen,  als  irgend  eine  Grösse,  die  wir  j^ 
weilig  angeben  mögen.  Wir  überspringen  damit  im  Voraus  unsflt 
eigne  Satzung  und  durchlaufen  gleichsam   mit  einem   Blick  aBe 


bbis   zur  Null  hin  setzbaren  tirade  der  Kleinheit.     Dieser  eine 

■  Blick  ist  nllerdin^s  nur  der  Ueberschau  der  räumlichen  Bewegung 
r  zu  danken,  und  der  falsche  Schein,  der  hineinKemist-ht  wird,  be- 

■  richtigt  sich,  sobald  man  nur  fest  an  den  weit  klareren  arith- 
1  metischen  BegrifTen  hält.  Wenn  man  zwisHien  Eins  und  der  Null 
I  Brüche  einschaltet,  so  kann  man  sich  allerdings,  in  das  Unbe- 
r  Bchränkte  des  Zählens  hinein,  einen  Inbegriff  iiller  Einschaltbar- 
I  keiten  im  Voraus  denken.  Dieser  Inbegriff  ist  aber  nur  die 
I  Vorwegnahme  einer  unendlichen  Häufung,  gleich  der  Häufung  der 
I   Zahlen  in  der  unbeschränkten  Zahlenreihe.     Kr  ist  ein  BegritTs- 

rahmen  für  ilio  Voraussetzung  einer  nie  zu  vollendenden  Thätig- 
,    keit.     Wer    aber    hiebei  das  nie  zu  Vollendende  als  vollendet 

setzen  wollte,  würde  sich  nicht  nur  mit  seiner  eignen  Satzung  in 
I  ■Widersprach  setzen,  sondern  auch  zugleich  die  Ungereimtheit  he- 
I  gehen,  gegen  das  Gesetz  der  bestimmten  Anzahl  zu  vei-stossen. 
i  Alles  der  Zahl  nach  als  thatsäcblich  vorhanden  Gesetzte  kann 
I  eben  nur  in  bestimmter  Anzahl  dasein.  Eine  unendliche  Zahl 
^  als  etwas  Gegebenes  oder  fertig  Gebhares  ist  ein  Unbegriff.  d.  h. 
s  ein  in  sich  selbst  unwahrer,  haltloser  und  unmöglicher  Begriff. 


Auf  dieses  unser  Gesetz  der  bestimmten  Anzahl  baut  sich  eine 
ganze  Weltauffassung  und  eine  Berichtigung  der  bezQglich  des 
Zeit-  und  llauminhalts  falschen  Weltbegritfe  auf;  doch  hier  geht 
uns  zunächst  nur  das  rein  Mathemalische  an  sich  selbst  an.  Hier 
leistet  jenes  Gesetz  genug,  indem  es  aus  der  Anschauung  der 
Bewegung  die  künstlich  hineingebrachten  Vei-standes Widersprüche 
fernhält. 

Sagt  man  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse,  so  iiat  dies 
einen  Sinn  nicht  als  Thatsächlichkeit,  sondern  als  Möglichkeit. 
E.«  werde  irgend  eine  noch  so  kleine  Grösse  gegeben,  und  es  ist, 
unter  Voraussetzung  der  unbeschrilnkten  Theilbarkeit,  möglich, 
eine  noch  kleinere  zu  setzen.  Jener  kleine  Winkelabetand  gegen 
90"  wird,  indem  man  dem  beweglichen  Radius  nacheinander  ver- 
schiedene Lagen  giebt,  nach  rein  mathematischer  Anschauung  jeilen 
Grad  von  Kleinheit  annehmen  können;  ebenso  jeder  Linienab- 
stami,  wenn  man  dem  beweglichen  Punkt  zum  festen  immer  nähere 
Lagen  giebt,  Wenn  daher,  der  gewöhnlichen  Voi-stellung  von 
einer  absolut  stetigen  Bewegung  gemäss,  alle  Lagen  durchlaufen 
werden,  so  gewiimt  es  den  Anschein,  als  wenn  auch  alle  Grade 
der  Kleinheit  thatsäclilich  durchlaufen  sein  inOssten.  Die  Be- 
wegung erscheint  hier  als  die  Zauberin,  die  das  Unendliche  über- 
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brückt  und  vollendet,  also  einem  Widerspruch  und  einer  Ui^ 
reimtheit  zur  Wirklichkeit  verbilft.  Der  Eleatische  Zeno  k 
deshalb  sie  selbst  als  ungereimt,  als  täuschend  und  ak  cna 
blossen  Schein  angeklagt,  der  nicht  wahrhaft  existire.  Aostt 
aber  bis  zu  der  Narrheit  fortzuschreiten,  das  ganze  Sein  der  Be- 
wegung zu  leugnen^  hiltte  man  besser  in  den  eignen  Ventu^l 
greifen  und  dort  die  Voreiligkeiten,  KQnstlichkeiten  und  Fehkr 
aufsuchen  sollen,  mit  denen  man  sich  zuerst  den  B^riff  der  Be 
wegung  verdorben  hat.  Sinne,  sinnliche  Anschauung  und  Vor- 
stellung sind  an  dieser  Verderbniss  nicht  schuld ,  wohl  aber  's 
die  Vei*schulung  der  Begriffe  die  Ursache,  an  die  jenes  Wi*r- 
Spruchsraffinement  sich  zu  hängen  vermochte.  Die  Setzung  ^ 
endlich  vieler  getrennter  Punkte  in  der  Ausdehnung  ist  inn?^ 
nur  eine  Möglichkeit  und  nie  eine  vollendete  Thatsache.  V« 
zwei  unmittelbar  aneinanderhängenden  Punkten  haben  wir  «bv 
schlechterdings  keinen  Begriff.  Ausdehnungslose  Punkte,  on  & 
es  sich  im  strengen  mathematischen  Denken  nur  handeln  kift 
fallen  entweder  zusammen;  oder  aber  sie  haben  eine  Lage.* 
der  sie  nicht  zusammenfallen,  und  alsdann  haben  sie  auch  nt 
bestimmte,  als  angebbar  zu  denkende  Entfernung.  Auch  hU^ 
diese  Art  Nothwendigkeit  nicht  etwa  von  einer  erst  zu  untfr 
suchenden  volleren  Wirklichkeit  der  Dinge,  sondern  von  der  Be- 
schaffenheit und  Thätigkeit  unserer  Begriffe  und  unseres  Begreifei 
selbst  ab.  Eine  stetige  Folge  von  ausdehnungslosen  Punkt« 
von  denen  der  eine  da  anfinge,  wo  der  andere  aufhörte,  ist  fr 
her  selbst  ein  unzulässiger  Unbegriff.  Ueberhaupt  ist  die  miät 
matisch  cui*shabende  Stetigkeitsvorstellung  ein  verkappter  Un«* 
lichkeitsbegiiff  von  der  falschen  Art.  Wir  haben  daher  nur  d» 
Möglichkeit  der  Setzung  unbeschränkt  vieler  discreter,  d.  k 
unterschiedener  oder  getrennter  Punkte,  aber  nie  an  sich  Ä 
thatsächliche  und  vollendete,  also  innerhalb  einer  Linie  feilil 
vorliegende  Gesetztsein  solcher  Punkte  zuzulassen.  Ebensowes? 
dürfen  wir  zwei,  geschweige  unendlich  viele  Punkte  statuirtL 
die  unmittelbar  an  einander  hingen.  Die  Continuität  hilft  hi* 
gar  nichts;  ihr  Begriff  ist  gleich  dem  UnendlichkeitsbegrifT  ^ 
falschen  Hineinlegungen  freizuhalten,  und  alsdann  lässt  sie  sick 
nur  begrifflich  als  diejenige  Ursache  bestimmen,  vermöge  deici 
die  unbeschränkte  Einschaltbarkeit  von  ausdehnungslosen  Punkts 
möglich  ist.  Sie  selbst  wird  also  nur  durch  einen  Unendlichkeiti' 
begriff  definirt,  aber  wohlgemerkt  durch  einen  richtigen,  der,  fi* 


■jeder  wahre  Unendlichkeitsbegriff,  nur  ein  MöglichkeitsbefTriff  ist. 
,  Uebrigen  wivil  aber  die  erfahrungsmässig  zu  kennzeichnende 
itigkeit  nicht  in  Beziehung  auf  ausdehnungnlose  Punkte,  sondern 
I  Beziehung  auf  Elemente  von  irgend  welcher  Grösse  zu 
itimmen  sein. 

Beliebt  man  die  Redensart,  es  wachse  eine  Grösse  durch 
die  kleiner  Beien  als  jede  angehbare  Grösse,  so  liegt  hierin 
jelbe  Widei-spruch,  <len  wir  vorher  signalisirt  haben.  Nur  ist 
!  Form  desselben  etwas  verfänglicher.  Mau  kann  sich  näni- 
!i  das  stetige  Wachsen  nicht  genauer,  d.h.  in  einzelnen  Stationen, 
BtTorstellen,  wenn  man  es  nicht  unwillkfirlich  durch  einen  discreten 
piZuwachs  bestimmter  kleiner  Elemente  vor  sich  gehend  denkt. 
■Alsdann  bekümmert  man  sich  nicht  darum,  ob  und  wie  innerhalb 
HKdes  kleinen  Incrementes  selbst  noch  ein  Wachsen  stattßnde  oder 
Inrzustellen  sei.  Man  lässt  dies  vorläufig  auf  sich  beruhen.  Kommt 
ipnan  aber  in  den  Fall,  die  kleinen  Zuwachsungen  selbst  als  durch 
^Wachsen  entstandene  Grössen  zu  untersuchen ,  so  hindert  rein 
■mathematisch  nichts,  sie  wiederum  aus  noch  kleineren  Elementen 
■nisam mengesetzt  zu  denken,  und  so  fort  ohne  irgend  welche  Be- 
jKhränkung.  In  der  Wirklichkeit  physikalii^cher  Dinge  können 
■und  müssen  freilich  Schranken  vorhanden  sein;  aber  im  Reiche 
atfDathematischer  Begriffe  geht  uns  zunächst  nur  deren  eigne  Con- 
sKquenz  und  Widerspinichsfreiheit  etwas  an.  Hier  sehen  wir,  dass 
B  die  als  stetig  gedachten  Grössen  eben  ohne  Stufen  wachsen.  Von 
«ätufeu  und  Graden  ist  nur  da  zu  reden,  wo  man  selber  welche 
■setzt,  und  insoweit  dies  ^-eschieht  und  maassgebend  ist,  giebt  es 
^ben  keine  Stetigkeit  mehr,  die  im  streng  geometrischen  Sinn 
-«>  heissen  dürfte.  Stetige  Grössen  wachsen  also  an  sich  selbst 
tigAr  nicht  durch  Stufen,  sowie  sie  auch  niciit  als  aus  nachweisbaren 
estandtheilen,  die  an  sich  vorhanden  wären ,  zusammengesetzt 
id&cht  werden  dürfen.  Wir  setzen  in  ihnen  Abtheilungen  und 
tBcheiden  StQcke,  aber  an  sich  sind  diese  Grenzen  in  ihnen 
9it  vorhanden.  E»  ist  vielmehr  nur  unsere  Willkür,  welche 
ffraglichen  Einschnitte  macht.  Hieraus  sieht  man,  dass  der 
igkeitsbegriff,  also  in  erster  Linie  der  Begriff  von  der  Stetig- 
der  rftumlichen  Ausdehnung,  ein  Unendlicbkeitsbegritf  ist, 
•  richtig  gefassl,  nur  ein  solcher,  weldier  die  Möglichkeit  des 
ranbeechrilnkten  Setzens  von  Grenzen,  aber  nicht  das  unendlich 
uudilreiche  Gesetztsein  solcher  Grenzen  und  Punkte  einschlie.sst. 
Die  reine  Mathematik  hat  in  der  hier  fraglichen  Beziehung 
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keine  weitere  Aufgabe,  als  sich  mit  den  von  ihr  selbst  gefietzta 
Begriffen  in  widei*spruchsfreier  Uebereinstiminung  zu  halten.  Hien 
hat  sie  sich  nur  vorzusehen,  in  die  Begriffe  Mehr  hineindenkec 
zu  wollen,  als  erforderlich  ist.  Die  ganze  kritische  Arbatas 
den  verfehlten  Begriffen  besteht  also  darin,  diese  der  falschen  Phan- 
tasien zu  entkleiden,  oder  von  vornherein  an  die  Stelle  völlige 
Fehlbegriffe  rationelle  Conceptionen  zu  setzen.  In  der  That  blabt 
von  dem  metaphysischen  Unendlichkleinen  nach  einer  solcha 
kritischen  Arbeit  eigentlich  gar  nichts  übrig;  denn  den  Gedaoka 
dass  man  von  einer  mathematisch  gedachten  Grösse  zwei  Stflcb 
und  von  jedem  Stück  wiederum  zwei  Stücke  machen  und  so  qb-  l 
beschränkt  fortfahren  könne,  —  diesen  Gedanken  der  unbe- 
schränkten Zerlegbarkeit  in  Stücke  oder  Theile,  welche  in  jed« 
besondern  Fall  noch  kleiner  gemacht  werden  können,  als  ifgeK 
eine  für  diesen  Fall  gegebene  kleine  Grösse,  diese  Idee  wird  ibc 
doch  wohl  nicht  für  die  seit  Jahrhundeiten  curshabende  Goncqr 
tion  des  Unendlichkleinen  ausgeben  wollen!  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung wäre  nämlich  die  metaphysische  Verdinglichung  wA 
mehr  vorhanden ;  es  gäbe  nur  einen  Begriff  von  der  UnbeschrlDb- 
heit  in  der  Verkleinerung,  wie  es  andererseits  einen  giebt  ^ 
der  Unbeschränktheit  in  der  Vergrösserung. 

Stellt  man  positiv  die  verstandesmässigen  Begiiffe  hin,  xd 
zeigen  sich  diese  auch  als  genügend ,  sowie  als  zuverlässig  ifli 
bequem  brauchbar,  um  alle  mathematischen  Operationen  an  sä 
selbst  damit  zu  vollziehen  und  alle  praktisch  physikalischen  Cntff 
Buchungen  damit  anzustellen,  so  besitzt  die  Wissenschaft  daii 
nicht  nur  Richtigeres,  sondern  auch  Mehr,  als  je  von  den  firüliei« 
Halbbegi'iffen  trügerischer  Mischung  geleistet  wurde.  Man  g* 
also  bezüglich  des  Unendlichkleinen  davon  aus,  dass  an  seM 
Stelle  eine  Grösse  zu  setzen  ist,  die  im  Rechnungszusammenbaip 
jeden  Grad  der  Kleinheit  repräsentiren  darf  und  eventuell  tii 
soll.  Handelt  es  sich  beispielsweise  um  eine  Längenausdehnm^ 
80  kann  diese  Grösse  je  nach  Umständen  ein  Milliontel  MillimelV 
oder  aber  eine  Sonnen  weite  sein.  Wesentlich  ist  nur,  dass  die» 
jeweiligen  Bestimmungen,  die  man  in  der  Vorstellung  grade Ü 
Auge  fasst,  nicht  die  Hauptsache  ausmachen ,  sondern  dass  difi' 
in  dem  Gedanken  besteht,  dass  an  Stelle  dieser,  im  Rechnuif^ 
zusammenhange  in  Beziehung  auf  andere  Grössen  Verhältnis^ 
massig  klein  gewählten  Grössen  noch  kleinere  treten  köni* 
und  zwar  dergestalt,   dass  der  Kleinheit  durch  den  RechnuiVi^ 
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lusanimenhang  und  durch  die  N^itur  der  Aufgabe  keine  Schranhe 
gesetzt  ist.  Angenommen,  eine  klein  gewählte  Lunge  sollte  in 
der  reinen  Mathemiitik  naeh  willkürlicher  Satzung  oder  könnte 
in  der  Physik  nach  der  Natur  der  Aufgabe  nicht  kleiner  als  ein 
Milliontel  Millimeter  werden,  ao  wäre  die  Grössengattung,  der  sie 
angehört,  z.  B.  irgend  eine  Distanz,  die  man  sich  verändern  iässt, 
nicht  unbeschränkt  verkleinerungsfähig.  Hiemit  aber  fehlte  dieser, 
ich  sage  ausdrücklich  endlichen,  Grösse  die  Eigenschaft,  vermöge 
deren  sie  nach  dem  herkömmlichen  Jargon,  aber  in  unserm  ratio- 
nellen Sinne,  unendlich  klein  heissen  dürfte.  Wir  aber  werden 
vorläufig,  und  um  die  verschiedenen  Gedanken  auch  durch  ver- 
schiedene Wörter  zu  unterscheiden,  lieber  sagen,  unbeschrttnkt- 
klein.  Das  UnbesrhrÄnklkleine,  welches  hienach  den  verstandes- 
infti-sigen  Begriff  an  Stelle  des  veretandeswidrigen  Unendlich- 
kleinen vorstellt,  ist  eine  bestimmte  endliche  Grösse,  der  jedoch 
die  Kigenschaft  wesentlich  ist,  ohne  Schranken  kleiner  gesetzt 
werden  zu  können.  Sie  ist  aber  keine  veränderliche  Grösse, 
wie  man  das  Unendlichkleine  auch  neuevdiniis  fälschlich  definirt 
hat;  denn  sie  stellt  stets  einen  ganz  bestimmten  Grad  der  Klein- 
heit vor,  der  im  Rechnungszusammenhan^e  consequent  und  con- 
stant  festgehalten  werden  muss.  Unter  den  übrigen  Graden  der 
Kleinheit  kann  man  allerdings  wählen;  aber  i^tets  muss  man, 
nach  einmal  vollzogener  Wahl,  den  Kleinheits^rad  durch  das 
ganze  System  der  davon  abhängigen  Operationen  festhalten.  Denkt 
man  sich  also  eine  Grösse  aus  unheschräoktkleinen  gleichen 
Theilen  zusammengesetzt,  so  heisst  dies  soviel  als  man  wählt 
.willkürlich  sehr  kleine  Elemente  von  irgend  welchem  bestimmten 
Orade  der  Kleinheit  und  verpisst  dabei  nicht,  dass  diese  Wahl 
eine  gegen  Null  hin  schrankenlose  !;ewesen  ist,  und  dass  sie  auch 
auf  jeden  andern,  noch  kleineren  Werth  hiltte  fallen  können.  Ja 
sie  kann  durch  einen  solchen  und  durch  viele  solche  jeden  Augen- 
blick ersetzt  werden,  wenn  man  gleichsam  die  Basis,  auf  der 
alles  Uebrige  in  den  Operationen  beruht,  einmal  oder  Öfter  ändern 
will,  was  dann  aber  durchgängig  fUr  alle  weiteren  Abhängigkeiten 
geschehen  muss. 

Schon  der  Umstand,  dass  man  einen  unbeschränkt  kleinen 
Zuwachs  constant  macht,  ist  nichts  Nothwendipes,  sondern  die 
Folfje  einer  bestininilen  Wahl  des  Arrangements,  nach  welchem 
-man  sich  eine  Grösse  zusammengesetzt  oder  wachsend  denken 
will.     Die  Kleinheit  des  Jeweiligen  Elements,   welches  man  als 
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jeweilig  letztes  repräsentatives  BestaodstQck  der  Grösse  vor  Aoga 
bat,  ist  beliebig,  aber  in  der  einzelnen  Vorstellung,  wo  klar  ge- 
dacht wird ,  nie  nebelhaft  schwankend ,  sondern  völlig  bestimm 
Das  Unbeschränktkleine  ist  hienaeh  zunächst  das  Kleine  Qberhaopt, 
aber  mit  der  Eigenschaft  gedacht ,  dass  für  seine  Kleinheit  oack 
Null  hin  eine  unbeschränkte  Wahl  offen  steht.     E^  ist  jedemä 
eine  bemessene  Grösse;   aber  das  Zeichen  dieser  Grösse  ist  zs- 
gleich  mit  der  Erinnerung  behaftet ,  dass  es  in  einer  gegen  NoD 
hin   unbeschränkten  Weise  jegliche   noch   kleinere   Grösse  vo^ 
stellen  dürfe,  falls  nur  dieser  noch  kleinere  Wei-th  alsdann  saA 
durch   den   ganzen   Rechnungszusammenhang    festgehalten  wiri 
Die  XJnbeschränktheit  ist  daher  nicht  in  der  kleinen  Grösse,  ft 
etwa  unter  dem  Zeichen  dx  oder  als  kleine  geometrische  Lins 
vorliegen  soll,  irgendwie  verkörpert,  sondern  nur  ein  Gedant«. 
der   zu   dieser   an   sich  bemessenen,  ja  man  kann  dem  Sprich 
brauch   zum   Trotz    sagen,   endlichen  Grösse   hinzugesellt  wiri 
Dieser  Gedanke  besteht  aber  in  nichts  Anderem ,    als  dass  diet 
kleine  Grösse  Repräsentant  nicht  blos  für  ihren  eignen,  sondei 
für  jeglichen  Grad  der  Kleinheit  sein  soll.   Diffei-entiale  sind  ati 
kleine  Differenzen,  deren  Kleinheit  gegen  Null  hin  ohne  Schnsb 
angesetzt  werden  kann  und  soll.   Sogenannte  endliche  Differ^uei 
oder,    wie    wir  lieber   sagen   würden,   beschränkte    Differema 
würden  aber  im  exacten  Sinne  nur  diejenigen  sein  können,  fe 
welche  nach  Seiten  der  Verkleinerung  hin  eine  feste  Grenze  g^ 
zogen  ist     Der  strenge  Gegensatz  gegen  das  Unbeschränktkkte 
ist  das  Beschränktkleine.    Gemeiniglich  versteht  man  aber  \M 
endlichen  Differenzen  nach  der  einen  wie  nach  der  andern  Säüi 
gegen  das  Kleinere  wie  gegen  das  Grössere,  festbestimmte  Grössa 
Unter  dieser  Voraussetzung  macht  es  sich  aber  nur  um  so  kooi' 
scher,    wenn   man   das   A  x  als   sogenannte   endliche  DifTMt 
dennoch    immer   kleiner   und    kleiner   werden    lässt,    um  iM 
schliesslich  hart  vor  Null  im  Reiche  des  Grössenverschwindctf 
und  der  Grössennebel  bei  einem  unendlichkleinen    dx  Halt  fl 
machen  und  in  dieser  unergründlichen  Tiefe  infinitesimal  Ante 
zu  werfen.    Es  vei-steht  sich,  dass  es  allein  vei*standesmässig  iA 
von  vornherein  eine  beliebige  kleine  Differenz  zu  betrachten  wi 
sie  mit  dx  zu  bezeichnen,  aber  zugleich  hinzuzufügen,  dass  ^ 
Bezeichnungsweise  anzeigen  soll ,  wie  die  Wahl  oder  Setzung  ^ 
Kleinheit  dieser  Differenz  als  gegen  Null  unbeschränkt  zn  W 
stehen  sei. 


5.  Es  sei  hier  gleich  vorangeschickt,  dass  die  Differential- 
rechnung nach  uiiBerm  rationellen  Begriff  vom  Unbeschränkt- 
kleinen  eine  Annilherunpsrechnung  ist,  aber  wohl  zu  merken, 
eine  Rechnung  nicht  überhaupt  lier  Annäherung  im  gewöhnlichen 
Sinne,  sondern  der  unbeschrankten  Annäherung.  Jegliche  Rech- 
nung mit  dem  Unbeschranktkleinen  hat  die  EigenthOmlichkeit, 
dass  ihre  Beziehungen  und  Ergebnisse  nicht  Überliaupl  Functionen 
des  Kleinen,  sondern  des  Unheschrilnk (kleinen  sind.  Demgemäss 
liefern  sie  da,  wo  man  anstatt  der  unbeschränkten  Annäherung 
an  Null  die  Null  selbst  ins  Auge  fasst,  zu  diesem  wirklichen  uml 
echten  Grenzfall  auch  nicht  blos  Annilherungen  überhaupt,  sondeni 
unbeschränkte  Annäherungen.  In  dieser  Correspondenz  verschie- 
dener unbeschränkter  Annäherangen  an  den  Fall,  wo  die  Basis 
der  Operationen  hinterher  mit  Null  vertauscht  wird,  liegt  das 
Wesen  der  Infinitesimalrechnung.  Jener  Nullfall  ist  die  Norm, 
lan  welcher  die  Abweichungen  gemessen  werden,  und  die  Kleinheit 
idieser  Abweichungen  ist  unbeschränkt. 

Wollte  man  aber  den  Nullfall  gar  nicht  besonders  in  Frage 
bringen,  so  könnte  man  auch  sagen,  dass  Grössen  von  unbe- 
;schränkter  Kleinheit  in  allen  Functionen,  d.  h.  in  allen  Abhängig- 
ikeiten.  in  die  sie  eingehen  mögen,  Grössen  von  entsprechender 
iEigenschaft  mitgichbringen  können,  und  dass  diese  entsprechende 
Eigenschaft  es  ist,  mit  der  unmittelbar  gerechnet  wird.  Der 
^Umweg  durch  den  Nullfall,  d.  h.  das  Rechnen  mit  den  echten 
(Grenzen  selbst,  ist  durch  Lagrange  zum  Kanon  gemacht,  darf 
^ber  deswegen  nicht  uneingeschränkt  kanonisirt  werden.  Der 
^ullfall  tritt  nämlich  ei-st  dann  praktisch  ein,  wenn  durch  die 
^Uvision  zweier  unbeschränkt  kleiner  Grössen  eine  Grösse  ent- 
jSteht,  welche  nicht  mehr  zur  Gattung  der  als  Hülfsmittel  dienen- 
den TheilgrÖssen  gehört.  Dieser  Differentialquotient  ist  allerdings 
jneistens  nicht  rein  eine  solche  Hauptgrösse,  sondern  enthält  als 
^Zusatzbeimischung  noch  eine  unbeschränktkleine  Grösse.  Letztere 
.Rillt  aber  fUr  den  reinen  Nullfall  fort  und  wird  Obrigenei  auch 
jonBt  als  für  den  Rechnungszusammenhang  unerheblich  nicht  ab- 
ffesondert  in  Anschlag  gebracht.  In  der  überlieferten  gemeinen 
Differentialrechnung  confundirte  man  eben  beide  Bestandtlieile 
des  Differentialiiuotienten,  weil  man  sie  nicht  kannte,  denn  die 
iiebel  des  Unendlichkleinen  Hessen  derartige  strenge  Unterschei- 
Igen  nicht  aufkommen. 
Lagranges  i,  d.  h.  sein  Increment  zu  x,  ist  nichts  Anderes, 
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als  ein  UnbeschränktkleiDes  in  dem  von  uns  dargelegten  ntki- 
nellen  Sinne.  Lagrange  kam  aber  nicht  darauf,  dem  dx  k&m 
andem  Begriff  als  seinem  i  beizulegen,  und  dieses  nnzureicbes^ 
Verhalten  rührte  daher,  dass  er  noch  nebenbei  die  Hypothese  da 
gewöhnlichen  Unendlichkleinen  duldete  und  die  Übeln  Schatt» 
davon  in  seinem  Geist  nie  ganz  loswurde.  Hätte  er  die  Töi^ 
Uebereinstimmung  seiner  Zuwachsungen  i  und  o  mit  rationell  n 
denkenden  unbeschränktkleinen  Diiferenzen  dx  und  dy  eingesebei 
so  wQrde  er  auch  seine  Notation  der  abgeleiteten  Functiooen  or 

als  ein  ergänzendes  Hülfsmittel  eingefühlt  und  f'x  statt  3^» 

dx 

da  geschrieben  haben,  wo  es  sich  wirklich  um  die  Unterschädüf 

desNullfails  von  demjenigen  unbeschränktkleiner  Grössen  handek 

sollte.    Um  mit  den  Begriffen  und  Zeichen  von  Lagranges  FaB^| 

tionentheorie  und  Functionenrechnung  praktisch  in  der  Anwendic 

auf  Geometrie,  Mechanik  und  Physik   auszukommen,   mussw 

mit  den  i  und  0,  sowie  vielen  ähnlichen,  neu  zu  bezeichneita 

HQlfsgrössen  in  entsprechender  Weise  verfahren  und  rechnen  m 

mit  den  dx  oder  dy  oder  andern  isolirten,   d.  h.  noch  nicht  nj 

Quotienten  verbundenen  Differentialen  in  der  eigentlichen  Initj 

tesimalrechnung. 

Eine  Ausmerzung  der  Rechnung  mit  GrössenbestandtbeDal 
deren  Kleinheit  unbeschränkt  gesetzt  wird,  ist  nach  dem  Voisi' 
gehenden  nicht  möglich.  Ein  blosses  Zurücktretenlassen  jm 
Grössenbestandtheile  und  ein  vorherrschendes  Verlegen  der  Be* 
nung  auf  die  echten  Grenzfunctionen ,  welche  für  den  NulW 
gelten,  ist  aber  auch  ei*st  möglich,  nachdem  man  durch  die  fr 
rüstung  der  unbeschränkt  kleinen  Hülfsgrössen  gewisse  Ergebne 
und  Begriffe  bereits  gewonnen  hat.  In  der  wirklichen  Zergfr 
derung  der  zu  untersuchenden  Gegenstände  muss  man  immer 4 
den  kleinen  Hülfsgrössen  beginnen,  und  kann  diesen  erst 
Abschied  geben,  nachdem  sie  ihre  Dienste  gethan  haben. 
Lagrange  sind,  wie  gesagt,  die  Incremente  i  und  o  jene 
schränkt  kleinen  Hülfsgrössen ,  und  diese  figuriren  auch  in  tM\ 
Anwendungen  auf  Geometrie  und  Mechanik.  Sie  sind  dieed 
Unbeschränktkleinen,  und  es  ist  schade,  dass  sie  nicht  gleich rf 
einer  andem  Notation  veilauscht  und  als  elementare  Differant^ 
von  beliebig  zu  steigerndem  Kleinheitsgrade  eingeführt  wnrde^ 
Der  Grund  dieses  entscheidenden  Mangels  ist  bereits  angeg^ 

Die  unbeschränkte  Approximationsrechnung,  welche  Dii^ 


P  tdalrechnung  heisst,  bleibt  eine  unumgangliclie  Form  der  Unter- 
kl  Bocfaung  und  des  Rechnens;  denn  man  br»ucht  durchaus  nicht 
■  die  Absicht  zu  haben,  in  iigenii  einer  Gattung  von  Beziehungen 
I  aus  dem  eipentlichen  GiÖssenKcbiet  herauszutreten  und  statt  mit 
i  Grössen  mit  Nullen  rechnen  zu  wollen.  In  der  Null  verschwindet 
(    stets  die  fragliche  Grössengattung,  und  wo  nichts  ist,  da  ist  auch 

*    nichts  zu  erkennen.     Wenn  die  arithmetische  Form    „    dennoch 

.  einen  Sinn  hat,  so  ist  dieser  wenigstens  kein  unmittelbar  ereicht- 
licher,  sondern  nur  ein  mittelbar  festzustellender.  Die  Erschliessung 
dieses  Sinnes  setzt  voraus,  dass  man  die  Grössen  zu  Hülfe  nehme, 
die  in  jenem  Quotionten  zu  Null  geworden  sind.  F,igentlich  hat 
auch  jede  von  beiden  Grössen  eine  Zusammensetzuug ,  veimöge 
deren  sie  sich  in  einen  festen  Coefficienten  und  eine  HUlfsgrösse 
zerlegen  Ifisst.  Werden  nun  die  Hßlfsgrössen  zu  Null,  so  heisst 
dies  soviel,  als  dass  man  von  ihnen  abstrahirt,  und  es  bleibt  der 
verständliche  Bruch  aus  den  Coefficienten  übrig.  Dieser  ver- 
wandelt sich  nur  dann  in  die  nichtssagende  Form  -r-,  wenn  man 

jeden  Coefhcienten  mit  seiner  'SuW  wirklich  multiplicirt,  und  aus 
solchen  Verdeckungen  der  nothweudisen  Zergliederung  stammen 
die  unbestimmten  Nullquotienten.  Alle  DttTerentialquolienten  ver- 
wandeln sich  aber  in  die  Form  -  ,  sobald  man  die  unbeschränkt 

verkleinerungsfähigen  Differenzen  aufgiebt  uml  den  SpiTing  zum 
echten  Grenzfall  ausführt.  Dieser  Sprung  besteht,  näher  betrachtet, 
darin,  die  kleine  Grösse  durch  Theilung  und  Wegnahme  nicht 
blos  unbeschränkt  zu  verkleinern,  so  dass  noch  immer  ein  Rest 
von  ihr  bleibt,  eondeiu  sich  endlich  einmal  zu  entschliessen ,  so- 
zusagen in  einem  letzten  Act  auch  diesen  Rest  selbst  wegzunehmen. 
Ich  nenne  dies  absichtlich  einen  Sprung;  denn  in  dem  einen  Falle 
bleibt  man  im  Unbeschränktkleinen,  im  andern  springt  man  im 
eigentlichen  Sinne  des  Worts  von  der  exislirenden  Grösse  zum 
Grössennichts  hinüber. 

6,  Sichtlich  ist  es  das,  was  man  sich  unter  Exbaustion  der 
Alten  denkt,  was  mit  seinen  logisch  un/uliinglichen  Wendungen 
die  Ursache  geworden  ist,  dass  sich  auch  die  Neueren  nicht  recht 
zu  fassen  wussten,  mochten  sie  nun  durch  oder,  wie  Lagrange 
thcilweise,  ohne  die  absurde  Fiction  des  Uiiendlichkleinen  ihre 
Schlüsse  machen.     Schon  der  Nume  Erschöpfung  der  Grössen  ist 
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etwas  Ungenaues;  denn  in  der  Tfaat  wird  keine  Grösse 
ersphöpft,  dass  man  vom  jedesmaligen  Rest  immer  wieder; 
StQck  wegnimmt,  ohne  jemals  den  ganzen  Rest  auf  einmal 
Ziithun.  Wie  auch  das  Gesetz  der  Grössenveimiotferung  bi 
pein  möge,  man  kann  auf  dem  bezeichneten  W^e  immer 
eine  Couvergeuz  gegen  die  stets  jenseits  bleibende  Nail. 
nicht  Null  selbst  erreichen.  Aber  erst  in  letzterem  Fall 
die  GrBsKe  wirklich,  d.  h.  yollständig,  ausfjeschöpft.  Wenig 
heisKt  08  gegen  allen  Sprachgebrauch  und  die  ihm  zu  Gi 
liögenden  gesunden  Begriffe  veretossen,  wenn  man  ein 
ausgeschöpft  nennen  und  als  ausgeschöpft  ansehen  will, 
noch  ein  Uest  seines  Inhalts  darinist.  Der  Begriff  der  ExhaE 
in  daher,  wenn  auch  nicht  ganz,  so  doch  nahezu  so  trüge 
wie  derjenige  de»  Unondlichkleinen.  Er  bedeutete  un£:efähr< 
soviel,  wie  die  Ausmessung  von  Grössen  durch  Einheiten 
F.inheitBlheile,  ndt  denen  sie  nicht  messbar  sind.  Man 
und  will  zu  Ende  ausniessen;  aber  man  kann  es  nicht, 
macht  den  kleinen  Rest  selber  immer  wieder  zum  Maass, 
In  da«,  was  vorher  Maass  war  und  erhält  so  den  nie  end( 
Kettenhruch.  Dies  ist  das  Ergehniss  des  Bestrebens,  das  mit 
Einheit  Incommonsuvabele  trotzdem  mit  Theilen  dieser  Eii 
auBzumeseen.  Der  unerledigte  Rest  ist  hiehei  Gesetz;  denn  Kew  1 
er  »ich  erledigen,  so  wären  die  betreffenden  Grössen  zueinaDder ' 
eben  nicht  incoirimensurabel.  Die  sogenannte  Kxbaastion  bat  tun 
ihre  ent^icheidende  typische  Anwendung  im  Fall  des  Incommea* 
surabflln.  Sie  misst  die  vorgelegte  Grösse  alJerdinps,  jedodi 
immer  mit  Ausnahme  eineS'  Restes.  Dieser  Rest  kann  nun  duitli 
unbeschränkte  Wiederholung  der  Operationen  kleiner  gemadit 
werden,  als  irgend  fine  vorgeschriebene  Grösse.  In  der  jeweiliges 
Vorschreibung  oder  Angabe  dieser  Grösse  ist  man  nicht  beschränkt. 
Man  kann  in  ihr  jeden  lirad  der  Kleinheit  verwirklichen,  und 
mit  dem  liest  noch  darüber  hinausgehen.  Dies  heisst  i^oviel,  als 
der  Rest  seihst  kann  unbeschrankt  klein  oder,  wie  der  abe^ 
gläubisch  misBverstandene  Ausdruck  lautet,  kleiner  als  jede  angeb- 
bare GröEBe  gemacht  werden.  Welche  Grösse  man  nämlich  auch 
als  Norm  angeben  möge,  d.  h.  welchen  gesteigerten  Grad  von 
Kleinheit  man  auch  im  besondern  Falle  wählen  möge,  immer  kann 
man  den  Rest  durch  eine  gehörige  Anzahl  von  Wiederholungen 
der  erforderlichen  Theilungs-  oder  Mcssungsoperation,  arithmetiscli 
durch  Fortsetzung  des  Kettenbruchs,  noch  kleiner  mac 


tiafh«^^^ 
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Der  Aberglaube  hat  sich  nun  ein  Din^  voigesteltt,  welches  kleiner 
als  jede  angehh»i'e  Grösse  wäre  und  wa»  fileichsam  hinler  den 
Operationen  als  Ziel  fertig  daläpe.  Diese  Ungrösse  hat  in  der 
neuem  Zeit  den  Namen  des  Unendliclikleitieu  erhalten. 

Bleiben  wir  jedoch  hei  dein  Fehler  des  antiken  Exbaustions- 
beci-iHs  selbst.  Dieser  Fehler  liegt  darin,  dass  eine  unbeschränkte 
AnnAherunK  als  F,rschöpfunj;  fiRurirt.  Er  liest  zunächst  mehr  im 
unzutreffenden  Namen  und  Bilde,  als  in  der  Sache  selbst.  Ardii- 
niedes  selbst  begeht  nicht  ent^pi-echende  Uugenauißkeiteu ,  und 
nnr  die  ihm  später  unteruesthobeue  Weiidunji,  mit  welcher  der 
erforderliche  Sprung  vom  unheschriUikt  Appi-oximaliveu  zum 
JDxacten  gemacht  wird,  ist  mangelhaft.  Von  dem  Schluss  auf  die 
exacte  Grösse  selbst  werden  wir  erst  bei  der  Weithigkeiisniethode 
zu  reden  haben;  denn  dieser  Schi uss  beruht  in  erster  Linie  nicht 
auf  dem  Kleinheitsbegrilf,  sondern  aul  dem  Gegensatz  einer  festen 
Grösse,  die  nur  einen  W'erth  hat,  gegen  andere  verschieden  wähl- 
bare Werthe.  Auch  die  Beweismethode  von  Archimedes  beruht 
der  Retiel  nach  auf  der  Einschliessung  zwischen  zwei  unmöglichen 
Abweichungen  im  Mehr  und  im  Minder.  Es  wird  nünjlich  ge- 
wühulich  bewiesen,  dass  eine  fragliche  Grösse  nicht  das  Geringste 
kleiner  oder  grösser  sein  könne,  als  der  Behauptung  entspricht. 
Stillt  von  Ausschöpfung  sollte  man  stets  nur  von  unbeschränkt 
Approximativer  Ausschöpfung  reden.  Eine  Rxhaustion  findet  statt 
bi-4  auf  das  Unbeschränktkleine,  aber  dieses  bleibt  inexhaurirt. 
,In  eben  diesem  Sinne  giebt  es  filr  die  inkommensurabel n  Grössen 
keine  gegenseitige  Ausmessung,  wohl  aber  eine  annähernde  Aus- 
messung, und  zwar  nicht  blos  Überhaupt  eine  annithernde,  son- 
dern eine  unbeschränkt  annähei-nde.  Wo  man  aber  nichts  weiter 
Als  Grössen  gegen  Null  hin  zu  vermindern  hat,  also  kein  beson- 
deres Gesetz  vorliegt,  welches  diese  Verminderung  an  eine  be- 
atinimte  Art  und  Weise  bindet,  da  ist  auch  kein  Grund  vorhan- 
den ,  unter  Umständen  einen  letzten  Rest  nicht  grade  ebenso 
«ve^zunehmen,  wie  man  vorher  einzelne  Stücke  weggenommen  hat. 
Ia  häutig  wird  es  aicb  sogar  komisch  machen,  wenn  man  noch 
srst  die  Zwischenstadien  der  st  Uck  weisen  Verkleinerung  einschiebt, 
anstatt  von  vornherein  gleich  die  ganze  Grösse  von  sich  selbst 
abzuziehen  oder,  mit  andern  Worten,  sie  sofort  mit  Null  zu  ver- 
lauschen.  Im  Uebergange  von  irgend  einem  Punkt  der  Grösse, 
B.  einer  Linienausdehuung,  zu  einem  andein  Punkt  ist  ganz 
derselbe  Sprung  enthalten,  wie  wenn  dieser  Uebergang  ein  letzter 
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ist,  d.  h.  unmittelbar,  aho  oline  Einschiebung  weiterer  Zwischen- 
Umständlichkeiten,  zum  äussersten  Punkte  führt,  mit  welchem  die 
Grösse  endigt.  Kann  man  irgendwo  in  der  Linie  ein  Stock  weg- 
nehmen, so  kann  man  ebensogut  auch  ein  Endstück  oder  gleiek 
die  ganze  Linie  auf  einmal  vei-schwinden  lassen.  In  der  eines 
Operation  ist  nicht  mehr  gefordert  als  in  der  andern.  Der  Uete- 
gang  von  unbeschränktkleinen  Grössen  zur  Null  lässt  sich  hie 
nach  in  entsprechender  Weise  vollziehen,  wie  der  Uebergang  m 
irgend  einem  Kleinheitsstadium  zu  einer  Station  von  noch  grösserer 
Kleinheit.  Was  wesentlich  anders  ausfällt,  ist  das  Ergebniss, 
nicht  der  Schritt  dazu.  Der  Nullfall  ist  nicht  sowohl  der  Grosse  | 
als  vielmehr  der  Eigenschaft  nach  von  allen  andern  Unterschiedes. 
Er  ist  etwas  qualitativ  Anderes,  und  alle  Begriffe,  die  von  ihi 
mathematisch  geredet,  Functionen  sind,  zeigen  diese  Eigenschaft^ 
Ändeining  von  entscheidender  Wesentlichkeit  ebenfalls.  Nöth^ 
uns  jedoch  irgend  eine  Rücksicht  oder  ein  Gesetz ,  innerhalt 
eigentlicher  Grössen  zu  bleiben  und  nicht  zur  Nichtgrösse  oder< 
mit  andeiTi  Worten,  zum  grössenlosen  Werth  Null  Qberzuspringei, 
so  ist  es  genug,  bei  einem  einzigen  Stadium  der  Kleinheit  n 
bleiben,  und  sich  nur  zu  erinneiii,  dass  die  Kleinheit,  weil  in» 
beschränkte,  darum  auch  keine  bestimmte  ist  und  demgemi? 
die  Ei-setzung  durch  andere  Werthe  zulässt,  deren  Anzahl  mbt 
schränkt  bleibt.  Diese  Ei-setzung  kann  sogar  nicht  blos  nach  der 
Seite  der  Kleinheitssteigerung,  sondern  auch  im  entgegengesetstei 
Sinne  vorgenommen  werden,  —  ein  Umstand,  der  freilich  vollöNfe 
gegen  den  Aberglauben  an  das  Unendlichkleine  verstösst  Jto 
hat  nämlich  stets  eine  Amplitude  oder,  deutsch  geredet,  &^ 
Spielraum ,  innerhalb  dessen  man  die  Repräsentationsstufe  ^ 
Unbeschränktkleinen,  d.  h.  derjenigen  Grösse,  um  deren  uBh- 
schränkte  Verkleinerbarkeit  es  sich  handeln  soll,  wählen  diil 
Doch  die  V^erfolgung  dieses  Umstandes  würde,  wenn  wir  sdi» 
hier  auf  ihn  näher  eingehen  wollten,  zur  Untei^suchung  der  Stetif 
keitsweiten  der  Functionen  führen  und  die  Punkte,  wo  die  be- 
sondern  Gesetze  der  Grössenänderung  selbst  eine  AbändemS 
erfahren,  mit  zu  erörtern  nöthigen, 

7.  Das  unbeschränkt  Verkleinerbare  ist  nicht  ganz  einerki 
mit  dem  Unbeschränktkleinen;  denn  jedes  Stadium  einer  w 
änderlichen  Grösse,  der  für  ihre  Veränderung  gegen  Null  S 
keine  Schranke  gesetzt  ist,  ist  eben  nach  dem  Kleinen  hin  0* 
beschränkt.    Letzteres  genügt  aber  nicht ;  es    ergiebt  nur  d« 
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Iie;;riff  des  nach  einer  bestimmten  Seite  Unbeschränkten,  aber 
nicht  den  des  Kleinen,  der  für  die  Differentialrechnung  selbst 
auch  wesentlich  ist.  Man  könnt«  ihn  allerdings  durch  Methoden 
ersetzen,  die  den  Bepritf  des  Kleinen  nicht  einsuhliessen,  wenigstens 
nicht  von  vornherein  und  direct.  sondern  nur  insoweit  er  in  der 
Voi-steliunp  der  wiederholten  Verkleinerung  einer  gegebenen 
Grösse  mitenthalten  ist.  Die  Werthrechnung  wird  das  Mittel 
liefern,  die  Schlüsse  auf  die  ungemischten  Differentialcoefficienfen 
oder,  wie  Lagrange  sie  nannte,  auf  die  abgeleiteten  Functionen, 
ohne  Hülfsgrössen,  die  ii-gend  klein  zu  sein  brauchten,  zu  be- 
werkstelligen. Indessen  in  der  Praxis  der  Anwendungen  ist  ein 
von  voniherein  einzuführender,  ausdrücklich  als  solcher  figunren- 
der  Begriff  vom  Kleinen  d;ts  entscheidende  HülfsmitteJ;  denn  ohne 
ihn  Iftpst  sicJi  nicht  unmittelbar  wahrnehmen,  welche  Nebenein- 
mischungen,  wie  beispielsweise  die  nur  äusserst  geringfügig  vom 
Graden  abweichende  KiUmmung  eines  Curvenstückchens,  als  un- 
erheblich ausser  Betracht  gelassen  werden  können.  Nie  würde 
man  ohne  die  Vennittlung  des  Begriffs  des  in  Beziehung  auf  ein 
Ganzes  sich  als  genngfügigesTheilstiickchen  verhaltenden  Kleineu 
den  Pythagoreischen  Satz  auf  das  charakteristische  Elementar- 
dreteck haben  anwenden  können,  welches  den  unumgänglichen 
Ausgangspunkt  der  Curvenrectification  bildet  und  in  der  Diffe- 
rentialrechnung gradezu  die  uubeschrilnktkleinen  Grössen  d x,  ily 
und  äs  zu  Seiten  hat,  Hiebei  ist  nach  unaerm  rationellen  Be- 
griff ils  ein  unbeschränkt  wenig  krummes  Linienstück,  d.  h.  eine 
Linie,  die  in  ihrem  Verlauf  unbeschränkt  wenig  von  einer  graden 
abweicht.  Das  Wort  unbeschränkt  weist  natürlich  auf  etwas 
Correspondirendes  hin,  in  Bezug  worauf  es  erst  seinen  Sinn  hat. 
Lässt  man  nämlich  die  Wahl  der  Kürze  des  Linienstücks  unbe- 
schränkt sein,  so  wird  auch  die  Krümmung,  d.  h.  die  Ausdehnung 
der  Abweichung  der  Endtanpente  von  der  Anfangstangente,  als 
lineare  Entfernung  gemessen,  gegen  die  Liuienlilnge  seihst  un- 
beschrfltikt  klein.  Auch  haben  wir  hier  das  zugleich  einfachste 
und  wichtigste  Beispiel  einer  combinirteti  oder  dtippelten  Un- 
beschränktheil.  d.  h.  eines  UnbeschrüTiktkleinen  zweiter  Ordnung. 
Darauf  kommt  es  jedoch  hier  nicht  an,  sondern  auf  den  Umstand, 
dais  sich  lue  Unerheblichkeit  der  Krümmung  nur  an  der  ver- 
halt nissmässig  kleinen  Ausdehnung  zeigt.  Diese  Ausdehnung  mag 
immerhin  noch  nach  Sonnenweiten  messbar  sein,  wenn  nur   das 
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Ganze  der  Kreislinie  oder  sonstigen  Gurve  dazu  ein  ansehnliches 
Vielfache  bildet^  also  dagegen  gross  ist 

Klein  und  gross  sind  Begiifte,  die  ungeachtet  des  Spielraums 
und  eines  gewissen  Maasses  von  Unbestimmtheit,  welches  ihDen 
wesentlich  ist,  —  ja  zum  Theil  grade  wegen  dieser  LatitQde,  in 
der  Mathematik  nicht  entbehrt  werden  können.  Stellt  man  eis 
Kleines  oder,  genauer  gesagt,  einen  kleinen  Bestand  theil  dnesi 
Ganzen,  d.  h.  einer  Summe  oder  einem  Vielfachen  solcher  Be- 
standtheile,  gegenüber,  so  ist  es  von  praktischer  Bedeutung,  wie 
sich  verschiedentliche  Functionen  des  Kleinen  gestalten,  und  wie  sie 
sich  zu  irgend  welchem  Schlussergebniss  verhalten,  welches  des  f. 
Charakter  eines  Ganzen  hat.  Man  kann  auch  einen  bestimmte! 
Kleinheitsgrad  oder  Kleinheitsfuss  von  vornherein  einfilhren  and  i 
weiter  zusehen,  von  welchem  Kleinheitsfuss  die  ebenfalls  kleinen 
Bestandtheile  des  Schlussergebnisses  sein  mögen.  Man  kann  hier- 
aus eine  ganze  Rechnung  der  Unerheblichkeiten ,  der  praktisd 
geringfügigen  Abweichungen  und  Fehler  machen,  bei  welcher  der 
vermittelnde  Begriff  derjenige  einer  Grösse  sein  wird,  auf  die 
es  im  Laufe  der  Rechnung  nicht  ankommt,  weil  ihre  verschiedeDeo 
Functionen  schliesslich  im  Resultat  ebenfalls  eine  Grösse  ergeben 
würden,  auf  die  es  als  auf  einen  Bestandtheil  dieses  Resultats 
ihrer  verhältnissmässigen  Kleinheit  wegen  thatsächlich  nicht  an- 
kommt. 

Zu  der  Rechnung  mit  dem  Kleinen  sind  schon  die  Sinne  die 
Wegweiser.  Sie  sind  natürliche  Vertreter  der  Abstraction.  Sie 
sehen  von  dem  ab,  was  am  Kleinen  nebensächlich  ist,  weil  sie 
es  nicht  mehr  wahrnehmen.  Sie  ignoriren  mit  Recht  eine  Krüm- 
mung, die  ihnen  nicht  mehr  wahiiiehmbar  ist.  Liesse  sich  ihre 
Schärfe  auch  unbeschränkt  gross  machen,  was  aber  nicht  mit  ab- 
soluter Schärfe  zu  verwechseln  ist,  so  würde  für  jedes  noch  so 
hohe  Stadium  der  Schärfe  dieselbe  Bewandtniss  wiederkehren 
Es  würde  immer  ein  solches  Stückchen  einer  Kreislinie  beschafft 
werden  können,  an  welchem  wohl  die  Länge,  aber  nicht  die 
Krümmung  ins  Auge  fiele.  Das  Stückchen  würde  fQr  grade 
gelten  und  es  für  den  Sinn  auch  sein,  da  sich  die  KrQmmung 
in  der  Spur  der  Linie,  die  für  die  Sinne  eine  Dicke  haben  moss, 
verlöre.  Jedoch  auch  für  die  verstandesmässige  Sinnesauffassung, 
die  sich  als  absolut  ausgiebt,  indem  sie  mit  dem  Verstandesbegriff 
ins  Unbeschränkte  hinein  unterschieden  wissen  will,  besteht  die 
Thatsache,    dass   sich  die  Unerheblichkeiten   sinnesgem&ss  auf- 


drängen.  Die  Sinne  sind  hienach  sehr  weise  und ,  man  möchte 
sagen,  logisch  constituirt.  Sie  zeigen  mit  einem  Blick  das,  was 
der  re^ectivende  und  zergliedernde  Verstand  erst  hinterher  her- 
ausbringt, dann  aber,  freilich  auf  seinen  Grund  zurückführt,  in- 
dem er  es  nicht  nur  in  das  Unbeschränkte,  sondern  auch  sozu- 
sagen jenseit  dieses  Unbeschränkten  bis  zur  absoluten  Grenze 
verfolgt,  Vei-standesmäsaige  Sinnes  Vorstellung  darf  freilich  nicht 
als  jener  Zwiller  gedacht  werden,  den  verlegene  und  zweideutige 
Metaphysiker  wie  Kant  beliebt  haben,  um  sich  die  ernüthafie  Be- 
seitigung wirklicher  Schwierigkeiten  zu  ersparen.  Wir  machen 
dies  nicht  so;  für  uns  ist  die  Sinnesvorstellung  weder  in  sich 
widersprechend,  noch  wird  sie  durch  den  von  ihrer  bemessenen 
Schärfe  abstrahirenden  Verstand  vermöge  dieser  Abstraction  in  ihrem 
Wesen  verändert.  Für  die  Sinnasvorstellutig,  auch  wenn  sie  ideal 
gedacht  wird,  giebt  es  nur  Kleines,  nie  ünbeschränktkleines. 
Die  Unbeschrknktheit  beruht  auf  dem  Begntf  der  möglichen  Wie- 
derholung, ist  daher  ein  Verstandesbegriff  und  überdies  kein 
Thatsächlichkeits-,  sondern  ein  blosser  Möglichkeitsbegritf.  Auch 
gilt  er  nicht  etwa  blos  für  unser  Operiren,  was  ihn  ins  Subjec- 
tivistische  borniren  hiesse,  sondern  auch  für  die  Natur,  die  eine 
Grösse,  also  beispielsweise  eine  Ausdehnung,  unbeschränkt  theilen 
mag,  aber  ebenfalls  nie  eine  Unzahl  von  Theilen  vollendet  auf- 
weisen kann.  Der  Widersinn  der  unendlichen  Getheiltheit  ist 
nun  einmal  nicht  zulässig.  Auch  die  Bewegung  verwirklicht  ihn 
nicht;  denn  Bewegung  ist  vei-standesmässig  nichts  weiter  als  der 
Begriff  davon,  dass  Dasselhige  zueilt  an  einem  Orte  und  dann 
HD  einem  andern  sich  befindet.  Die  Sinne  zeigen  die  Spur  dieser 
Veränderung,  indem  sie  eine  Anzahl  Lagen  zusammenfassen.  Der 
Verstand  findet  aber  jedesmal  nur  die  Thalsache,  nämlith  die 
unterschiedliche  Lage,  vor.  Wie  es  im  innersten  Wesen  der 
IJinge  zu  dieser  unterschiedlichen  Lage  kommt,  davon  weiss  der 
Verstand  grade  soviel,  wie  von  jeglicher  Veränderung  oder  gar 
Schöpfung,  d.  h.  von  der  Ersetzung  eines  Begriffs  durch  einen 
andern,  der  einen  neuen,  vorher  nicht  dagewesenen  Bestandtheil 
initenthält.  Trot/dem  bleibt  aber  die  sachlogische  Position  fest, 
(I.  h.  ohne  Widerspruch,  sobald  nur  die  unbeschränkte  Theilbar- 
keit  des  Raumes  auch  vom  Staudpunkt  der  Natur  als  blosse 
Operatlonsmöplichkeit  und  nie  als  feriig  vollendete  Thatsäi-hlich- 
keit  gedacht  wird.  Wir  dürfen  also  auch  bezüglich  der  Bewetiung 
den  Nalurthatigkeiten  keinen  Widersinn  uutei-schieben  und    von 
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ihnen  nicht  etwa  voraussetzen,  dass  sie  eine  unbeschrankte  Vid- 
beit  zu  einer  gegebenen  Unzahl  unterschiedener  Raumtheile  YolIeA- 
den  könnten.  Einen  solchen  Begriff  dürfen  wir  nicht  zulassen: 
denn  mit  ihm  reproducirte  sich  in  feinerer  Gestalt  nur  der  g^ 
meine  Unendlichkeitsaberglaube.  Auch  ist  kein  Grund  vorhao- 
den,  sich  solchem  Widersinn  zu  ergeben;  denn  der  Uebeifran^ 
von  einer  Lage  in  eine  andere  ist  ein  binmchend  deutlicher  Be 
griff,  und  mit  ihm  kommen  wir  auch  mathematisch  aus,  oboe 
nöthig  zu  haben,  das,  was  dazwischen  liegt,  uns  mit  Charlati- 
nerien  vorgeblicher  Philosophie  zum  Schein  ausfüllen  zu  lassen 
Die  wahre  Weisheit  besteht  darin,  bei  dem  einfachen  Begriff  des 
Ueberganges  von  einem  Punkte  zum  andern  zu  bleiben  und  nicht«  \ 
weiter  zu  fordern,  als  das  Vorhandensein  eines  Grundes,  jeweiif 
nach  Bedürfhiss  unbehindert  Zwischenlagen  einzuschalten  und  » 
den  Uebergang  nach  Belieben  aus  zählbaren  Theilübei-gängoi  zu- 
sammengesetzt zu  denken. 

8.  Wonach  man  für  eine  exacte  Begi-ündung  der  Differentiil* 
rechnung  am  ehesten  zu  fragen  pflegt,  ist  der  Grund  der  Wef- 
lassungen  der  sogenannten  unendlichkleinen  in  Vergleichung  mit 
den  endlichen  Grössen  oder  auch  der  Unendlichkleinen  zweiter 
Ordnung  als  Summanden  neben  denen  erster  Ordnung  u.  dgl.A 
Es  vei-steht  sich,  dass  eine  rationelle  Antwort  auf  diese  alte  Frap 
nur  für  eine  bereits  rationalisirte  Differentialrechnung  gegeba 
werden  kann.  Andernfalls  können  nur  sinnliche  Redexe  von  d«r 
Kleinheit,  nebelhafte  Approximationsvorstellungen  oder  aber- 
gläubische Wendungen  zu  Tage  kommen.  Im  günstigsten  Falk 
wird,  wie  von  Lagrange,  die  Sache  selbst  auf  einem  andern  Wep 
erledigt,  so  der  directe  Weg  umgangen  und  gleichsam  durch  die 
Probe  erhärtet,  dass  die  nebelhaften  Fictionen  des  Unendliek- 
kleinen  und  die  Ueblichkeiten  der  W^eglassungen  und  Vemacfc- 
lässigungen  kein  falsches  Resultat  geben.  An  sich  und  innerlid 
sind  sie  hiemit  nicht  gerechtfertigt  und  können  es  auch  nickt 
werden,  solange  noch  irgendwie  ein  Zug  von  Metaphysik,  d.k 
von  Alchymie  und  Aberglauben  des  Unendlichkleinen  haften  blobt 
Letzteres  war  auch  noch  bei  Carnot,  dem  Zeitgenossen  Lagraiigtt 
mehr  als  hinreichend  der  Fall,  um  trotz  achtungsweilher  Be- 
mühungen um  bessere  Rechenschaft  und  ungeachtet  einiger  nttti- 
lieber  Beiträge  in  dieser  Richtung  doch  Alles  im  schwankenl 
Unbestimmten  zu  lassen  und  sich  nicht  einmal  zu  der,  wenn  aock 
nur  halbseitigen,  doch  auf  dieser   einen  Seite  festen  und  nebcl* 


freien  Positiou  LuRrauges  zu  erheben.  Garnot  wusste  beispiels- 
weise noch  nicht,  ob  er  mit  Euler  die  DiiTerentialquotienten  als 
14un<(Uotienten  un(t  wohl  ßar  die  Diffeientiate  als  Nullen  betrach- 
ten sollte  oder  nii^ht.  Caniots  VonitelJungeu  von  den  unvollkom- 
menen oder,  wie  wir  lieber  aa^en  möchten,  unexacten  Gleichungen 
ist  zwar  der  Wahrheit  nahegekommen,  musste  aber  an  ihr  vor 
beistreifen,  ohne  sie  berühren  zu  können,  ja  allen  Werth  ver- 
lieren, weil  der  natürliche,  einfache  und  strenge  Betriff  des  Un- 
beschränktkleinen  fehlte.  Dies  unentschlossene  tUn-  und  Her- 
schwanken zwischen  Null  und  dem  Uneudlichkleinen  barg  eine 
ganze  Kluft  des  Fehlerhaften.  Zwischen  Null  und  den  fraglichen, 
wenn  rationell  verstandenen  Grössen  gähnt  ein  Abgrund ,  in 
welchem  aller  Verstand  und  alle  Logik  dessen  verschlungen  wer- 
den, der  glaubt,  darüber  so  gleichgültig  bintänzeln  zu  dürfen, 
als  handelte  es  sich  auf  der  einen  und  auf  der  andern  Seite 
dieses  Abgi-undes  ungefähr  um  dieselbe  Sache.  Die  Ungeheuer- 
lichkeit dieser  Kluft  wird  nur  noch  von  der  Ungeheuerlichkeit 
des  Verhaltens  liberboteu,  das  ihrer  nie  recht  gewahr  wird. 

Alle  Weglassunpen  oder,  wie  man  auch  mit  Recht  sagt,  Ver- 
nachlässigungen sind  absichtliche  Ungenauigkeiten.  Diese  Un- 
eiactheiten  sind  aber  grundsätzlich  gewollte  und  insofern  Ab- 
stractionen  von  dem  Nebensilchliclien  und  Unerheblichen.  Wir 
haben  schon  gesagt,  dass  die  DifTerentialrechnung  als  Approxi- 
mationsrechnung  erscheint,  dass  sie  aber  ihr  Wesen  darin  hat, 
eine  Rechnung  mit  unbeschränkten  Approximationen  zu  sein.  Es 
giebt  kein  Mittel,  den  Algorithmus  der  Weglassungen  zu  recht- 
fertigen, als  einfach  einzugestehen,  dass  man  mit  Gleichungen 
operirt,  in  denen  gewis;?e  Glieder  fehlen,  aber  stillschweigend  in 
verküi-zter  Form  mitvorausgesetzt  werden  können,  ohne  dass  man 
an  der  weitern  Bearbeitung  wesentlich  zu  ändern  hatte.  Denkt 
man  sich  statt  einer  Reihe  von  Gliedern  nur  überhaupt  eine  ein- 
zige Grosse  Oller  Function,  die  unbeschräuktklein  ist,  als  einzigea 
Summanden  neben  endlichen  Gliedern,  so  ist  klar,  dass  man 
nachweisen  kann,  wie  die  algebraische  und  functionelle  Bearbei- 
tung dieses  Gesam»itaus<lrucks  immer  wieder  Glieder  liefeni 
wird,  die  Functionen  jenes  Unbeschränktkleinen  sind  und  selbst 
die  Eigenschaft  haben,  unbescbräuktklein  zu  sein.  Soll  es  daher 
auf  ein  Unbeschrilnktkl eines  neben  endlichen  Grössen  im  Resultat 
nicht  ankommen,  so  braucht  man  sich  nicht  immer  von  Neuem 
die  Mühe  zu  machen,  diese  unerheblichen  Nebenfunctionen  that- 
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sächlich  zu  eiinitteln.  Man  weiss  im  Voraus  und  im  Allgemeinen, 
dass  sie  den  Charakter  des  Unbeschränktkleinen  haben  mOssem 
und  dies  ist  genug.  Man  Oberhebt  sich  daher  der  Ausfbhniog 
dieser  Nebenrechnung,  indem  man  das,  was  zu  ihr  Veranlassung 
geben  würde,  sofoi*t  weglässt.  Im  Uebrigen  ist  fQr  den  beson- 
dern  Fall  die  wirkliche  Ausfühiiing  der  Nebenrechnung  der  ein- 
zige anschauliche  Beweis  für  ihre  Entbehrlichkeit.  Abstrahiit 
man  aber  von  dem  besondern  Fall  und  zeigt  an  ihm  durch  Her- 
vorhebung des  Wesentlichen  und  allen  Fällen  Gemeinsamen,  wie 
jegliche  solche  Nebenrechnung  entbehrlich  sein  müsse,  so  ist  bie- 
mit  der  abgekürzte  Algorithmus  gerechtfertigt.  Die  Nebenrech- 
nungen würden  doch  nur  das  liefern,  was  man  im  Resultat  sdh$ 
als  nebensächlich  nicht  braucht,  ja  sogar  gewöhnlich  zur  Seite 
lassen  würde,  wenn  man  es  auch  ohne  Mühe  hätte. 

Die  Rechnung  mit  dem  Kleinen  an  sich,  d.  h.  ohne  dass  der 
Begriff  der  Unbeschränktheit  hinzuträte,  gestattet  ebenfalls  Ab- 
kürzungen. Die  Functionen,  um  die  es  sich  hier  handelte,  wor- 
den Functionen  des  verhältnissmässig  Kleinen  sein,  und  es  win 
stets  ein  bestimmter  Fehlerspielraum  ^  von  dem  man  ^bstrahirte. 
und  der  auch  für  das  Resultat  übersehen  und  zwar  im  doppelta 
Sinne  des  Worts  tibersehen  werden  könnte.  Er  würde  von  von- 
herein  übei'sehbar  zu  machen,  d.  h.  zu  veranschlagen  und  hinter- 
her im  Ergebniss  als  unerheblich  zu  vernachlässigen  sein.  Eil 
solches  Verfahren  hat  für  solche  naturwissenschaftliche  Anwen- 
dungen, wo  die  Kleinheit  zwar  hochgi-adig,  aber  nicht  unbeschränkt 
vorauszusetzen  ist,  eine  entscheidende  Bedeutung.  Es  ist  dort 
der  einzige  Weg,  die  Differentialrechnung  rationell,  d.  h.  ota« 
die  falsche  Erdichtung  einer  nicht  vorhandenen  Unbeschränktheit 
in  einer  nebelfreien  und  logisch  widerspruchslosen  Weise  anweiKl' 
bar  zu  machen.  Hier  haben  wir  es  aber  noch  mit  der  eigent- 
lichen Differentialrechnung  und  den  für  dieselbe  geeignete! 
Anwendungen  zu  thun.  Demgemäss  beruht  auch  hier  auf  der 
Unbeschränktheit  des  Kleinen  die  entscheidende  Wendung.  D« 
Kleine,  welches  als  Summand  weggelassen  wird,  kann  nämliei 
immer  gegen  Null  hin  unbeschränkt  zusammengezogen  werdet. 
Alle  davon  abhängigen  Functionen,  die  selbst  unbeschränkt  Weil 
werden,  haben  die  gleiche  Eigenschaft  der  unbeschränkten  Za- 
sammenziehbarkeit  gegen  Null  hin.  Nun  kann  es  auch  im  letzten 
Ergebniss  in  der  Rolle  des  Summanden  nicht  auf  eine  Grösse 
ankommen,  deren  Contractionsfähigkeit  gegen  Null  hin  unbe- 
schränkt ist. 


I  Die  ersten  Abweichungen,  welche  etwa  durch  die  Weclnssungen 

eatBtehen,  und  die  ferneren  und  letzten  Abweichungen,  welche 

r  aus  jenen  früheren  entstehen,  sind  sämintlich  unbeschränkt  con- 
tvahirbar,  und  man  bleibt  daher  trotz  aller  Weplassunpen  immer 
in  der  Lage,  sich  mit  der  Genauigkeit  an  eine  absolut  genaue 
Grenze  unbeschränkt  anzunäheni.  Diese  Situation  des  unbe- 
schränkt Approximativen  wird  durch  die  Weglassungen  nicht  ge- 
ändert, und  im  Bestehenbleiben  dieses  entscheidenden  Umstandes 
liegt  das,  worauf  es  bei  einer  unbeschrankten  Annälierungsreeh- 
nung  überhaupt  nur  ankommen  kann.  Diese  Ueberlepung  giebt 
den  natürlichen  Grund,  der  auch,  wenn  auch  nebelhaft  ver- 
hüllt, in  den  geschichtlichen  Proceduren  niaassgebend  gewesen 
ist.  Ursprünglich  nümlich  hat  man  die  kleinen  Grössen  weg- 
gelassen, einfach  weil  man  sah,    dass  sie  in  der  unmittelbar  vor- 

I    liegenden  Gleichung  für  die  Verhältnisse   oder  sonstigen  Bezie- 

I  hungen  der  Hauptgrössen  gleichgültig  wären.  So  ist  man  zum 
ersten  Schritt  gelangt,  und  nach  seinem  Muster  hat  man  die 
weiteren  gethan,  bis  man  schliesslich  im  Allgemeinen  sah,  dass 
die  Vernachlässigung  äusserst  kleiner  Grössen  als  Summanden 
auch  in  den  letzten  5chlUEsergebniS!<en  stets  nur  äusserst  kleine 
Abweichungen  mit  sich  bringen  könnte.  Die  Kleinheiten  zweiter 
Ordnung  sind  aus  dem  BegrifT  des  verbältnissmässig  Kleinen  und 
durch  die  veranlassunggebenden  Functionen  sehr  natürlich  er- 
wüchsen, und  es  war  kaum  ein  besonderer  Schritt  nöthig,  um 
ebenfalls  zu  stehen,  dass  ein  gegen  das  an  sich  Kleine  selbst 
Kleines  als  Summand  annlog  behandelt  werden  müsse,  wie  wenn 
es  gegen  eine  sonstige  Grösse  eben  nur  in  einfacher  Weise  klein 
wäre.  Die  zusammengesetzte  Kleinheit  oder,  genauer  gesagt,  die 
Kleinheit  im  zusammengesetzten  VerhäJtniss  ist  ein  natürlicher 
Begriff,  und  ebenso  ist  es  die  Unerheblichkeit  des  zusammen- 
gesetzt Kleinen ,  verglichen  mit  dem  einfach  Kleinen.  Das 
FunctioneJJkleine,  also  das  Kleine,  welches  nach  dem  durch  eine 
Function  gegebenen  Gesetz  gegen  die  Basis  oder  gegen  das  Ai^u- 
ment  von  selbständiger  und  einfacher  Kleinheit  in  abhängiger 
Weise  klein  ist,  bietet  sich  als  eine  naheliegende  Verallgemeine- 
rung dar.  Fügt  man  nun  noch  zu  diesen  Kleinheiten,  welche 
durch  kleine  Grössen  oder  entsprechende  Zeichen  repräsentirt 
sind,  den  Begriff  der  Unbeschianktheit  hinzu,  so  hat  man  das 
rein  Bationelle  zu  jenem  historischen  Vorgang,  der  bald  auf  den 
Abweg  des  Aberglaubens  führte,  indem,  wie  namentlich  von  zwei- 
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deutigen,  ja  doppelzüngigen  Metaphysikei-n  wie  Leibniz,  jeoe 
Kleinheiten  als  unendliche  selbst  zweideutig,  nebelhaft  und  trfige- 
risch  gemacht  wurden.  Auf  diese  Weise  ging  die  gesunde  Xatnr 
des  Denkens,  die  wenigstens  instinctiv  bei  bessein  Geistern  b^ 
standen  hatte,  in  der  Haltungslosigkeit  und  Verlogenheit  des  Me- 
taphysischen unter. 

9.  Hauptgrössen,  welche  durch  Beziehungen  der  Hülfsgrössec 
gewonnen  werden,  ergeben  die  echten  Grenzen,  das  Wort  aiuk 
verstanden,  wie  es  in  jeglicher  Geometrie,  also  auch  schon  in  der 
antiken,  durch  einen  Begriff  vertreten  war.    Die  Grenze  ist  ä« 
andere  Grössengattung ,   insofern   sie    nicht    die    Dimension  der 
HQlfsgi*ös6en  zu  haben  braucht.     Doch  dies  nur  nebenbei.    In  der 
Hauptsache  haben  wir  nur  zu  bedenken,   dass  auf  Hauptgrösso. 
mochten   es   nun    Differentialcoefficienten   oder   Integrale,  d. k 
summatorische  Begriffe,  sein,  die  Aufmerksamkeit   auch  da  ge- 
richtet war,  wo  zunächst  unmittelbar  nur  die  Differentiale  nffi 
einander  verglichen  und,    wie  beispielsweise  behufs   der  Rectü- 
cation ,   in  Gleichung  gesetzt  werden  konnten.     Hatte  man  no 
immer  die  Beziehung  der  Hauptgrössen  als  letzte  Norm  vor  Ang«. 
80  hielt  man  sich  auch  unwillkürlich  an  diese  als  an  die  Ziele,  desei 
gegenüber  die  Begriffe  von   Annäherung  und   Genauigkeit  oder 
Vernachlässigung  erst  einen  bestimmten  und  deutlichen  Sinn  habei 
konnten.    Wenn  man  also  etwas  vernachlässigte,  so  verfuhr  mfl 
80,  weil  man  sich  sicher  glaubte,  durch  eine  solche  WeglassoK 
nichts  am  Wesentlichen,  d.  h.  nichts  an  denjenigen  Beziehnngei 
zu  ändern,  aus   denen  die  Hauptgrössen  zu  entwickeln  ^nirei 
Bei  jedem  Schritt,  den  man  in  Beziehung  auf  das  Hantiren  rä 
einer  Gleichung,  also  zu  deren  weiterer  Bearbeitung  that,  ma?stt 
man   sofort  beurtheilen,  was  eine  Weglassung  an   der  näcktfl 
Folge  der  Gleichung  abändeni   könnte.     Hiebei  hatte  man  te 
Norm  für  das  Urtheil  die  Einsicht,  ob  Beziehungen,   die  sich  ii 
Hauptgrössen  ausdrückten,  alterirt  würden  oder  nicht.   Die  Hanjt- 
grosse  war  demnach  der  Yorbegriff,    der  demjenigen   der  echW 
Grenze,  wie  wir  diese  vei-stehen,  geschichtlich  unwillkürlich,  wi* 
auch  ohne  besondern  Namen,   vorangegangen  ist.     Offenbar  W 
man  sich  auf  diese  Weise  jeglichen  Algorithmus  mit  Hülfsgrössti 
von  äusserster  Kleinheit  geschaffen,  wie  er  mehrgestaltig,  m^ 
zwar  nicht   etwa   blos   bei  Fermat,   der  sogenannten   Erfindnf 
einer  vollständigeren  Differentialrechnung  vorangegangen  ist,  jt 


iß  den  approximativen  Kxhaustioneu  der  Alten  schon  einige  Wur- 
zeln getiieben  liatte. 

Unter  Anwendung  unseres  strengen  Begriffs  vom  ünbe- 
schrilnktkl einen  wird  man  eine  abgekürzte  Gleichung,  wo  sie  nicht 
zufällig  ganz  genau  ist,  als  eine  unbeschränkt  angenäherte 
Gleichung  oder,  was  dasselbe  heisst,  als  eine  unbeschränkt  ge- 
ringfQgige  Ungleichheit  auffassen  können.  Man  kann  diesen  Ge- 
sichtspunkt sopar  gleich  symbolisch  in  das  Gleichheitszeichen  ver- 
legen und,  um  sich  die  fragliche  Wendung  recht  anschaulich  zu 
machen,  an  Stelle  des  einfachen  Gleichheitszeichens  ein  abgeän- 
dertes, etwa  mit  einem  v  darüber,  setzen.  Wir  können  über- 
haupt durch  einen  mit  der  Spitze  nach  unten  gerichteten  Winkel 
oder  im  Druck  durch  ein  «,  das  wir  vor  oder  über  die  Grössen 
schreiben,  das  Unbeschränktkleinsein  dieser  Grössen  anzeigen, 
wo,  wie  in  vielen  Fallen,  die  DitTerentialnotation  nicht  ausreicht 
oder  den  im  besondern  Fall  unpassenden  Nebenbegrjff  einer  Diffe- 
renz fälschlich  einmischt.  Nun  dürfen  wir  so  gut  wie  zu  den 
Grössen,  so  auch  zu  den  Begriffen,  in  unserm  Falle  also  zu  dem- 
jenigen der  Gieichsetzung,  jenes  Zeichen  gesellen.  Hiemit  geben 
wir  der  Beziehung  zweier  Grössen,  vermöge  deren  sie  sich  wenig 
und  zwar  unbeschränkt  wenig  von  einander  unterscheiden,  einen 
hesondern  abstracten  Ausdruck.  Da  eine  solche  Beziehung  schon 
bei  der  antiken  sogenannten  Exhaustion  eine  Rolle  siiielt,  so  ist 
ihr  möglichst  abstracter,  kurzer  und  sichtbarer  Ausdruck  ander- 
weitig noch  nützlicher  als  grade  in  der  Frage,  die  uns  augen- 
blicklich beschäftigt.  In  ilieser  letztem  Hinsicht,  also  in  den 
Gleichungen  zwischen  Differentialen,  geht  es  nämlich  nicht  an, 
an  Stelle  der  Gleichheiten  durchgängig  lauter  unbeschrUnkt  an- 
genäherte Gleiibheitcn  oder,  was  dasselbe  heisst,  lauter  unbe- 
schränkt kleine  Abweichungen  zu  setzen  und  an  die  Stelle  der 
Bearbeitungsgesetze  der  Gleichungen  die.  übrigens  übereinstim- 
menden, Bearbeitungsgesetze  unbeschränkt  kleiner  Ungleichheiten 
treten  zu  lassen.  Freilich  geht  es  an,  für  da.s  Raisonnement, 
welches  sonst  am  Faden  der  Gleichheiten  hinläuft,  einen  neuen 
vei-mittelnden  Begriff  zum  Leitfaden  zu  nehmen.  Dieser  darf 
hiefür  aber  nicht,  anstatt  des  Fortschreitens  von  Gleichung  zu 
Gleichung,  ausschliesslich  derjenige  eines  Fortschreitens  von  Un- 
gleichheit zu  Ungleichheit  werden.  Man  hat  nämlich  stets  die 
roffene  Alternative  im  Sinne  zu  behalten;  denn  unter  Umständen 
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kann  eine  strenge  Gleichheit,  unter  andern  umständen  eine  ib- 
genäherte  das  Ergebniss  der  Abkürzungen  sein. 

Nähme  man  die  Abkürzungen,  d.  h.  die  Weglassungen  mri 
die  Ausmerzungen  des  Nebensächlichen,  consequent  und  allseitig  aa 
allen  Gliedern  vor,  wo  sie  zulässig  sind,  so  würde  man  nur  lauter 
strenge  Gleichungen  erhalten.  Dies  thut  man  aber  der  Re^ 
nach  nicht,  und  kann  es  auch  nicht,  weil  das  theils  Unzureicheode, 
theils  Ungehörige  und  Zweideutige  der  Leibnizischen  Differentiil- 
notation  daran  hindert.  So  ergeben  sich  die  sozusagen  hinkendei 
Gleichungen,  in  denen  Differentiale  und  namentlich  Differantial- 
quotienten  in  ihrer  unmittelbaren  Bezeichnung  unabgekürzt  figo- 
riren,  während  die  speciell  ermittelten  Werthe,  die  ihnen  gjäd 
gesetzt  werden,  in  abgekürzter  Gestalt  auftreten.  Bei  den  unab- 
hängigen Differentialen  und  ebenso  bei  den  blos  linear  abhängiges 
giebt  es  in  dieser  Beziehung  keinen  Unterschied ;  bei  jedem  ao- 
dem  abhängigen  Differential  ist  aber  zwischen  seinem  abgekürzte! 
und  seinem  vollständigen  oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  sdnen 
reinen  und  seinem  gemischten  Werth  zu  unterscheiden.  Seil 
abgekürzter  oder  reiner  Werth  ist  stets  eine  lineare  Function  des 
unabhängigen  Differentials,  während  sein  gemischter,  d.  h.  toD- 
ständiger  Werth  aus  dem  unabhängigen  Differential  durch  dii 
vollständige  Hauptfunction  und  nicht  durch  deren  Ableitung  be 
stimmt  wird.  Am  unmittelbarsten  sichtbar  ist  diese  Zweideutig- 
keit an  den  Differentialquotienten ;  diese  sind  vermöge  der  No- 
tation der  Regel  nach  gemischte  Grössen,  und  ihr  reiner,  toi 
den  Hülfsgrössen  unabhängiger  Kern  ist  erst  durch  Lagrai^ 
Notation  einer  ihn  besonders  hei-vorhebenden  Bezeichnung  thd- 

haft  geworden.     Jedoch  hat  Lagrange  selbst  zwischen  --X-  noi 

dx 

f  (x)  nicht  derartig  streng  untei*schieden,  dass  er  etwa  zugleich 
den  Doppelsinn  des  Zeichens  -r^  aufgedeckt  hätte.     Hieran  hia- 

aX 

derte  ihn  das  nebenbei  wenigstens  noch  als  Hypothese  conse^ 
virte  Unendlichkleine.    Von  unseim  consequenten  Standpunkt  itf 

giebt  es  aber  für  --p-  zwei  wesentlich  vei*schiedene  Werthe,  je 

nachdem  dx  blos  unbeschränkt  klein  gesetzt,  oder  aber  mitNfli 
vertauscht  wird.  Letzterer  Werth  gehört  gar  nicht  in  die  eigat- 
liche  Differentialrechnung,  d.  h.  nicht  in  die  Rechnung  mit  ob- 
beschränkt  kleinen  Grössen. 


Werden  an  der  Dilferentialnotation  keine  den  Nulirall  mar- 
kirenden  Aendeiungen  vorgenommen,  so  bleibt  sie  gänzlich  un- 
geeignet, strenge  und  feste  Beziehungen  auszudrücken.  Jedoch 
auch  eine  solche  Abänderung  könnte  nur  etwas  Halbes  sein  und 
mUsste  wiiiei-spiechend  gerathen,  solange  man  die  ui-sprünglichen 
Bülfsgrössen  unverändert  beibehalten  wollte.  Man  mOsste  für 
dy,  um  anstatt  seines  gemischten  seinen  reinen  Werth  /'"  (x)  dz 
auszudrücken,  y  mit  einem  andern  I)  irgend  einer  Art  vei-sehen. 
Bei  dieser  Auskunft  würde  man  noch  innerhalb  eines  Gebiets  von 
HQlfsgrössen  bleiben,  aber  die  alten  Hulfsgrössen ,  ausgenommen 
die  unabhängigen  Dilferentiale ,  mit  neuen  vertauschen.  Dies 
würile  aber  in  der  Analysis  ein  ziemlich  übei-flüssiges  Zwischen- 
Stadium  ergeben.  Haben  die  ursprünglichen  Hulfsgrössen  ihre 
Pienste  gethan,  um  die  festen  punktuellen  Beziehungen  zu  er- 
mitteln, in  denen  die  kleinen  HOlfsdimensionen  abgethan  sind, 
Bo  stellt,  etwa  ausser  der  eingewurzelten  Gewohnheit,  also  an  sich 
gar  nichts  im  Wege,  alle  Rechnung  nur  als  Rechnung  mit  solchen 
festen  punktuellen  Functionen  zu  handhaben.  Alsdann  gelangt 
man  aus  dem  sinnlichen  Vor-  und  HDifsstadium  heraus,  und  hat 
mit  HQlfsgrössen,  seien  sie  nun  difTerentiell  zweideutig  oder  be- 
reits berichtigt,  fernerhin  nichts  zu  schaffen.  Wohl  aber  ist,  wie 
oben  bemerktich  gemacht  wurde,  ein  Vorstadium  von  Hulfsgrössen 
überhaupt  nicht  zu  vermeiden.  Diese  Hülfsgiössen  brauchen 
nicht  grafle  klein  zu  sein,  wie  die  Wertberechnung  nachweisen 
wird;  aber  ihre  Kleinheit  ist  auch  sofort  ein  erwünschter  und  im 
thatsftchlichen  Auffinden  sogar  unentbehrlicher  Fingerzeig  zur 
vorläufigen  Beurtheilung  der  zu  bestimmenden  Beziehungen  von 
Hauptgrössen.  So  mangelhaft  also  auch  die  Dilferentialnotation 
in  ihrem  thatsUchlichen  Gebrauch  ist,  so  kann  sie  doch  für  die 
Anfilnge,  d.  h.  für  die  ersten  HUlfsoperationen,  gute  Dienste  leisten. 
Ausserhalb  dieses  vorbereitenden  Stadiums  hat  sie  aber  keinen 
Firengen  Sinn  mehr.  Schon  diese  fortwährende  Quotientenform 
von  Functionen,  die  an  sich  keine  Quotienten  sind,  ist  etwas 
ästhetisch  Widerwäiliges.  Diese  zusammengesetzte  und  schleppende 
Bezeichnung  passt  für  den  Grössenfull,  aber  nicht  für  den  Null- 
CbII.  Die  ganze  Differentialrechnung  sieht  mit  ihrem  Steckenbleiben 
in  den  Hulfsgrössen  so  ans,  wie  sich  etwa  eine  Geometrie  aus- 
Debmen  würde,  die  noch  mit  dicken  Punkten  und  breiten  Linien 
bantirte,  also  ihre  Schäife  noch  nicht  bis  zum  Begriff  geometri- 
scher Grenzen  entwickelt  hätte.    Bei  Euklides  ist  der  Funkt  noch 


—  Se- 
als etwas  definirt,  was  keine  Theile  habe,  und  diese  scUechte 
Definition  ist  offenbar  noch  ein  Ueberrest  von  jenem  Stadim 
in  welchem  geometrische  Atome  und  untheilbare  Linien  als  Reflexe 
der  unmittelbar  sinnlichen  Auffassung  physischer  Dinge  noch  keine 
Unmöglichkeit  waren.  Die  neuere  Analysis  hat  das  Zwitterstadim» 
dieser  Art  noch  nicht  überwunden;  denn  sonst  würde  sie  deo 
gi*össenlosen  Punkt  in  jeglicher  Grösse  ebenso  als  maassgebeDdeo 
Grundbegriff  ein-  und  durchgeführt  haben,  wie  dies  wenigstess 
schon  theilweise  mit  dem  ausdehnungslosen  Raumpunkt  von  Alteß- 
her  geschehen  und  nur  durch  die  zwitterhafte  Infinitesimalanaljss 
wieder  beeinträchtigt  worden  ist. 

10.  Es  wurde  schon  früher  bemerkt,  dass  zur  consequ€»ta  I 
Durchführung  einer  Rechnung  mit  lauter  punktuellen  Functioo^ 
auch  die  Bildung  neuer  entsprechender  Realbegiiffe  in  Geometrie. 
Mechanik  und  Physik  gehöre,  und  dass  derartige  WendoDg« 
(iaher  für  gewisse  Fälle  sich  weit  unbequemer  anliessen ,  als  die 
überlieferte  Manier,  in  solchen  Fällen  bei  den  HülJEsgrössen  n 
bleiben.  Ein  kleines  Curvenstückchen,  in  welchem  die  KrQmmai^ 
gegen  seine  Länge  ebenfalls  klein  ist,  stellt  stets  einen  beqQ^nen 
Begriff  vor,  an  den  sich  derjenige  der  integiirenden  Summatioa 
anlehnt.  Will  man  nun  auch  hier  von  der  Hülfsgrösse  abstrahireo. 
so  bedarf  man  eines  ähnlichen  Realbegriffs,  wie  fQr  einen  andem 
Fall  deijenige  der  streng  punktuellen  Tangente  oder  bezQglidi 
der  Bewegung  derjenige  der  streng  punktuellen  Geschwindigkeit  be- 
reits ist.  Man  muss  die  hier  entsprechende  Hauptgi'össe  sachüfk 
hervorheben,  ihr  einen  besondeni  Namen  geben,  also  den  mm 
Coefficienten,  der  von  dem  betreffenden  Punkte  aus  die  Tangefi- 
tenlänge  erzeugt,  etwa  unter  der  Bezeichnung  Längenfactor  ^eicb 
den  Tangenten,  Normalen,  Krümmungshalbmessern  u.  dgl.  a 
einem  selbständigen  geometrischen  Gebilde  machen.  Doch  die 
Einzelheiten  der  Ausführung  hievon  interessiren  jetzt  noch  nicK 
Wichtig  bleibt  nur,  dass  ein  ganzes  System  von  sti-engen  Be- 
griffen ei-st  ausgebildet  werden  muss,  ehe  der  unbestimmte  SpA- 
räum  vei-schwindet,  welcher  den  HOlfsgrössen  auch  da  anhaftet 
wo  sie  bis  jetzt  noch  die  ausgedehnteste  Rolle  spielen  und  umA 
Lage  der  Entwicklung  der  den  Mathematikern  und  Physiken 
geläufigen  Begriffe  auch  spielen  müssen.  Es  ist  nämlich  ein  er- 
heblicher Unterschied,  in  welchem  Stadium  man  von  der  Hülfe- 
grosse  loskommt.  Dies  kann  entweder  schon  bei  den  Differes- 
tialbeziehungen   selbst,   oder    aber   erst   mit   den    Int^ratioB» 


eeechehen.  Braucht  man  noch  eine  Hülfsgiösse,  um  das  Integral, 
also  etwa  die  Curvenlänge,  id  sachlicher  Weise,  also  in  geome- 
trischen Fällen  auf  geometrische  Art,  deutlich  zu  denken,  so  ist 
das  letzte  Ideal  der  möglichsten  Emancipation  von  schwankendeo 
Hülfsgrössen  noch  nicht  erreicht.  Die  unmittelbare  Beziehung 
des  Bestimmten  zam  Bestimmten,  also  der  Hauptgrösse  zur  Haupt- 
grösse,  i^t  die  endgültige  Form,  die  mau  im  Geiste  fixirt  wünscht 
und  zu  der  irgend  welche  Hülfsgiössen,  ob  klein  oder  gross,  nur 
die  Brücke  bilden.  Ist  man  vermöge  solcher  Brücken  an  ge- 
wissen entscheidenden  Stellen  einmal  in  das  feste  Gebiet  der 
Hauptgrössen  gelangt,  so  hat  man  nicht  nöthig,  die  alten  Brücken- 
stege immer  wieder  von  Neuem  zu  wandeln.  Man  kann  vielmehr 
alle  Schlüsse  unrl  Rechnungen  unmittelbar,  d.  h.  ohne  jene  ur- 
sprünglich vermittelnden  Vor-  und  Hülfebegriffe  vollziehen.  In 
diesem  Sinne  ist  sogar  noch  mehr  möglich,  als  was  Lagrange  in 
seinen  exacteren  Werken,  der  Functionentheorie  und  den  Vor- 
trägen über  Functionenrechnung,  bereits  durchgeführt  hat. 

Jedoch  sei  ausdrucklich  daran  erinnert,  dass  dies  Alles  nur 
im  Falle  eigentlicher  IlülfsgrÖssen  gilt.  Hat  man  es  dagegen  mit 
einem  physikalischen  Anwendungsgebiet  zu  thun,  in  welchem  die 
kleinen  Grössen  an  sich  vorhandene  Wirklichkeiten  und  nicht 
blos  von  uns  eingeführte  HOlfsmittel  der  Eintheilung  sind,  so  muss 
auch  mit  ihnen,  sei  es  in  unabgekürzter  oder  abgekürzter  Weise, 
unmittelbar  gerechnet  werden,  so  dass  hier  Alles  unbeschränkt 
gilt,  was  früher  von  der  mathematischen  Nothwendipkeit  gesagt 
wurde,  dauernd  innerhalb  des  Gebiets  der  kleinen  Theilgrösaen 
zu  bleiben  und  unmittelbar  mit  diesen  zu  operiren.  Erst  wo  es 
sich  physikalisch  ausschliesslich  wieder  um  GesammtefFecte  han- 
delt, in  denen  die  Bebtandtheile  als  solche  unerheblich  werden, 
kann  und  muss  man  von  den  kleinen  Elementen  abstrahiren  und 
zu  Gr&ssen  gelangen,  die  sich  ohne  sie  ausdrücken  lassen.  AIs- 
ilann  liegt  der  Fall  vor,  wo  die  Elemente,  trotzdem  dass  sie  end- 
lich sind  lind  sich  auch  nicht  stetig,  sondern  in  gesetzmässiger 
Unterbi-ochenbeit  aneinanderreihen,  ilennoch  aus  der  Rechnung 
zu  verschwinden  haben.  Pie  eigentliche  Differentialrechnung  in 
ihrer  bisherigen  Verfassung  ist  ftir  diese  Aufgaben  unzureichend; 
sie  bedai-f  erst  einer  Abänderung  oder  Erweiterung  ihrer  einsei- 
tigen und  beschränkten  Begriffe,  um   hier  anwendbar  zu  werden. 

Es  liegt  die  Lösung  letzterer  Aufgabe  indessen  noch  weit 
ab;  denn  noch  sind  nicht  einmal  die  stetigen  Differential  begriffe 
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völlig  erledigt  Hiezu  fehlt  als  Grundlage  noch  eine  klir  m- 
dernde  Voi-stellung  von  dem  Unterschiede  des  Unbeschränktgran 
und  des  kurzweg  Unbegrenzten.  Beide  sind  durch  eine  ähnUcix 
Kluft  von  einander  geschieden,  wie  das  Unbeschränktkleine  t« 
der  Null.  Um  das  frühere  Beispiel  wieder  aufzunehmen,  so  sJoi 
Secante  und  Tangente  eines  Winkels,  der  um  einen  unbeschrinb- 
kleinen  Winkel  kleiner  als  90^  ist,  unbeschränktgross.  In  ic 
exacten  Zeichensprache,  deinen  wir  hier  bedürfen,  drücken  lir 

dies  so  aus :  tg  (^~  v(f\=At  Wenn  nämlich  überhaupt  für  iE* 
Werthe  von  <3p,  die  von  dem  obem  senkrechten   Axentheil  nad 

rechts  gezählt  werden,  tg  ('   —  y  j  =  Hst,  so  lässt  sich  in  dp  l 

unbeschränkten  Annäherung  der  Sachverhalt  nicht  anders  ms- 
drücken,  als  indem  man  die  Kleinheit  von  q^  und  die  Unbe 
schränktheit  dieser  Kleinheit  durch  ein  besonderes  Zeichen  markiit 
Das  auf  die  Spitze  gestellte  Kleinerzeichen  deutet  die  unbeschränte 
Verringeining  nach  dem  Kleinen  hin  gleichsam  durch  die  Cö^ 
vergenz  der  beiden  Winkellinien  wohl  anschaulich  und  zweck- 
mässig genug  an  und  konnte  im  Druck  bequem  durch  den  Bud- 
staben  v  ei*setzt  werden.  Als  Zeichen  für  das  Entgegengesetzte 
ergiebt  sich  ungezwungen  das  nach  unten  gerichtete  Grösserzeichea 
und  entsprechend  dem  Druck  das  griechische  Alpha. 

Hat  man  statt  einer  unbeschränkt  kleinen  Abweichung  m 
90®  eine  gleich  Null,  d.  h.  gar  keine,  so  ist  weder  eine  eigent- 
liche Secante,  noch  eine  eigentliche  Tangentenlinie  vorhanda 
Beide  ihnen  entsprechende  Linien  schneiden  sich  nicht  mebr. 
während  man  sonst  nur  irgend  einem  unbeschränkten  Grade  der 
Kleinheit  der  Winkelabweichung  einen  passenden  unbeschränktes 
Grad  der  Grösse  der  Linien  correspondiren  zu  lassen  brauchte. 
Im  Nullfall,  d.  h.  hier  für  90  ^  oder,  was  dasselbe  heissen  würde, 
für  die  Cosecante  und  Cotangente  von  0®,  ist  gar  keine  Grösse 
mehr  vorhanden,  und  zwar  in  einem  ähnlichen  Sinne  wie  bei 
Kuli  selbst.  Es  ist  nämlich  die  Unbegrenztheit  einer  Linie  nicht 
eine  Grösse  dei-selben,  sondern  sie  ist  im  Gegentheil  die  Ab- 
wesenheit jeglicher  Grössenbestimmung.  Auf  diese  Weise  ent- 
spricht der  Null  auf  der  einen  Seite  auf  der  andern  das  grossen- 
los  Unbegrenzte.  Wer  denkt  auch  etwa  in  der  gewöhnliche 
Elementargeometrie,  wenn  Linien  nicht  in  bestimmter  Begrenzung, 
sondern  als  unbegrenzte  eingeführt  werden,  an  eine   Grösse  der 


J  Beiben?    So  etwas  wäre  dort  verkehrt  und  ist  es  auch  übrigens 

*  überall,  wo  die  sogenannte  unendliche  Grösse  als  etwas  an  sich 
'  Vorhandenes  eine  Rolle  spielt.  Der  natürliche  Begriff  enthalt 
f  nichts  von  Widersinn.     Er  denkt  den  Mangel  der  Bej:renzung 

und  die  ungehinderte  F.i-stretkbarkeit,  -  also  eine  an  sich  vor- 
handene Möglichkeit,  aber  nichts  als  an  sich  vollendet.  Der  Fall 
des  Unbeschvänktgrosson  unterecheidet  sich  von  dem  des  Unbe- 
grenzten dadurch,  dass  die  Möglichkeit  nicht  als  an  sich  gegeben 
fifiuiirt,  Sündern  nur  auf  unsere  Thätigkeit  bezogen  wird,  üeber- 
dies  i?t  letztere  Möglichkeit  immer  als  eine  von  einer  andern 
abhiln^ig  gesetzte  vorgestellt,  so  dass  von  der  unbeschränkten 
Verkleinerung  und  deren  Grad  die  unbesrhränkte  Verprösserung 
und  deren  jedesmal  correspondirende  Stufe  abhängt.  Im  Unbe- 
'  seh  rank  tkleinen  ist  ein  Spielraum  von  Mannigfaltigkeit  der  Klein- 

*  heitsgrade  möglich,  und  zu  diesem  Spielraum  gesellt  sich  ein 
'  analoger  im  UnbeschrÄnktgrossen,  welcher  die  unbeschränkt  vielen 

*  Grade  des  Grossen  umfasst.  In  der  Null  ist  aber  gar  kein  Si)iel- 
'  räum  mehr;  sie  ist  etwas  in  fertiger  Weise  Gesetztes  und  Vollen- 

*  detes.  und  ebenso  ist  es  das  Unbegrenzte  in  dem  von  uns  ge- 
'    wählten  engern  Sinne  dieses  Worts. 

11.  Als  Zeichen  der  Unbegrenztheit  wird  man,  wo  man 
unterscheiden  will,  das  herkömmlich  ohne  genauem  Unterschied 
für  das  Unendliche  gebrauchte  Zeichen  co  nicht  benatzen  können. 
Es  ist  Dothwendig,  dass  irgend  eine  Abänderung  daran  erinnere, 
dass  hier  nicht  der  vage,  nach  unserer  Zergliederung  nunmehr 
doppeldeutige  Begriff  des  Unendlichen  oder  des  Unendlichgrossen, 
wie  er  sich  auch  benennt,  sondeni  der  unterschiedene  und  ganz 
bestimmte  der  Unhegrenztheit  und  Illimitirtheit  in  klarer  Son- 
derung von  demjenigen  des  Unbeschränktgrossen  gemeint  sei. 
Um  nur  ei-st  die  Gedanken  von  der  herkömmlichen  Verworren- 
heit der  Begriffe  zu  entwöhnen,  kann  man  so  etwas  wie  zwei 
parallele  Striche,  die  also  weder  Convergenz  noch  Divergenz  an- 
deuten, im  Druck  mithin  etwa  den  Buchstaben  //,  gebntuchen. 

Um  sich  noch  weiter  von  dem  Sprungartigen  zu  überzeugen, 
welches  mit  dem  Uebergang  von  dem  Unbeschränktkleinen  zur 
Null  verbunden  ist,  bedenke  man  den  entsprechenden  Uebergang 
und  Sprung  vom  Unbeschränktgrossen  zum  Unbegrenzten  oder, 
in  unserer  ausdrücklichen  Bezeichnung,  von  der  ^setzung  zur 
/Isetzuog  einer  Grösse.  Von  j4s  zu  fls  übergehen,  heisst  inner- 
halb der  Gattung  zu  einem  ausgezeichneten  Fall   überspringen, 
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der  nicht  mehr  unter  diejenige  Art  von  Verhältnissen  oate»- 
bracht  werden  kann,  welche  der  Definition  einer  SecantCBliK 
zu  Grunde  lag.  Diese  Definition  hatte  nur  einen  Sinn,  EobM 
ein  wirkliches  Schneiden,  mithin  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ak 
mit  diesem  auch  die  Pythagoreische  Beziehung  möglich  war.  £ 
dem  Parallelismus  von  .<;  und  /  fällt  dies  Alles  fort  Indem  r 
jedoch  auch  diesen  besondein  Lagefall  der  Linie  noch  mit  d» 
seihen  Zeichen  s  anzuzeigen  fortfahren,  deuten  wir  hiemit  zoäm 
an,  dass  sich  auch  im  Begri£f  wenigstens  formell  eine  aUgemex 
Liniengattun<r  bilden  lässt,  die  den  besondem  Fall  und  alle  äbria 
Fälle  zugleich  umfasst.  Diese  Gattung  ist  aber  nicht  mehr  iv 
der  eigentlichen  Secante;  denn  das  der  letztem  EigenthOmSä 
muss  eben  als  Specifisches  im  allgemeinen  Begriff  gleichgiita: 
werden  und  als  Merkmal  fortfallen.  Zu  diesem  Behuf  fasse  bü 
alle  Linien  zusammen,  welche  durch  Verlängerung  des  bcfä- 
liehen  Winkclschenkels  in  Beziehung  auf  eine  unbegrenzte  Tl^ 
gentenaxe  entstehen.  Die  Beziehung  zu  dieser  Axe  zerfallt  3 
zwei  Unteralten,  nämlich  die  des  Schneidens  und  die  des  MdE- 
Schneidens.  Der  Umstand ,  dass  letztere  Beziehungsart  nur  iR 
einzigen  Fall  des  Parallelismus  einschliesst,  hindert  die  Con^tiS' 
irung  einer  besondern  Art  nicht. 

Macht  man  die  Linien  5  zu  Abscissen,  und  die  Linien  in 
rechtwinkligen  Ordinaten.  so  ist  hiemit  eine  gleichseitige  Hjpff* 
bei  bestimmt,  wie  dies  auch  schon  die  Gleichung  s«  — /«-r* 
lehrt.  Hier  sieht  man  nun  recht  deutlich,  dass  man  mit  s\ai' 
in  das  Unbeschränktgrosse  gehen,  nie  aber  den  Fall  erreicki 
kanU;  welcher  der  Unbegrenztheit  in  unsemi  strengen  Sinn  A^ 
Worts  entspricht.  Wie  weit  sich  auch  die  Hyperbel  erstreda 
möge,  nie  liefert  sie  ein  s  oder  t,  welches  im  KreJbe,  wie  die  tri- 
gonometrischen Linien,  dem  Falle  von  90"  entspräche.  Gehtnfl 
daher  in  einer  sachlichen  Beziehung  oder  in  einer  sie  ausdrOcbi* 
den  Gleichung  vom  Unbeschiänktgrossen  zum  Unbegrenzten  übr- 
so  entspricht  dies  bezüglich  des  Unbeschränktkleinen  nod  ^^ 
Null  jener  Operation,  vermöge  deren  man  die  Hülfsgrössen  pv 
beseitigt,  indem  man  beispielsweise  dx  überall  und  durcbiniifi& 
in  allen  von  ihm  abhangigen  Grössen  und  BegriJBTen ,  mit  Sd 
vertauscht.  Die  Gleichung  As^  —  At*  =  r^  kann  analog,  * 
eine  Gleichung  in  unbeschränktkleinen  Grössen,  abgekürzt  weid» 
Hier  hat  man  die  endliche  Grösse  als  Summanden  wegzulasECil 
denn  gegen  das  Unbeschränktgrosse   verh&lt    sich    die  endliih 


^röBse  wie  ein  ÜDbeschränktkleines,  da  sie  zwar  Dicht  an  sich 
.-veränriert,  wohl  aber  ihr  QuotenverhältnisB  zu  jener  unbeschrankt 

gtgen  Null  gestaltet  wini,  indem  jene  unbeschränkt  gi'össer  gesetzt 
gwird.  Wir  sagen,  es  entspricht,  aber  nicht  etwa,  es  sei  dasselbe. 
^1b  ist  nämlich  ein  gewaltiger  Untei-schied,  ob  man  in  einem  recht- 
■■iBkligen  Dreieck ,  mit  der  Hypotenuse  k  and  den  Katheten  h 
Bm  I,  die  Basiskiithete  b  unbeschrftnktklein  werden  lässt,  während 
y|  sich  als.  constanter  Vector  gegen  die  lolhrechte  Lage  hin  dreht 

und  sich  /  demgemäss  dem  Grenzwerth  k  nähert,  oder  ob  man 
^b  als  Radius  constant  bleiben  lässt,  während  l  und  h  in  das  Un- 
Bschritnkte  wachsen.  Unter  der  ei-stern  Voraussetzung  wird  mit 
I  Nullfall  das  Dreieck  in  eine  einzige  grade  Linie  H  degene- 
,  in  welcher  h  =  l  und  das  durch  einen  ausdehnungslosen 

!Pankt  ei-setzte  b  =  ii  enthalten  sind.    Offenbar  ist  es  eine  blosse 

Fiction,  also,  deutsch  geredet,  eine  Erdichtung,  wenn  man  diese 
~grade  Linie  //noch  als  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ansieht,  welches 

zu  Seiten  die  einander  gleich  gewordenen  h  und  l  und  zur  dritten 
.  Seite  Null  habe.    Auf  dieser  Erdichtung  beruht  es  aber ,  wenn 

man  nicht  blos  von  einem  Cosinus   des    rechten    Winkels   vom 

*■  0  h 

iWerthe  -^,  sondern  auch  von  einem  Secantenwerth  -^  redet.  Nicht 
h  0 

die  abstracte  Secante,  sondern  die  wirkliche  Secantenlinie  ist 
r  durch  E  auch  der  Lage  nach  vorgestellt.  Auch  trifft  sie  hier 
«wirklich  mit  der  Tangenle  zusammen,  insofern  sie  mit  ihr  gänz- 

lieh  zusammenfällt;  aber  niun  vergesse  nicht,  dass  hier  auch  der 
iHadius  h,  auf  den  die  fictive  Secante  und  Tangente  als  auf  ihre 
'iGinheit  bezogen  werden,  streng  zu  Null  geworden  ist.  Es  be- 
ifsteht  mithin  ein  solcher  Kreis,  für  welchen  die  Begriffe  Secante 
cund  Tangente  noch  einen  Sinn  hätten,  thatsächlich  nicht  mehr. 

tE»  besteht  nur  noch  derjenige  Kreis,  auf  dessen  Radius  sich  die 
B  Begriffe  Cosinus  uml  Sinus  beziehen,  und  hier  ist  daher  die  Fiction 
i^tnar  eine  partielle,  insofern  nur  der  Nullwinkel  noch  als  Winkel 
^Oder,  besser  gesagt,  als  Quasiwinkel  betrachtet  wird.  Ileberhaujit 
gbat  daher  auch  die  Rechnung  mit  Null  hier  einen  unmittelbar 
^erkennbaren  Sinn,  wie  überall  wo  Null  als  Summand,  Subtrahend 
^oder  Multiplicandus  zu  endlichen  Grössen  tritt,  während  es  erst 
g  vermittelter  Nachweisungen  bedarf,  um  dem  an  sich  Sinnwidrigen 
»TOD  Brüchen  wie  eine  Bedeutung  abzugewinnen.  Eine  solche 
'Bedeutung  ist  immer  etwas  Aehnliches  wie  die  des  Imaginären; 
'ileon    in   beiden    FüLllen    wird   die   Absurdität,   d.   h.   die   innere 
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Unmöglichkeit  der  Vollziehung  Her  Operation,  durch  die  Nschweimt 
einer  im  Realen  correspondirenden  Rolle  nicht  aufgehoben,  sondei» 
bestätigt.  Grade  weil  im  Sachlichen  dieselbe  Unmöglichkeit  vw- 
banden  ist,  wie  im  Analytischen,  haben  die  Zeichen  der  t'riMf- 
liehkeit  auch  ihre  sachliche  Bedeutung;,  wie  wir  dies  in  uoien 
neuen  Aufschlüssen  über  das  Negative  und  das  Imaginftre  i» 
gestellt  haben. 

12-  Solange  man  bei  dem  linheschriinktkleinen  eioencft 
und  dem  Unbeschrünktgrossen  andererseits  bleibt,  entsprechen  dit 
beiden  erwähnten  Dreiecke,  das  mit  der  uobeschrSnktlcIfliDa 
Kathete  und  das  mit  den  zwei  unbeschnlnktgrassen  Seiten,  di- 
aniler  derartig,  dass  sie  in  jeglichem  zusammengehörigen  Stadial 
der  Kleinheit  und  Grösse,  d.  h.  für  jeden  gleichen  Winkel  an  4» 
Spitze,  wie  es  sein  muss,  einander  streng  ähnlich  sind.  Soiif 
man  aber  den  Sprung  zum  Nullfall  einerseits  und  zum  Uub^Tcni!- 
heitsfall  andererseits  vollzieht,  ist  zwar  noch  Correspondenz,  aint 
keine  Aehnlichkeit  der  Gebilde  vorhanden.  Die  constante  Lim? 
h  und  dazu  die  zwei  Parallelen  iS'und  T,  die  sich  ius  Unhegiew» 
ei'Strecken,  sind  eine  andere  Degeneration  des  unbeschränktgrosso 
Dreiecks  als  jene  eine  grade  Linie,  in  der  alle  drei  Seiten  Jen« 
andern,  in  der  einen  Seite  unbeschrUnkt  verkleinerten  Dreiecb 
zusammenfallen.  Der  Sprung  zu  einem  anderartigen  Gebilde 
drängt  sich  im  Unbegrenzten  noch  fasslicher  auf;  denn  hier  darf  kdi 
illusorischer  Ausweg  einen  falschen  Schein  enegen.  Die  Null  M 
gleichsam  so  gefallig.  in  Ihrem  Nichts  allerlei  Begriffe  zu  berj* 
oder  vielmehr  den  Anhaltspunkt  für  den  Schein  darzubieten,  alt 
wären  die  in  ihr  vei-schwundenen  Begriffe  noch  in  ihr  enthaltet. 
Diese  sind  aber  in  Wahrheit  mit  ihr  völlig  verneint  oder,  sack- 
licher geredet,  vernichtet.  So  ist  denn  nun  vollkommen  kliL 
dass  in  den  Fällen  der  Null  und  des  Unbegrenzten  die  von  ihmt 
abhängigen  Gebilde  nicht  etwa  blos  eine  quantitative,  sondern, 
eine  qualitative  Veränderung  erleiden.  Die  begriffliche  IdenÜttt 
hört  auf.  Abstract  analytisch  geredet,  heiast  dies,  die  betreffend 
Function  ändert  sich  in  ihrer  Vei-fassung.  Diese  Verfassung 
immer  für  eigentliche  Grössenfälle  entwoifen  und  hat  daher  tiitk 
im  ganzen  Lauf  eigentlicher  Grössen  ihre  Gültigkeit.  Zu 
eigentlichen  Grössen  gehören  auih  noch  das  UnbeschränktklciM 
und  das  Unbeschränktgrosse.  Sowie  man  aber  Null  und 
Unbegrenzte  in  <iie  Function  einfuhrt,  geschieht  dies  im  Wider- 
spruch mit  dem  zu  ihrer  bisherigen  Verfassung  gehörigen   Si&B. 


S  Es  mnes  demgemlss  diese  Verfassung  hieduicb  selbst  verändert, 
b  also  theilweise  zerstört  werden.  Im  Nullfall  findet  gleichsam  eine 
N  Zusanimenziehung,  im  Fall  des  Unbegrenzten  eine  Sprengung  der 
t  bisherigen  Verfassung  der  Function  statt. 

Alle  in  diesem  Stadium  mitunterlaufen  den  analytischen  Pars- 
I    <(oxa  erklären  sich  nunmehr  ganz  leicht  aus  dem  Umstände,  däss 
in  eine  Function,  die  nur  aus  Beziehungen  der  eigentlichen  Grössen- 
>    werthe  beschafft  und  daher  auch  nur  für  den  Lauf  dieser  Art 
.    Werthe  gültig  war,  hinterher  widerspmchsvoll  und  künstlich  ex- 
I    treme    Ungrössen werthe  eingesetzt  werden.     Nur  zwischen  den 
I    fraglichen  Extremen,  aber  nicht  für  diese  selbst,  ist  die  Function 
t    ein  geeigneter    Ausdruck    der    obwaltenden  Beziehungen.     Kein 
I    Wunder  daher,  dass  ihre  Ungeeignetheit  für  jene  besondern  Werthe 
t    zu  Tage  tritt,  sobald  man  ihr,  verleitet  durch  einen  falschen  Be- 
i   griff  von  Stetigkeit,  die  ungereimte  Aufgabe  aufni)tliigt,  auch  noch 
I    die  Extreme,  d.  h.  die  Fälle  der  äussei'sten  besondern  Werthe, 
I    die  obenein  Ungrössenwerthe  sind,  mitvorzustellen.    Der  Fehler 
I    corrigirt  sich  insoweit,  als  die  Einsetzungen  selbst  die  Constitution 
[    «ier  Function  verändern,  ohne  dass  man  weitere  Umstände  nöthitr 
hat.     Dies  geschieht  im  eigentlichen  NulJfall  immer,  während  der 
Kall  des  Unbegrenzten  gemeiniglich  analytisch  durch  den  Umweg 
von  Brüi-hen  mit  Nullnennern  behandelt,  hiemit  aber  seinem  eignen 
Wesen    entfremdet    wird.     Auf  letztere   Art   wird   beispielsweise 
jenem  grossen  Dreieck,  welches  wir  vorher  brauchten,  das  kleine 
untergeschoben,  und  so  statt  einer  Lösung  eine  Ablenkung  von 
ihr  dargeboten.    In  Wahrheit  will  <ler  Fall  des  Unbegrenzten  an 
sich  selbst  erledigt  sein,  und  dies  kann    analytisch   nur   dadurch 
geschehen,  dass  die  ungeeignete  Functionsforni  durch  Weglassung 
bedeutungslos  gewordener  Elemente  die  von  den  veränderten  Be- 
ziehungen geforderte  Gestalt  erhält.    So  wird  beispielsweise  die 
Hyperbelgleichung  s*  —  M  ^ r ',  die  wir  vorher  zur  Veranschau- 
lichung  der   Secanten-   und   Tangentenlinien   brauchten,   für   den 
Fall  eines  unbegrenzten  S  und  T  zu  einem  Gebilde,  in  welchem 
r'  sich  nicht  etwa  zu  Null  verkleinert,  wohl  aber  fortfällt.    In 
der  That  ist  S*  —  T*  =  0    die    zu   jener    Hyperbel    gehörige 
Gleichung  der  Asymptote,  die  auch  zugleich  für  diese  Asymptote 
als  eine  in  unserm  Sinne  unbegrenzte  Linie  gilt.    Für  die  Asym- 
ptote sind  die  S  und  T  von  vornherein  gleich  und  müssen  es  daher 
aui'h  im  Unbegrenzten  streng  sein.     Ebenso  müssen  in  dem  Ge- 
bilde, welches  aus  der  Degeneration  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
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entsteht,  S  nn*l  T  als  gleichweithige  Begiiffe  grelten,  die  i 
nirhts  mehr  unterscheiden. 

Fttr  eine  Mathematik,  die  bei  VeiBtande  bleiben  niO, 
es  keine  Asymptoten  geben,  die  im  sogenanaten  CnencDidml 
rühren.  Solcher  Spuk  und  noch  schlimmere  Dioge, 
falschen  und  verworrenen  Stetigkeitshegi-iffe  sind  tlurtk  i 
Unterscheidung  des  Unbeschränktgrossen  und  des  Uni 
sowie  überhaupt  durch  unsere  Zergliedeining  des  DDeodficUMfrl 
aberglauhens  weggLTÄumt.  Positiv  ist  aber  ftli- die  GniBdbe|iftl 
eine  Festigkeit,  Klarheit  und  Durchsichtigkeit  geschaffen,  wit»! 
vorher  nicht  bestand.  Sogar  neue  Conceptionen  sind  auf  dionl 
nunmehr  lichteren  Gebiet  möfilich  geworden.  Damit  man  ikir| 
weitere  Specialfrüchte  zu  sehen  bekomme,  wird  man  die  I 
selbst  betrachten  inUssen,  die  auf  dem  gereinigten  und  vtt 
ten  Boden  emporwachsen. 


L  bereits 

^L        also  die 
^H^     unbesliT 


Viertes  Capitel. 

Aasgangspiiakte  einer  neuen  Rechunng. 

1.  Die  Haupteigen thQnilichkeit  und  Hauptstärke  der 
dernen  Mathematik  hat  bisher  auf  der  Rechnung  mit  dem  V< 
änderlichen  beruht,  Differential-  und  Variationsrechnung  bildet'' 
abgesehen  von  dem  allgemeinen  algebraischen  Algorithmus  aelM. 
ihren  Kern.  Die  Betrachtung  der  Verilnderung,  also  des  Wtdh 
sens  und  Abnehmens  der  Grössen,  führte  zu  neuen  Gesammt' 
beziehungen  der  algebraischen  Gleichungen,  und  so  entstand  ^ 
moderne  Analysis,  die,  wenn  man  sie  überhaupt  an  das  AlterÜtosi 
anknüpfen  will,  ein  rein  mathemaliBches  antikes  Vorf^tadimn  aUea- 
falls  in  den  Diophantischen  Gleichungen  suchen  könnte.  In  den 
völlig  unbestimmten  Gleichungen  ist  nämlich  die  Anzahl  der  mif- 
lichen  Werthe  für  jede  Unbekannte  eine  unbeschrankte,  und  w 
stellen  io  diesen  Gleichungen  die  Zeichen  für  die  Unbekannt«! 
bereits  den  ganzen  Lauf  aller  zusammengehörigen  Grössenwerthe, 
also  die  Abhängigkeit  des  veränderlich  Setzbaren,  mit  vor.  Jede 
unbesUnintte  Gleichung,  für  welche  die  ünliekanuten  keine  be- 
lem  Bedingungen,  also  in  ihren  verschiedenen  Werthen 
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etwa  disciele  Abstände  einzuhalten  haben,  ist  auch  eine  Gleichung 
zwischen  stetig  Veiämlerlichen.  Sobald  die  bei  bestimmten 
Gleichungen  mögliche  An/ahl  der  Wuraelu  durch  die  Anzahl  der 
möglichen  Werthe  überschritten  wird,  beßndet  man  sich  in  einem 
wesentlich  verschiedenen,  aber  einheitlich  gearteten  Beziehunfis- 
gebiet,  mag  diesem  nun  in  seiner  antiken  Beschränkung  Dinphan- 
tische  Analj'sis  oder,  in  seiner  modernen,  völlig  anderwärts  hin 
gerichteten  Erweiterung,  Rechnung  mit  dem  Veränderlichen  ge- 
nannt werden. 

Die  thataächlichen  Ausgangspunkte  der  Neueren  waren  deren 
algebraisclie  Umgestatlung  des  in  der  antiken  Geometrie  enthal- 
tenen Rechnungsmaterials,  insbesondere  aber  die  algebraisch  geo- 
metrische  Behandlung  von  Aufgaben,  die  sich  unter  die  Rubrik 
der  Bestimmung  eines  Maximum  oder  Minimum  bringen  Hessen. 
Von  Fennats  erster  Behandlung  der  Maximalaufpaben,  zu  der  die 
Brllcke  aus  dem  Alterthum  offenbar  eine  Ueberliefening  von 
Apollonius  her  oder  etwas  Aehnlicbes  gebildet  haben  muss,  bis 
zur  Variationsrechnung  von  Lagrange  hin,  zieht  sich  als  rotber 
P"aden  durch  alle  entscheidenden  Wendungen  der  Gesichtspunkt 
der  Maxima  und  Minima  oder,  wie  man  os  mit  einem  gemein- 
samen Wort  ausdrücken  könnte,  die  Behandlung  der  extremen 
Werthe,  bei  denen  die  Grössen  aus  der  einen  Art  der  Verftmlerung  in 
die  entgegengesetzte  übergehen.  Die  Differentialrechnung  selbst 
bezeichnete  sich  ursprünglich ,  als  sie  von  Leibniz  fälschlich  in 
Anspruch  genommen  wurde,  als  eine  neue  Methode  für  die  ^laxima 
und  Minima.  Es  waren  aber  damals,  nämlich  1684,  bereits  30- 
viele  reale  Bedürfnisse  im  Spiele  gewesen,  welche  eine  Rechnung 
mit  den  durch  Naturbewegung  veränderten  Grössen  erforderlich 
machten,  dass  überhaupt  die  rein  mathematischen  Anlässe  nicht 
mehr  als  vorzugsweise  maassgebend  gelten  konnten.  Diese  letz- 
teren halten  wohl  die  Entwicklung  der  Analysis  eingeleitet,  ihr 
aber  nicht  den  hinreichenden  Stoff  geboten,  um  zu  den  entschei- 
denden Wendungen  und  den  umfassenden  Methoden  zu  ge- 
langen. 

Mit  dieser  schliesslichen  Hinwendung  zu  rien  praktischen 
Fragen  der  Naturbewegung  waren  jedoch  auch  die  abslracteren 
Gesichtspunkte  der  reinen  Algebra  und  Analysis  wieder  mehr 
zurückgetreten.  Es  kann  daher  nicht  Wunder  nehmen,  dass  sich 
die  moderne  Analysis  nie  wieder  recht  auf  ihre  ersten  algebrai- 
schen Ausgangspunkte  besonnen,  geschweige  dort  ein  erweitertes 
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FaDduneot  gesucht  haL  Die  BOcksiclit  muf  das  VtAs 
Abnehmen  der  Grössai  ist  dnrrh  die  Dlffermtial-  und  Tu 
rechnong  so  TorfierrKbeiKl .  j»  so  ansEcUiesElicIi  geworde 
neben  ihr  oder  e*.r  dem  Ran^  nach  vor  ihr  kein  andei 
sichtspunkt  zn  einer  neuen  Rechnong.  ja  nicht  cnnmal  eine 
davon  aufeetaucht  ist  In  der  That  lisst  sich  aber  Aet 
der  nenfni  Analysis  tiefer  lepen  and  auf  diesem  Gninde  t 
fassenderes  Gebäude  aoffOhrea  als  bisher.  Ja  nicht  bl 
neue  tiefere  Gran4Iecunc.  sondern  eine  in  ihrer  Art  DNe 
Schaft  kommt  in  Frage,  sobald  man.  statt  der  blossen  ! 
sichticninf:  der  Gr{>ssenTeTändenui|reD .  die  GegensUze  dei 
nungszeicheu  selbst  and  die  durch  diese  bedingten  Wert] 
besser  gesagt.  Werthigkeitfonterschiede  zum  Anhaltspunkt 
barer  SchlossTeisen  und  Operationen  macht.  Hiemit  wird 
gleichsam  in  der  Algebra  Anker  geworfen ,  —  in  der  J 
welche  die  Grundi:esetze  der  Gleichungen  und  hiemit  a1 
Ziehungen  zwischen  GrOs^ec  eiuschliesst ,  gleichviel  ol 
Grössen  als  cinwerthic.  als  vielwerthip  oder  onbeschrjinl 
werthig.  im  letzteren  Falle  also  auch  etwa  als  stetig  n 
lieh,  gedacht  werden.  In  diesem  Sinne  sind  die  algebi 
Grundgesetze  ein  Gebiet,  welches  dem  engem  Begriff  der, 
und  demjenigen  der  Yeränderangsanalyäs  nicht  nnr  gen 
ist,  sondern  auch  Ober  beide  hiaausreicht. 

Auf  dem  eben  angedeuteten  W^e  kommt  zur  Diffe 
und  Variationsrechnung  eine  neue  Reefanong  hinzu,  die,  ' 
äusserst  fundamental  ist,  sich  mit  ihren  Grundmitteln  i 
verzweigt  Die  neue  Rechnung  hat  ihre  letzten  Warzelai 
in  demselben  Gebiet,  in  welchem  unsere  beiden  ersten 
die  neuen  Au^chlflsse  aber  das  Negative  and  Ober  das  Im 
ergaben.  Diese  Feststellungen  allein  haben  aber  fOr  di 
Rechnung  nur  den  Sinn  von  Vorbearbeitungen  und  Klärun 
Gebiets,  in  welchem  sie  Fass  fassen  sollen.  Von  ihr  selbs 
ten  sie  noch  nichts  enthalten.  Auch  ist  ihre  selbständige 
barkeit  noch  von  grös.serer  Bedeutung  als  die  HOlfe.  die  ! 
hraglichen  neuen  Inbegriff  von  algebraischen  Operation 
währen-  Kommt  es  nämlich  auf  SchlQsse  aus  der  Verec 
heit  der  Vorzeichen  an.  so  versteht  es  sich  von  selbst,  da 
Ober  den  Sinn  der  Vorzeichen  in  allen  Fällen  erst  voUk 
im  Klaren  sein  muss.  ehe  man  sich  anschicken  kann ,  soi 
auf  einen  abstracten  Vorzeichencalcül  ein  sicheres   algebi 


iVerfahren  zu  giünden.  Was  wir  die  WerthigkeitBrecbnung  nennen, 
Hst  aber  ein  solcher  höherer  Caicttl,  dessen  Verfahren  über  den 
i^emeinen  Operationen  steht.  Dieser  Calcül  fahrt  nämlich  neue 
■Gattungen  algebraischer  Operationen  ein,  unter  denen  die  maass- 
igebeiiiie  die  Zerfällung  von  Gleichungen,  aber  nicht  etwa  in  Fao- 
iitoren,  sondern  in  Summanden,  ist.  Die  fragliche  Zeifällung,  die 
irwir,  zum  Unterschiede  von  der  gewöhnlichen  Factorenzerlegung, 
jbesser  Spaltung  nennen  könnten,  ist  als  durchgreifendes  prin- 
(Cipielles  Verfahren  etwas  Neues,  und  wir  wollen  an  vereinzelte 
fSpuren,  die  für  ganz  besondere  Fälle  allenfalls  eine  achwache 
(Analogie  darbieten,  nur  erinnei-n,  um  uns  vorläufig  verständlicher 
•zn  machen.  Auch  wird  es  gut  sein,  durch  diese  Erinnerunfien  die 
igeschichtlichen  Annäherungen  vorwegzunehmen,  die  sich  für  jeden 
neuen  Gedanken,  sobald  ev  einmal  gefasst  ist,  durch  nachträg- 
liche Aufraffung  des  äusserttch,  wenn  auch  noch  so  entfernt 
Aehnlich  sehenden  und  weitläufig  Verwandten  stets  beschaffen 
lassen.  Für  den  an  das  Neue  noch  nicht  gewöhnten  Sinn  bilden 
derartige  Verknüpfungen  des  Früheren  mit  dem  Späteren  nber- 
diei^  eine  bequeme  Bahn  zur  Sache  selbst. 

2.  Je  nach  den  Vorzeichen  unterscheiden  wir  die  Kolle  der 
QrÖBsen  im  Rechnungszusammenhange  und  nennen  die  so  ange- 
teuteten  vei-schiedenen  Rollen  kurzweg  Werthigkeiten.  Auch 
tiesrhränken  wir  uns  hiebei  nicht  auf  den  Gegensatz  von  Plus 
ind  Minus,  sondern  betrachten  alle  algebraischen  Vorbemerkungen, 
lunh  welche  sich  die  verschiedenen  Wurzeln  einer  und  derselben 
[grosse  von  dem  ihnen  allen  gemeinschaftlichen  absoluten  Werth 
interscheiden,  als  etwas  den  gewöhnlichen  Vorzeichen  Plus  und 
Minus  Analoges.  Der  Charakter  einer  Wurzel  besteht  also  aus 
hrein  absoluten  Werth  und  irpend  einer  der  möglichen  Werthig- 
keiten, vermöge  deren  sie  ihren  speciellen  Operations-  oder  Rech- 
aungswerth  erhält.  Der  Uebereinstimmung  wegen  müssen  wir 
gelegentlich  auch  umgekehrt  die  gewöhnlichen  Rechnungszeichen 
Plus  und  Minus  als  abgesonderte  Wurzel  werthigkeiten  veran- 
tchlagen.  Hienach  werden  es  in  allen  Fällen  die  verschiedenen 
Wurzeln  der  Einheit  sein,  durch  welche  sich  die  verschiedenen 
möglichen  Werthigkeiten  dargestellt  finden. 

Der  Sprachgebrauch  des  Wortes  Werthigkeit  oder  Valenz  in 
diesem  Sinne  ist  sicherlich  ein  ungezwungener;  denn  ei'  schliesst 
sieh  an  den  Üblichen  Ausdruck  Werthe  an,  der  aber  für  die  Un- 
terschiede der  Wurzeln,  zumal  im  Hinblick  auf  den  neuen  Zweck, 
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zu  allgemein  ist.  Bei  Werthen  im  engem  Sinne  wird  man  nad 
dieser  Unterscheidung  hauptsächlich  an  absolute  6rö6senTersclIi^ 
denheiten  zu  denken  haben,  während  mit  der  Werthigkeit  nidit 
der  Grössenwerth  an  sich  selbst,  sondern  dessen  FnngireD  is 
Zusammenhange  der  Operationen  gemeint  ist.  In  einon  gas 
allgemeinen  übergreifenden  Sinn  sind  natürlich  beiderlei  Gestal- 
tungen Weilhe.  Da  wir  später  dahin  gelangen ,  auch  die  A^ 
zahl  der  absoluten  Weithverschiedenheiten  einer  und  dersdba 
Grössenbestimmung  zur  Erweiterung  der  Methoden  der  Werthi<:- 
keitsrechnung  zu  benützen ,  so  könnte  das  so  entstehende  Ge- 
sammtgebiet  auch  Wertherechnung  heissen.  Dieses  Gesammtgebiet 
würde  alsdann  noch  immer  durch  den  leitenden  Gesichtq)unkt 
zusammengehalten,  aus  der  Anzahl  der  Werthe  oder,  mit  anden 
Worten,  aus  einer,  sei  es  beschränkten  oder  unbeschränkten  Vid- 
werthigkeit  eine  Zerfällbarkeit  der  Gleichungen  in  Summanda 
zu  erschliessen  und  diese  für  die  Zwecke  der  Lösung  wichtiges 
Gleichungsspaltungen  auch  thatsächlich  zu  bewerkstelligen. 

Man  i*edet  bisweilen  von  eindeutigen  Functionen;  der  Aas- 
druck einwerthig  ist  aber  nicht  nur  brauchbarer ,  sondern  and 
richtiger.  Es  handelt  sich  nämlich  bei  den  vei*schiedenen  Wertta 
in  erster  Linie  nicht  um  eine  Wahl,  etwa  gar  zwischen  vwBchie- 
denen  Auslegungen  einer  und  dei-selben  Grösse,  sondern  um  in 
nothwendige  Zusammen  aller  möglichen  Werthe.  Das  unpassende 
Wort  deutig  ist  nur  durch  einen  untergeordneten  Umstand  ge- 
legentlich in  die  Analysis  gekommen,  nämlich  dadui*ch,  dass  äA 
bei  dem  schablonenhaften  Operii*en  nicht  selten  eine  Verlegenhen 
und  Unsicherheit  einstellte,  mit  welchem  Voi'zeichen  eine  Grösse 
in  einem  gegebenen  Fall  zu  nehmen  wäre.  Solcher  Mangel  u 
Bestimmtheit  und  Wissen  durfte  aber  nur  im  bisherigen  KiDder 
Stadium  einer  gleichsam  noch  lallenden  Zeichenlogik  vorkommei- 
Nach  tieferer  Einsicht  in  das  Wesen  der  werthigen  Grössen  vd 
Polynome  nmss  er  verschwinden  und  alsdann  tritt  an  die  Stdk 
des  Deutens  aus  besondern  Indicien  eine  geregelte  Nothwendf- 
keit  fester  Bestimmung.  Wenn  wir  daher  von  Einwerthigkeit 
Zweiweilhigkeit  und  Vielwerthigkeit  reden,  so  haben  die  etf- 
sprechenden  Begriffe  einen  so  genauen  und  festen  Sinn,  dasj^ 
liehe  Deuterei  ausgeschlossen  ist  und  eine  gelegentliche  wirkUdie 
Deutbarkeit,  die  im  besondern  Fall  eintreten  mag,  etwas  p» 
Anderes  ausdrückt,  als  die  blosse  Mehrwei-thigkeit  an  sich  sdbst 
Wenn  Grössen  oder  Functionen  mehrwerthig  sind,   so  mag  dies 


unter  Uroständen  der  Grund  zu  einer  Mehrdeutigkeit  werden 
können ;  aber  letztere  Eigenschaft  ist  etwas  Hinzukommendes  und 
Zufälliges,  wonai^h  man  den  maassgebenden  Hiiuptbegriff  nicht 
bezeichnen  darf.  Fragt  man  aber,  warum  bisher  ein  bestimmter 
Sprachgebranch,  der  von  einwerthigen.  zweiwerthi^en  und  mehr- 
werthigen  Functionen  oder  Grössen  in  unserm  Sinne  redete,  gefehlt 
habe,  so  ist  die  Antwort  einfach  die:  weil  BegritT  und  Sache 
selbst  fehlten.  Ein  zweiwerthigea  Binom,  ein  vielwerthiges  Poly- 
nom oder  auch  kurzweg  ein  werthiges  Poljnom,  —  das  sind  Aus- 
drücke, rite  sich  nach  unserm  BegriiTs-  und  Bezeichnungssystem 
leicht  erklären  werden.  Wollte  man  aber  statt  dessen  von  zwei- 
deutigen Binomen  und  vieldeutigen  Polynomen  reden,  so  käme 
das  nicht  nur  uniichtig,  sondern  auch  komisch  heraus.  Die 
■«erthig  gemischten  Polynome  haben  eben  thatsächlich  so  viele 
"Werthe  oder  stellen,  mit  andern  Worten,  den  gesammten  In- 
begriff aller  solcher  Werthe  vor,  als  aus  der,  entweder  völlig 
freien  oder  im  besoudern  Falle  vorgeschriebenen,  combinatorischeD 
Zusammenstellung  der  Werthigkeiten  der  ein2elnen  Glieder  ge- 
bildet werden  können.  Dies  ist  aber  keine  Deutung  aus  dem 
Bereich  beliebiger  Möglichkeiten,  sondern  eine  umfassende  Durch- 
arbeitung aller  vorhandenen  Werthfalle. 

Der  einfachste  Fall  der  Mehrwerthigkeit  ist  diejenige  Zwei- 
werthigkeit,  die  in  der  gleichzeitigen  Vereinigung  von  Plus  und 
Minus  vor  derselben  Grösse  besteht.  Dieser  Fall  ist  auch  zu- 
gleich typisch  und  weittragend,  weil  er  die  Eigenschaft  jeder 
Quadratwurzel  ausdrQckt,  gleichviel  ob  diese  reell  oder  imaginär 
ist.  Verbindet  man  nun  eine  einwerthige  Grösse  oder  Function 
A  mit  einer  zweiwerthigen  +  B,  so  ist  das  so  entstehende 
Binom  A+  B  seiner  Form  nach  selbst  ein  zwei  werthiges.  Ge- 
setzt, man  wüsste  irgendwoher,  wie  wir  dies  spater  an  dem  von 
uns  behandelten  Falle  symmetrisch  zu  nenuender  Maxima  und 
Klinima  kennenlenien  werden,  dass  die  in  der  fraglichen  Form 
ggebotene  Function  im  besondern  Falle  thatsächlich  nur  einen 
"Werth  haben  kann,  so  wäre  sofort  ein  Fundamentalschluss  von 
entscheidender  Bedeutung  mögiii^h.  Nennt  man  nämlich  jene  un- 
bekannte einwerthige  Grösse  der  Function  E,  so  hat  man  A  ^-  B 
=  E.  Dies  stellt  zwei  Gleichungen  vor,  A  ~i-  B  =^  E  und  A  —  B 
=■■  E,  aus  deren  Addition  sich  A^  E,  und  aus  deren  Subtraction 
_jich  B  ^  0  ergiebt. 

3.  Hätte  man,  in  voller  Abstraction  von  einer  hinomen  Ver- 
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bindung,  auch  nur  überhaupt  gewusst,  dass  irgend  eine  m 
werthige  Grösse  +  B  in  einem  besondem  Fall  nur  den  dm 
und  alleinigen  Werth  M  haben  kann,  so  ergäbe  dies  sofort  eioa 
Schluss  auf  die  absolute  Grösse  von  B.  Man  hat  alsdann,  der 
allgemeinen  Form  der  Zweiwerthigkeit  entsprechend,  in  der 
Gleichung  +  B  ^=  M  die  zwei  Gleichungen  -h  S  =  M  nnd  —B  [ 
=  M  eingeschlossen.  Addirt  man  diese,  so  erhält  man  Jlf=0: 
subtrahiil;  man  sie,  so  hat  man  unmittelbar  JS  =  0.  Auf  beideria 
Art  ergiebt  sich  also,  dass  jenes  Zusammenfallen  der  zwei  Wertk 
in  einen  nur  fOr  den  Null  werth  der  Grösse  oder  Function  möe- 
lich  ist,  und  dieses  Ergebniss  B  ^=  0  repräsentirt  unter  Umsti^ 
den  eine  sachlich  wichtige  Gleichung. 

Die  homogenweithigen  Polynome,  die  also  aus  Gliedern  t« 
gleicher  Werthigkeitsbeschaifenheit  bestehen ,  und  zu  denen  wnA 
die  vereinzelten  Ausdrücke  oder  sogenannten  Monome  gesellt  wtr 
den  müssen,  sind  von  minderer  Wichtigkeit,  als  die  gemisdit- 
werthigen.  Unter  den  letzteren  bildet  wieder  den  maassgebeode 
einfachsten  Typus  der  zweiwerthig  gemischte  zweigliedrige  Air 
druck  A  +  B,  Mit  diesem  haben  wir  schon  oben  unter  der  Vor- 
aussetzung operirt,  dass  er  eine  Function  darsteUe,  die  in  einei 
besondem  Fall  einwerthig  E  ist.  Es  musste  unter  dieser  Vo^ 
aussetzung  A  =  E  sein ,  und  die  Function  spaltete  sich  in  na 
für  deren  jede  der  absolute  Werth  rein  aus  dem  Vorzeidwi- 
schluss  erhellte.  Wir  wollen  nun  noch  einen  specieUerai  FiD 
setzen,  nämlich  den,  wo  -B  =  0  ist,  —  also  von  yomherein  die 
Gleichung  A  +  B  ^=0  als  gegeben  betrachten.  Aus  den  if« 
Gleichungen  ^  -f-  B  -  0  und  A  -  B=0  folgt  durch  Additioi 
und  Subtraction  .4^0  und  B  =  0.  Die  Gleichung  ist  alsoii 
zwei  Summandengleichungen  gespalten,  und  diese  Operation  will 
die  Noi*m  für  eine  ganze  Reihe  von  Verfahrungsarten  abgebci 
deren  Regeln  sich  mit  den  Combinationen  der  Vielwerthigkdta 
aus  dem  leitenden  Princip  bestimmen  lassen. 

Die  Beschaifenheit  der  Glieder  A  und  B  wurde  der  Ein&i* 
heit  wegen  derartig  vorausgesetzt,  dass  A  unmittelbar  einwertb«' 
und  jB,  abgesehen  von  seinen  Vorzeichen,  an  sich  selbst  ebenfdk 
einweilhig,  also  beide  absolute  Grössen  oder  Functionen  von  ik- 
solutem  Werth  sein  sollten.  Diese  Voraussetzung  ist  aber  m^ 
nöthig  und  würde,  falls  sie  immer  gemacht  werden  mOsste,  te 
Allgemeinheit  der  Schlüsse  und  dem  Fortgang  der  OperatioDei 
grossen  Eintrag  thun.     Es  können  vielmehr  A  und  jB  an  sidi 
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Bein,  was  sie  wollen  und  daher  auch  mehr  als  einen  Werth  ein- 
scbliessen,  falls  zwischen  ihnen  nur  der  Unterschied  bestehen 
bleibt,  dass  auf  das  für  sich  mit  seinen  verschiedenen  Beschiiffen- 
heiten  als  eine  Einheit  auf^efasste  A  sowohl  der  eine  als  der 
andere  Werth  des  einheitlich  gefassten  B  komme.  Die  Zwei- 
werthißkeit  ist  demgemäss  hier  nicht  absolut,  also  nicht  auch  im 
Hinblick  auf  sonstige  Werthe,  sondern  nur  relativ  zu  verstehen,  d,  h. 
es  genügt,  wenn  das  Glied  B  in  derjenigen  Hinsicht  zweiwerthig 
ist,  in  welcher  gleichzeitig  das  Glied  A  einwerthig  bleibt  Ueber- 
haupt  wird  die  gemischte  Werthigkeit  der  Poljnome  immer  da- 
nach zu  beurtheilen  sein,  ob  die  einen  Glieder  einen  oder  eine 
geringere  Zahl  Werthe  haben,  wuhrend  die  andern  Glieder  gleich- 
zeitig und  zugehörig  eine  grössere  Anzahl  von  Werthen  vorstellen, 
Eienach  bestimmt  sich  auch  die  Anzahl  der  Werthe  des  ganzen 
Polynoms  selbst.  Unser  Binom  A  +  B  hat  zwei  Werthe  A  +  B 
und  A  —  B,  weil  mil  demselben  Werth  von  A  je  einer  vou  den 
zwei  Werthen  von  B  zu  verbinden  ist,  und  nach  diesem  Combi- 
nationsgrundsatz  wird  man  überall  verfahren,  wie  auch  A  und  B 
oder  überhaupt  die  beziehungsweise  als  absolut  hgurirenden 
Glieder  der  Polynome  übrigens  an  sich  noch  weiter  werthig  be- 
BchalTen  sein  mögen. 

Nachlräglich  kann  man  fUr  die  Fundamentalspaltung  der 
Gleichung  A  +  B  =  Q  in  ^=0  und  B  =  M  eine  abgekftrzte 
Vorstellungsart  einführen.  Man  erkennt  nilmlich ,  dass  zwei- 
•werthige  Glieder  für  sieh  eine  eigne  An  von  Summanden  bilden, 
die  nur  mit  sich  selbst  verbunden  und  daher  auch  nur  mit  sich 
selbst  und  der  Null,  welche  ohne  Werthveränderung  alle  Werthig- 
keiten  haben  kann,  in  eine  einzige  Gleichung  treten  können. 
Mit  den  einwerthigen  Gliedern  verbinden  sie  sich  zwar  ebenfalls 
additiv  und  gleichungsweise,  aber  doch  nur  dergestalt,  dass  man 
immer  zwei  verschiedene  Ergebnisse  und  demgemass  auch  zwei 
Gleichungen  oder,  besser  gesagt,  zwei  Werthe  der  Function  im 
Auge  haben  muss.  Dies  heisst  soviel,  dass  sich  ein  zweiwerthiges 
Glied  nicht  in  seiner  Doppelrolle  als  Ganzes,  sondern  nur  für 
sich  in  jedem  seiner  getrennten  Werthe  mit  dem  einwerthigen 
ftts  eigentliche  Grösse  vereinigen  lasst.  Nur  der  Nullfall  macht 
eiae  Ausnahme,  aber  auch  nur  eine  scheinbare  Ausnahme,  weil 
die  Null,  ungeachtet  aller  Vorzeichen,  unter  allen  Umständen 
«inwerthig  bleibt,  d.  h.  die  Gleichung  4- 0  ^  —  0  der  alge- 
braiBchen  Logik  nicht  widei'spricht.    Wenn    wir  uns   hienach  A 
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und  ebenso  B  als  einen  Inbegriff  von  Sammaiiden  denken,  5? 
können  wir  sagen ,  dass  in  einer  auf  Null  gebrachten  Gleidnoe 
die  sanimüichen  einwerthigen  Glieder  fQr  sich  und  ebenso  die 
sämmtlichen  zweiwerthigen  Glieder  für  sich  gleich  Null  seu 
müssen.  Haben  wir  also  irgend  eine  beliebige  GleichoDg  w 
uns,  in  welcher  der  betreffende  Werthigkeitsunterschied  obwilte; 
und  erkennbar  ist,  so  können  wir  diese  Gleichang  sofort  in  zve 
zerlegen,  —  eine  Operation,  die  sich  als  m&chtiges  und  firuchtbaiK 
Iltüfsmittel  der  Algebra  und  gesammten  Analysis  erweist  Ueber- 
all,  wo  quadratische  Irrationalitäten  im  algebraischen  Sinne  dics^ 
Worts  vorhanden  sind ,  liegen  hiemit  zugleich  anch  Zweiwerthi^- 
keiten  Tor,  und  wo  sich  zu  diesen  Glieder  von  linearer  BezidioD: 
gesellen,  da  ist  hiemit  auch  immer  jener  einfache  Fall  gegebo, 
an  den  als  an  den  ersten  die  Werthigkeitsrechnung  anknöpft. 

Gleichartigkeit  und  Ungleichartigkeit  der  Sammanden  sii^ 
Begriffe  von  erst  zweiter  Ordnung.  Sie  können  erst  dadurdi 
leitend  und  fruchtbar  wenten,  dass  man  ihre  Vorbedingung«!  fest- 
stellt.  Niemand  hat  bisher  in  der  verschiedenen  Wertfaigkeit 
eine  trennende  Ungleichartigkeit  erkannt,  —  allerdings  vieUeidit 
auch  darum  nicht,  weil  man  Qherhaupt  die  gemischte  VTertbk- 
keit  gamicht  in  Frage  gebracht  hat.  Das  Merkmal  der  Ungleidi- 
artigkeit  besteht  eben  darin,  dass  die  Einheiten  nicht  diesdba 
sind.  Jede  Art  von  Einheit  kann  nur  mit  Ihresgleichen  addir. 
d.  h.  zu  einer  Anzahl,  die  nach  dieser  Einheit  benannt  wird,  vt 
sammengefasst  werden.  Die  zweiwerthige  Einheit  ^4^  1  lässt  ski 
mit  der  einwerthigen  Einheit  nicht  zusammenzählen,  solange  jeK 
in  ihrer  Combination  ungetrennt  imd  individuell  bleiben  soU,  vfi 
sie  ist.  Jedoch  soll  auf  dieses  Zui-Qckgehen  zn  werthigen  Bi- 
heiten  kein  besonderer  Ton  gelegt  werden.  Wir  bedürfen  diese 
Umweges  nicht ;  denn  unsere  erste  algebraische  Schlussweise  '^ 
die  klare  Grundlage.  Ueberhaupt  ist  die  hinterher  mögliche  Vor* 
Stellung  von  der  Ungleichartigkeit  der  werthigen  Bestandthdk 
nicht  sowohl  eine  Klämng,  als  vielmehr  nur  ein  Hülfemittel  to 
die  Erinnerung  und  eine  künstliche  Annäherung  an  eine  bexfi;- 
lich  des  Imaginären  längst  bekannte  Thatsache.  Ans  dem  Bi- 
bestimmten Begriff  der  Ungleichartigkeit,  wie  und  wo  er  aick 
vorkomme,  kann  man  algebraisch  ohne  Weiteres  nichts  schliessei. 
sondern  höchstens  etwas  vermuthen.  Damit  die  Ungleichaiti^ 
keit  ein  klarer  Begriff  werde,  niuss  man  vorher  erst  unabhtepf 
von  ihm  feststellen ,  ob  eine  summatorische  Verbindung  mid  ob 


iDgleichungstellen  gehindert  werde  oder  nicht.  Man  muss  also 
die  Hauptsache,  nämlich  ob  sich  die  Gleichung  spalten  lasse,  erst 
noch  ausmachen,  und  erst  hiemit  hat  man  eine  in  dem  fraglichen 
Sinne  zuverlässige  Ungleiehartigkeit  der  Bestandtheile  erwiesen. 
4.  Legt  man  eine  neue  und  tiefere  Auffassung  der  gesammten 
Differential-  und  Variationsrechnung  sowie  des  Gebiets  der  Reihen 
zu  Grunde,  so  bildet  die  Spaltung  einer  Function  in  Summanden, 
und  zwar  zunächst  in  zwei  Summanden,  den  ersten  Ausgangs- 
punkt jeglichen  weiteren  Verfahrens.  Lagrange  nahm  bekannt- 
lich für  seine  Gestalt  der  Ditferentialrechnung,  die  er  Functionen- 
rechnung  nannte,  gleich  ein  Reihenganzes,  nanilich  die  vom  in- 
finitesimalen Nebenwerk  gesäuberte  Taylorsche  Reihe,  zum  Aus- 
gangspunkt. Auch  übernahm  er  nicht  etwa  diese  Reihe  als  all- 
gemeines Ergebniss  der  Differentialrechnung,  sondern  verschaffte 
sie  sich  selbsUlndig  auf  dem  gewöhnlichen  algebraischen  Wege 
durch  die  Methode  der  unbestimn)ten  Coefficienten.  Dies  hiess 
soviel,  als  die  abstracte  Form  der  Reihe,  nämlich  das  Fortschrei- 
ten nach  ganzen  und  positiven  Potenzen  des  Zuwachses  des  Ar- 
guments der  zu  entwickelnden  Function,  postuliren  oder  vielmehr 
vorschreiben.  Eine  solche  Keihenfomi  sollte  eben  maassgebend 
sein,  und  es  blieb  nur  übrig,  zuzusehen,  ob  und  wie  sich  für  ihre 
unbestimmten  Coefficienten  durch  Gleichungen  mit  der  zu  ent- 
wickelnden Function  und  deien  besondern  Werthen,  also  durch 
eine  eigenthümhche  Art  von  Algebra,  gewisse  AVerthe  oder  viel- 
mehr Wertliformen  ergeben  möchten.  Soweit  diese  Art  von 
(Operationen  reichte,  war  auch  die  Differentialrechnung  ziüftnglicb, 
und  umgekehrt,  soweit  die  Differentialrechnung  reichte,  ebenso- 
weit konnte  und  musste  auch  die  Reihenmelhode  tragen.  Defect 
waren  sie  alle  beide  gleichermaassen  da,  wo  die  extremen  Werthe 
der  Functionen  in  Frage  kamen.  Bei  diesen  vereinzelten  Punkten, 
in  denen  Ableitungen  der  Function  durch  das  Unbegrenzte  gehen, 
wurden  ganze  und  positive  Potenzen  des  Zuwachses  eine  unge- 
eignete und  hie<Uirch  defecte  Form.  Dagegen  konnten  Bruch- 
potenzen  des  unbeschränktkleinen  Zuwachses  anstatt  der  gewöhn- 
lichen unabhängigen  Differentiale  zu  Ausgangspunkten  gemacht 
werden,  um  im  VerhiOtniss  zu  ihnen  die  abhängigen  Zuwachsungen 
in  einer  nicht  unendlichen  Form  dai-zustellen.  Ein  sehr  einfaches 
Beispiel  hiefür  ist  der  Fall,  wenn  im  Kreise  die  f^trrtinate  durch  . 
Null  geht.  Alsdann  wird  deren  Ableitung  nach  der  gewöhnlichen 
Differential-  oder  Reihenmethode  unendlich,  während  sich  fUr  die 
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wirklichen   Increiuente  eioe  Gleichung  in    endlichen  Ansdrtde 
unmittelbar  ergiebt,  sobald  man  nur  die   Forderung  derIti^ 
rentialreclinung  fallen  lässt,  dass  diese  Gleichung  linear  sein  flob 
Ine  einander  im  Argument  und  in  der  Function    entsprecheihiei 
unbeschränktkleinen    Zuwachsungen    stehen    bei    gewissen  Al^ 
iiahmspunkten  des  Laufes  der  Function    eben    nicht  in  linatr 
(ileichimg.    Zwingt  man  ihnen  dennoch  vermöge  der  Differentü- 
rechnung  oder  der  allgemeinen  Reihe  diese  lineare  Form  auf,» 
muss  die  von   der  Lösung  ertheilte  Antwoil   eine  entsprecheoot 
sein.  d.  h.   ein    unbeschränktgrosses  Verhältniss    ergeben,   b- 
grange  gestand  diese  17nvoIIkommenheit  auch  bei  seiner  lletluMc 
ein.  berief  sich  aber  darauf,  dass  ja  grade  hier  auch  die  gevülii- 
liche  Differentialrechnung  mangelhaft  <endefaut)  bleibe.    Eini^* 
maassen  verwandt  mit  diesem  wirklichen  Defect  sind  die  mmsa 
abnoi-men  Fälle,  in  denen  die  Voraussetzungen   der  Differeotit 
rechnung  oder  der  Rechnung  mit  der  allgemeinen  Reihe  Weftk 
von  der  Form  Null  durch  Null   oder  Aehnliches  mitsichbrioga 
wobei  die  Unbestimmtheit  oder  vielmehr  das  Nichtssagende  os 
durch  Kunstgiiffe.  also  etwa  durch  weitere  Differentiation  dae 
Sinn  erhalt.    L'ebriizens  ist  auch  jener  stärkere   Defect ,  der  in 
dem  LTnendlichwerden  des  Differentialquolienten  seinen  Ausdnct 
findet,  keine  Unrichtigkeit,  sondern  nur  die  Folge  einer  zu  eo^ 
Fragestellung.    Differential-  und  Ableitungsrechnung  fragen  beUt 
nach  dem  Quotienten  der  T^ffei-entiale,  während  der  weitere  Ge- 
sichtspunkt dazu  nöthigt.  überhaupt  nach  einer  Gleichung  fri- 
schen den  Differentialen  zu  fragen.    Eine  solche   aUgemein  ^ 
dachte   Gleichung   kann    dann  Wurzeln    oder    überhaupt  Brocl- 
Potenzen  der  unabhängigen  Differentiale  enthalten  und  demgenüb: 
da  endliche  Beziehungen   liefern .  wo  der  einfache  Quotient  lO- 
beschräuktgix^ss  winl.    Vm  an  das   vorher  bezeichnete  Bei&pei 
der  Kmsordinate  wieder  anzuknüpfen,  so  wird  der  Quotient  eififf 
Sehne  durch  deren  Abstand  vom  Bogen  unbeschränktgross.  ii- 
dem  sich  die  Sehne  dem  EM>gen  unbeschränkt  nähert;   aber  die 
Quadratwurzel  aus  dem  Abstände  hat  zur  Sehne  stets  ein  eiri- 
liches  Verhältniss.    Betrachtet  man  also  die  unbeschränktkleiMi 
Veränderungen  der  Givssen  unmittelbar  und  fragt  nach  der  Fom 
ihi*er  l^ziehung.  anstatt  diese  Form  von  vornherein  als  Quotienta 
vorzuschreiben,  so  können  jene  defecten  Lösungsgestalten  wäA 
eintreten,  und  e$  lässi  sich  auch  immer  eine  Reihe  angeben«  dnrdi 
welche  die  Function  mit  ihrem  Zuwachs  nach  iifrend  welchen  Fo- 


lenzen  dieses  Zuwachses  ausgedtOckt  wird.  Es  kann  also  hiebet 
Die  jenes  Mtssveihältniss  eintreten,  demzufolge  für  den  endlichen 
Werth  einer  Function  sich  eine  Reihe  ergiebl,  in  der  Glieder  von 
unendlichem  Werth  vorkommen. 

In  unserm  Zusammenhanfre  sind  jene  besondern  Fälle  nicht 
weiter  zu  verfolgen,  wohl  aher  ist  bemerklich  zu  machen,  wie  das 
gemeinsame  Gebiet  der  Differenlialrechnung  und  der  Lagrange- 
schen Function enrechnung  auch  einen  gemeinsamen  Ausgangspunkt 
hat,  den  wir  nachher  mit  Ableitungen  aus  dein  Werthigkeits- 
princip  zu  beiühren  haben.  Die  gemeinsame  Wurzel  ist  die 
Spaltung  einer  Function  in  Summanden  und  zwar  vor  aller  wei- 
tern Spaltung  immer  eret  in  zwei  Stücke.  Diese  Spaltung  bezieht 
sich  auf  diejenige  des  Arguments;  denn  anstatt  von  Zuwachs  zu 
reden,  heisst  es  weit  allgemeiner  und  auch  weit  algebraischer 
vei-fahren,  wenn  man  die  als  einfach  gegebene  Verilnderliche  durch 
TheilstUcke  oder,  ganz  abstract  ausgedrückt,  das  einfache  Argu- 
ment durch  ein  ihm  gleiches  binomisches  ersetzt.  Alsdann  wird 
die  Function  zur  Function  eines  Binoms,  und  dieses  Binom  kann 
der  Regel  nach  nur  so  verstanden  werden,  dass  es  beliebige  abso- 
lute Werthepaarungen  seiner  Glieder  zulässt  und  so  in  einem 
weiteren  Sinne  dem  Gesichtspunkt  entspricht,  von  dem  wir  bei 
der  Werthigkeit  in  unserm  engern  Sinne  des  Worts,  d.  h.  bei  der 
Zeichenwerthigkeit ,  Gebrauch  gemacht  haben.  In  jedem  Falle 
kommt  es  auch  aus  diesem  verallgemeinerten  Gesichtspunkt  zur 
Spaltung  der  Function  und,  falls  derartige  Functionen  mit  einander 
in  Gleichung  gestellt  werden,  zur  entsprechenden  Spaltung  der 
betreffenden  Gleichung. 

Man  habe  in  irgend  einer  Function  f(x)  f(lr  x  das  Binom 
P  +  q  eingesetzt,  und  denke  sich  hiebei  p  und  q  zunächst  ohne 
besondere  Untei-schiede  der  Zeichenwerthigkeit.  Wohlgemerkt, 
ist  hier  jt  -t-  ij  an  keinen  bestimmten  Summenwerth  gebunden. 
Es  ist  aber  nicht  blos  als  Ganzes,  sondeni  auch  die  Theile  sind 
jeder  für  sich  unabhängig  vom  andern  veränderlich.  Hienach 
wird  f  {p -i- q)  gewissermaassen  eine  Function  von  zwei  unab- 
hängigen Veränderlichen,  und  sie  unterecheidet  sich  von  einer 
allgemeinen  Function  f{p,q)  nur  dadurch,  dass  die  beiden  Argu- 
mente die  Eigenscliaft  haben,  zusammen  als  Summe  auch  ein 
Gesammtargument  zu  foi-miren.  Die  Abhängigkeitsart  der  Function 
von  den  beiden  Verilnderliclien  ist  hiedurch  specificirt  Betrachtet 
man  nun  die  summatorischen  Theile  der  Function  f  (p  +  q)  selbst. 
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I  liehen,  ZQ  welcher  selbst  nicht  etwa  noch  ein  constantes  Glied 
t  sich  zugesellt  findet,  bo  spaltet  sich  die  Gleichung  C+  V=0 
in  die  beiden  C  =  0  und    K  =  0.      Man  hat  nämlich   7=  —  C. 
I  Da  aber  V,  der  Voraussetzung  nach,  kein  von  Veränderlichen 
I  unabhängiges,  d.  h.  kein  consliiiites  Glied  enthalten  darf,  so  kann 
t  auch  —  C  keine  Grösse  haben  und  daher  nur  Kuli  sein.    Bei 
I  diesem  Schluss  ist  keine  Zeicbenwerthigkeit ,  wohl  aber  die  abso- 
I  lute  Werthigkeit  im  Spiele.     Statt  einer  auf  die  Vorzeichen  be- 
I  zOglichen  Zwei  werthigkeit  von  V  oder  vielmehr  der  in  ihm  ent- 
halten gedachten  Glieder   haben  wir  für  diese  Glieder  eine  der 
Zahl  nach  unbeschränkte  Vielwerthigkeit.     Auf  diese  Weise  ab- 
strahirt  man  sogar  vom  Begriff  der  Veränderung,  indem  man  an 
ilie   Stelle    dieses    Begriffs    den    einer   unbeschränkten    Grössen- 
werthigkeit  einführt.     Die  Analogie  mit  der  Zeicbenwerthigkeit 
leuchtet  bienach   ein.     Auf  ein  C  oder  ein  Glied  innerhalb  C 
kommen  unbeschränkt  viele  Werthe  der  Glieder  innerhalb  Fund 
der  algebraischen  Form  nach  auch   von  F  selbst,  obwohl  diese 
letztere  unbeschränkte  Werthigkeit  des  ganzen  F  in  seinem  that- 
sftcblichen  Nullwerth    ebenso  gleichgültig  wird,  wie  in  unserer 
fi-Oheren    Gleichung  A  +  B  =^  0   die   Zwei  werthigkeit   von    B, 
welches  ja  auch  gleich  Null  sein  musste.    Mit  demselben  Rechte, 
wie  bei  der  Zeicbenwerthigkeit  können  wir  daher  auch  hier  uns 
kurzweg   dahin   itusdillckeu ,   dass  zu  dem   einen  Werth  von  C 
unbeschränkt  viele  von  V  gehören.     Auch  hier  kann  man  nach- 
träglich von  der  Ungleichartigkeit  der  Glieder  reden,  und  man 
'kann   Überdies   analog  mit  dem  Fall  der  Zeicbenwerthigkeit  den 
Satz  fonnuliren,  dass  die  constanten  d.  b.  die  absolut  einwertbigen 
Glieder  für  sich  allein  mit  Ihresgleichen,  und  ebenso  die  veränder- 
lichen d.  b.   die  absolut  werth igun beschränkten  Glieder  für  sich 
mit  ihrer  eignen  Art  Gleichungen  formiren.    Wir  haben  also  hier 
ein  erweitertes  Princip  der  Gleichungsspaltung,  welches  in  dieser 
bestimmten  Abandening  recht  eigentlich  für  die  Analysis  des  Ver- 
änderlichen gemacht  ist  und  diese  Analysis  unter  den  Gesichtspunkt 
der   Operation   mit   absolut  verschieden  werth  igen  Grössen  biingt. 
Wie  sich  eine  Function  von  Veränderlichen  zu  einem  unmittel- 
bar constanten  Ausdi-uck,  d,  h.  zu  dem  verhält,  was  man  kurzweg 
eine  Constante  nennt,  so  stellt  sich  zu  der  Function  M  von  einer 
Veränderlichen   die  Function   S  von   zwei   oder   mehr  Veränder- 
lichen auf  ähnliche  Weise.     Wir  nehmen  gleich  den  besondei-n 
Fall ,  in  welchem  zu  der  Veränderliehen  p  der  ersten  Function 
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in  der  zweiten  auch  die  Veränderliche  q  hinzukommt  Ari 
setzen  wir  immer  voraus ,  dass  die  in  der  fraglichen  Weise  \t 
Htimniton  Functionen  nicht  etwa  noch  Summandenglieder  r 
eingoniischt  enthalten ,  welche  dieser  Bestimmung  für  sich  ilki 
widersprochen  würden.  Es  ilai-f  also  beispielsweise  die  Fuiicüi 
von  zwei  Veränderlichen  kein  Glied  enthalten ,  welches  mit  der 
Function  von  einer  Veränderlichen  gleichai-tig  wäre,  indem» 
auch  nur  diese  eine  Veränderliche  enthielte.  Diese  Nothwendigkc 
ist  analog  der  obigen,  vermöge  deren  die  Elinmischung  einer  C» 
stauten  als  Gliedes  der  Function  einer  Veränderlichen  aII§j:^ 
schlössen  war.  Durch  solche  Mischungen  würde  der  b^ffia 
fostbestininite  Charakter  alterirt.  Zwar  ist  auch  a  +  ß  eine  zte- 
worthigo  Grösse;  denn  sie  hat  die  Werthe  a  -{-  ß  und  a  — i 
aber  sie  ist  keino  rein  zweiweithige,  und  auf  diese  völlige  otf 
ausschliessliche  Zweiwerthigkeit  kam  es  bei  unsem  Schlüssen  tt 
Kbonso  kommt  es  nun  in  der  jetzigen  neuen  Wendung  dartf 
an«  die  Constauiten  für  sich,  die  von  einer  und  derselben  Ve^ 
nnderlichon  abhängigen  Functionen  für  sich,  alsdann  die  vA 
mehr  Veränderlichkeit  vorstellenden  wiederum  für  sich,  und  übe^ 
haupt  alle  Functionen  derartig  in  ungemischten  Ordnungen  i^ 
gothoilt  /u  betrachten,  dass  immer  die  folgende  einer  zusinos- 
liosot/leron  Kegel  der  Vei-änderlichkeit  unterliegt,  als  die  voi» 
gohondo.  Nach  dem  Werihprincip  heisst  dies  soviel,  als  es  o» 
biniron  sich  mit  Jedem  Werth  der  vorangehenden  anbeschriak 
\iolo  NYerlho  der  nachfolgenden. 

Sind  nun  narh  dieser  Bestimmung  P  und  ;?  beziehungswcfit 
uu&:vmisohte  Functionen,  die  er^ter^  von  p  allein  und  die  letitflc 
\on  I»  und  q  /ucloich,  so  lolgt  aus  der  Gleichung  P-t-S^^ 
auch  /'  0  unii  >  ^-^  0.  Man  hat  nämUch  5  =  —  P.  X« 
ouibalt  aber  nach  de:  Voraus^seuun^:  5  kein  von  j>  alldn  tVtit 
^i^^  Glii\l.  als<^  kein  G!:ed  von  der  Art  P.  Es  darf  dikA 
damit  die  Gloiohaiig  bestehen  könne.  P  keine  Grösse  haben  ai 
musc>  donvi:omass>  cleich  Null  s^^in.  Nach  dem  n^inen  WerÜipriiK? 
ljis;st  sich  d:o:>om  r«,ir  auch  ohnehin  schlüsssägea  RaisooDeioa^ 
Dxvh  ome  aw^ahlrerv  For.:;  p?ber.  Fine  Gleichung  nämlich.  & 
au:  b^iviea  So:ten  de5  ii\:chhe;:sje:vheas  eine  verschiedene  A^ 
r-Ahl  \^Hi  We::hen,  r/AVt^u  o.:ec!^  i/an  in  Vomachen  liegen  oder 
r.uhu  tcm^ell  \ors:c/.:.  ka:::  u.vh:  ^aar  siän,  ausser  veon  bä* 
>^::ea  iioich  Nu.*.  s;r.i;  vit".::i  uur  :::  Feii^aag  auf  dieXnOvi'' 
vix^  Vcrs<i:<uci*.«*er:>:-^ke::  i^^vi^i^ilni:  cnier  nndec  sich.  w«s  te- 


r 


in  dem  Nullwerth  vernichtet.     Von  diesem  einzijreo 
>  Falle  abpesehen,  also  für  jede  Gleichstellung  eigentlicher  Grössen, 
•  ist  es  ein  Grundgesetz,   dass  ihre  Werthigkeiten  oder  sonstigen 
h  Wertlie  in  gleicher  Anzahl  vorhanden  sein  tnQssen.    Es  wäre  von 
I  vomherein  logisch  ungereimt,  etwa  einen  Werth  zwei  Werthen 
I  gleichsetzen   zu  wollen.     Es  hiesse  dies  soviel,  als  beispielsweise 
|t  den  Begriff  Plus  gleich  dem  Begritf  Minus  setzen  oder  aber,   wo 
k  es  sich  nicht  um  Zeichen werthigkeit  handelt,  pegen  das  bekannte 
I  Axiom  die  Absurdität  anstellen,  es  könnten  zwei  Grössen,  die 
I   unter    einander   ungleich    sind,   einer   dritten    gleich   sein.     Dies 
I  würden  Rilnilich  die  zwei  Werthe  sein,  die  mit  einem  einzigen 
dritten   in  Gleichung  gestellt   würden.     Bei    allen    Gleichungen 
kommt  es   immer  auf  Grössen  werthigkeit  als    denjenigen    ver- 
mittelnden BegrilT  an,    durch  welchen  die  Gleichung  ihren  Sinn 
erhält.    Das  Gleichheitszeichen  heisst  immer  soviel,  als  der  Grösse 
nach  gleich,  bedeutet  also  nicht  etwa  eine  beliebige  begiiftliche 
Uebereinstimmung.     Es    setzt  unmittelbar   keine  Vorzeichen    in 
Gleichung,  sondern  thut  dies  nur  mittelbar  im  Hinblick  auf  die 
Wirkungen,  welche  die  Vorzeichen  auf  die  Bestimmung  des  abso- 
luten Grössenwerths   haben.     Plus   und  Minus   werden  daher  nie 
an   sich   in   Gleichung   gestellt;    denn   das   wäre   ein  begrifflicher 
"Widerspruch.    Wohl  aber  liefert  Null  addiren  und  Null  subtrahiren 
das  gleiche  Ergebniss,  und  dies  ist  auch  der  Grund,  aus  welchem 
wir  principiell  geschlossen  haben.    Ebenso  kann  die  formelle  Viel- 
werthigkeit  einer  Function  mit  ihrer  absoluten  Grösseneinerleiheit, 
wie  wir  sie  vorher  vor  uns  hatten,  nur  dadurch  zusamnienbestehen, 
dass   die   Kuli  als  Differenz   sich  selbständig  verändernder,  aber 
dabei   einander  immer  wieder  gleich  werdend  er  Glieder  heraus- 
kommt.    Auf  diese  Weise  bleibt  der  Nullwerth  selbst  das  gegen 
die  Art  seiner  Hervorbringung  und  gegen  die  Veränderung  Gleich- 
gültige. Die  Werth  Veränderung  ist  also  hier  aus  demselben  Grunde 
gleichgültig,  aus  welchem  es  der  Werthigkeitsunterschied  war. 
In    beiden  FiHlen   Änderte   nämlich  die  Verschiedenheit  der  Ope- 
ration den  Grössenwerth  nicht,  da  dieser  trotz  ihrer  gleich  Null  Hieb. 
G.   Kehren  wir  nun  nach  Sicherung  unseres  neuen  fundamen- 
talen Ausgangspunktes,  nämlich  der  erweiterten  Gleichungsspaltung, 
zu  der  Darstellung  von  fix)  als  f(p  +  q)  zurück.    Diese  Func- 
tionsspaltung  ist,  wie  nicht  zu  oft  hervorgehoben  werden  kann, 
prototjp  für  die  wichtigsten  Operationen  der  gesammten  höhern 
Analysis,  sei  diese  im  engern  Sinne  algebraisch  oder  nicht.    Ja 
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..:.r^:r:.  r  >■  -.:.t  I" .::.?::  :.  ti  uni  ..  mjieich.  Man 
■-.::.  .ZT.  i.r  X'i^^:  1  <r\\— .  \r:.:izicer.  reinen  Coeffici« 
/  '  j  7.1  ^:t:.:::t;i.  :-:r  :.">  rrir.e  Fc^ction  von  p  in  K 
/.i/.^:.  T-r::;  ::.?..:.  I^er-.  r rstii i:he:'.  wiri  als  Glietl  imraei 
}.>::':^.:.  .--in.  ■'..  .^i  r.;::.:  .\.;s  'efniem  Gründen  Null 
llihuh,'-':.  ::^/r.f:n  ■^:!"  r.-.;r;  •/  j.  .  in  »  »  —  v*i/".,  qi  zu  spa 
o<:nri  Hir:  Krrrrriy-'ti -r  ^>  /.  ö  -  r  wiri  eine  auch  durch  7 
hu<\fzViif\.fi  l-uri't:o!i  y^::..  «ii;  in  ihr  vurkommen  niuss.  Wirb 
nun  /.:  -  r  ».'  j.  —  1^1.  7  Gemäss  den  Detinitionen 
'Ifjn  f'ol;reruni;en  aus  ihn-^n  wi^^en  wir.  liass  die  zweiten  Gl 
\t(:\(U'r  Gh:ir:hunL's?eit«rn  in  ihien  Verändei-uncen  mehr  Spieli 
hah^jn  al*  die  ersten.  «1.  h.  das>  auf  einen  Werth  von  i*'\p^ 
l»<.*hdirankt   viele  von    .'/ 1  y..  7     kommen.     Hätte    man  also 
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ibei-ein  zwei  in  Gleichung  slehenile  Functionen  gehabt,  fdr 
einen  Coefficienten  k  und  ki ,  zu  bestimmen  gewesen 
so  hätte  man  eine  Gleichung  k  +  r  ^ki  +  r,  unii  aus 
k  =  Ä,,  (1.  h.  die  IiientiUtt  des  auf  diese  Weise  bestimmten 
1  CoefÜL'ienten  von  7  constatiren  können,  üebrigens  ist  aber 
i^^ch  ohne  die  Voiaussetzung  solchei-  Functionsgleichung  klar, 
^asfi  die  fragliche  Abspaltung  und  Reducirung  eines  rein  von  p 
(Abhängigen  (Joefficienten  k  ohne  Nullsetzung  von  q,  d.  h.  blos  auf 
Grund  der  Veränderungsunabbängigkeiten  oder  der  unbeschränk- 
ten Werthigkeitsuntei'schiede ,  vollzogen  werden  kann.  Dieses 
Vorfahren  ist,  wie  man  sieht,  zugleich  eine  neue  Definitionsart 
ies  reinen  Differentialcoefficienten,  in  welchem  von  den  Hulfs- 
^rössen  keine  Spur  verbleibt.  Die  Vermeidung  der  Nullsetzung 
lolcher  Hülfsgrössen  ist  in  der  neuen  Bestimmung  und  Beweis- 
&rt  die  Hauptsache.  Um  diese  neue  Bestimmung  auch  in  allen 
knalytischen ,  geometrischen  und  praktischen  Anwendungen  der 
Rechnung  festzuhalten ,  muss  man  natürlich  auch  hier  durch  Be- 
friffe  denken,  die  der  veränderten  Bestimmung  genau  entsprechen 
lad  nicht  etwa  in  einer  Anwendung  die  Nullsetzungen  der  Hülfs- 
frOssen  als  Weg  zu  den  realen  Begiitfen  festhalten,  während  man 
lie  in  der  functionellen  Abstraetion  aufgegeben  hat.  Der  Um- 
taod,  dass  bei  den  entstehenden  Gleichungen  die  alisolutwerthig 
'erschiedenen  Glieder  besondere  Theilgleichungen  bilden,  erweist 
ich  giade  in  den  Anwendungen  als  die  fruchtbare  Vermittlung, 
tte   von  der  Nullsetzung  unabhängig  macht. 

Es  ist  noch  besonders  hervorzuheben,  dass  die  Functions- 
paltung  an  sich  selbst  das  Ursprüngliche  und  Zureichende  ist, 
im  den  reinen  Coefficienten  abzuleiten.  Gleichungsspaltungen 
reten  erat  als  Folge  zu  den  Functionsspaltungen  hinzu  und  wer- 
ten überhaupt  erst  erheblich,  wenn  es  sich  darum  handelt,  eine 
}leichung  zwischen  zwei  verschiedenen  Ausdrücken  desselben 
«inen  Coefficienten  A;=ii/(p)  zu  erhalten.  In  der  Herleitung 
ies  fraglichen  Coefficienten  für  eine  gegebene  Function  ist  die 
Torm  der  Gleichung  nicht  wesentlich  und  ebenso  nebensiicblich, 
rie  wenn  man  tf  —  f{x)  schreibt,  wo  man  trotzdem  nichts  weiter 
'ortiat,  als  unmittelbar  an  der  in  x  gegebenen  Functionsformel 

''(ae)  zu  operiren  und  etwa  daraus  den  Differentialqüotienten  '  '' 
Ol  entwickeln.  Die  dennoch  auch  analytisch  Übliche  Gleichungs- 
Borm  y  =  /"(i)  hat  aber  beispielsweise  geometrisch  sofort  einen 
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mehr  als  blos  formellen  Stna .  sobaltt  y  als  Ordinate  (dac  i 
Linie  gegebene  Grösse  bezrichnet.  Alsdann  ist 
blos  nominell,  sondern  aach  sachlich  von  fu)  zn  UotersckeidtdR 
denn  f(j:)  ist  gleichsam  die  aaf  die  Abscisse  x  bexogeoe  tni 
der  Hervorbrinpuns  einer  Grösse,  die  der  schoo  anmittelbtr v- 
cebenen  Grösse  y  bleich  sein  musa.  Auch  analTtisch  stellt  (ü 
ilie  Sache  ähnlich,  sobald  tj  beispielsweise  den  unmttteilMr  f» 
gebenen  Zahlenwerth  thatsächlich  dai-stellt,  wfthrend  fix)sm 
anderweitige  Hervorbringung  Tertritt. 

Die  vorangehende  Bemerkung  war  nöthig,  am  der  nii<GT7- 
ständlichen  Voralellnng  Toranbeugen,  als  wenn  die  Funeb» 
Zerlegung  TOr  sich  allein  nicht  genug  leistete.  In  der  Tbat  d 
diese  Functionszerlegung,  die  in  nnsemi  besondem,  fQr  die  Ddr- 
rentislrechnung  maassgebenden  Falle  mehr  eis  blosse  SptKw 
in  Summanden,  nämlich  Zergliederung  nach  einem  bestünta 
Schema  war,  TollkommeD  selbst^enugsam.  Sie  brachte  die  Fb» 
(ton  nicht  hlos  in  eine  zweilheilige  Form,  sondern  zerlegte  »ai 
einen  ihrer  Bestandtheile  in  zwei  Factoren.  so  dass  ein  beettmiBUi 
Coefficient  als  eigengeartete  Grösse  sichtbar  wurde.  Mit  dB 
Sichtbarmachung  dieses  Coefficienten  ist  Alles  geschehen,  was 
Zweck  einer  Grundlegung  der  fraglichen  Rechnungsart  erford«' 
lieh  macht.  Es  ist  dies  noch  etwas  mehr,  als  wozu,  streng  ft- 
nommen,  die  Differentialrechnung  gelangt;    denn  diese  bleibt 

einem  Quotienten    ^     stehen,  den  wir  noch  weiter  zerlegen. 

ist  aber  jenes  Ergebniss  auch  noch  directer  und  rHtioneller.  ifc 
Lagranges  Gewinnung  der  abgeleiteten  Function;  denn  diese  ve^ 
mittelt  sich  durch  die  Nnllsetzung  des  unserm  q  entsprecbenila 
Incrementes  i,  —  nicht  davon  zu  reden,  dass  die  Ausführung  d« 
von  Lagiange  zu  Grunde  tjelegten  Beihenfoim  erspart  wird. 
letzterer  BeziehuBg  lässt  sich  sogar  sagen ,  dass  jene  Functioat- 
zerlegung  nicht  nur  Ersatz,  soodem  auch  Ausgangspunkt  jei 
Hei  he  sei. 

Kaum  wird  es  nOthig  sein,  noch  besonders  daitiuf  hioj 
wie  sich  unsere  Definition  des  reinen  Coefficienten  und  des 
Danitellung  gestalten,  sobald  es  sich  unmittelbar  um  den  Diffi 
rentialfall  handelt.  Alsdann  ist  D  das  unverkürzte  dy  und  q  dl 
unbeschrtlnktkleine  ilx,  wobei  jedoch  die  unbeschriUikte  Kleinlx 
ganz  gleicligültig  bleibt,  da  sie  für  das  Verführen  und  die  ScblOa 
auch  fehlen  könnte.    Es  käme  nümlich  auch  auf  dasselbe  binafl 


wenn  dx  ohne  jede  BeschränkuDg  seioer  Giüsse  nur  eine  andere 
Bezeichnung  filr  q  wäre.  Der  reine  Coefficient  wUrde  in  beiden 
Fällen,  dem  des  unbeschränkt  kleinen  und  dem  des  beliebig 
passen  dT,  genau  derselbe.  Nur  seine  Benennung  müsate  ver- 
ichieden  ausfalten.  Das  eine  Mal  mQsste  er  Coefficient  des  zwei- 
en Avguinentstücks  q,  das  andere  Mal  aber  Coefficient  des  un- 
Lbh&n;;igen  Differentials  ilx  heissen.  Hienach  können  wir  dx, 
slie  wir  noch  mit  diesem  Zeichen  ausschliesslich  den  Gedanken 
inbeschiänkter  Kleinheit  verbinden,  so  gi'oss  nehmen  wie  wir 
wollen.    Alsdann  ist    ,-  zunächst  nur  eine  andere  Bezeichnungs- 

irt  für  — ,  und  was  vorher  mit  »  bezeichnet  wurde,  heisst  nun  x. 
1 

Wir  haben  also  j^  =  i}' (x)  +  &  (x,  d z).  Der  Coefficient /;=  i/'fa;) 
8t  also  als  reine  Function  von  x  bestimmt  und,  wie  vorher  bereits 
>enierkt,  als  Coefficient  von  dx.  Jene  ei-stere  Eigenschaft  unler- 
icheidet  ihn  von  der  Function  &(x,  dx),  die  auch  ein  Thei]  des 
^esammten  gemischten  Coefficienten  von  dx  ist.    Wird  also  nach 

ler  Definition  -,      in   seine  beiden  Bestandtheile  i -f- r  zerlegt, 

dx  ° 

o  hat  man  k  +  r^  t!'(x)  -\~  &ix,  dx),  wobei  die  ersten  und 
weiten  Glieder  für  sich  allein  in  Gleichung  steheu,  was  übrigens 
or  der  Gesammtgleichung  schon  feststand  und  nur  auch  an  ihr 
Ichtbav  gemacht  werden  sollte.  Unser  dz  kann  hier  nun  jeden 
SrOssenwerth  und  jede  Eigenschaft  haben,  es  kann  also  auch  unbe- 
ehriloktklein  genommen  werden,  und  dieser  vereinzelte  Special- 
EÜl  ist  derjenige  der  Differential rechnung.  Der  fragliche  reine 
^efticient  bleibt,  wie  gesagt,  derselbe  und  ist  also  nichts,  was 
peuifisch  und  ausschliesslich  der  Differentialrechnung  angehörte. 
)ie  gewöhnliche  Zweideutigkeit  von  -,"■  im  gewöhnlichen  diffe- 
entiellen  Sinne  ist  früher  von  uns  beleuchtet  worden  und  hat 
.anniehr  durch  die  Functionszerlegung,  vermöge  deren  das  unver- 
Arzte  —-  in  die  zwei  Bestandtheile  »//(x)  und  &(x,  d«)  zerfällt, 
tne  entscheidende  Erläuterung  erfahren.  Lagranges  Notation  y' 
|r  die  reine  Coefficientenfunction  ist  genau;  aber  bei  ihm  fehlt 
ie  unmittelbare  Kritik  von  -:—  und  demgemäns  auch  die  Nach- 


reieung ,    dass 


dy  _ 


y'  -\-  &  (X,  dx)    sei    und   dass  es  in    der 
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Praxis  der  Differentialrechnung  zweideutig  auch  y'  allein  ^ 
gesetzt   werde.      Die    beiden    Gleichungen  --v^  =  y' +  5  («,  Jr 

dx 

mit  einander  bestehen,  falls  nämlich  dy  nicht  das  eine  Hai  «iufl 
andern  Sinn  als  das  andere  Mal  haben  soll ,  was  unzuläsaip  is 
Die  Differentialrechnung  identificirt  in  dy  die  abgekürzte  unilif 
iinabgekUrzte  Differenz,  die  sieh  im  Unbeschränktkleinen  zu  uni«- 
scheiden  nicht  aufhören,  in  dem  Nullfall  aber  beide  zugleich  »ff- 
schwinden.  Hierin  liegt  die  fundamentale  Cmifusioo,  in  der  so 
die  eigentliche  Differentialrechnung  von  vornherein  bewegt  ba 
Mit  Nullquotienten  ist  aber  auch  nicht  geholfen;  es  hlieb  Ali« 
nur  der  Weg  übrig,  den  Differentialcoefficienlen  unmittelbar  li 
eine  mit  der  Httifsgrösse  nicht  cemiechte  Function  zu  besttmioa 
und  als  thataüchlichen  Goefücienten  einer  von  Null  verschiedifui 
Grösse  nachzuweisen.  Auf  diese  Art  ist  seine  Existenz  su«r 
dem  Nullfal],  also  unabhängig  von  diesem  und  unmittelbar  du- 
gethan. 

7,  Die  Werthigkeitsrethnung  im  engem  Sinne  des  Worts  hjt 
es  ausschliesslich  mit  der  Zeichenwerthigkeit  zu  thun.  und  <nr 
haben  an  sie  eine  anderartige  Erweitemng  zunächst  nur  danm 
angeknüpft,  um  unsem  leitenden  Gedanken  von  lier  Spaltiuv 
einer  Function  oder  Gleichung  von  vornherein  als  etwas  durdi- 
au8  Allgemeines  zu  kennzeichnen,  was  nn  sich  selbsst  nJchl  ud 
die  in  Vorzeichen  bestehenden  Weilhuntei-schiede  bescbr&nkt  bleibt 
sondern  auch  die  verschiedenen  Comhinationen  absoluter  Werlluf 
keit  umfasst.  Wir  könnten  noch  weitergehen.  Schon  wenn  tu 
Httifegi-össen  wie  dx  in  unserm  neuen  Sinne  betrachten,  so  is 
ihr  absoluter  Werth  willkürlich  ansetzbar,  und  es  steht  riaber  fti 
ihn  eine  Werthwahl  offen,  die  von  den  Werthen  von  x  unab- 
hängig ist.  Es  wird  hiedurch  dx  nicht  etwa  zu  einer  Veriinder- 
liehen,  wie  es  x  eine  ist,  sondern  stellt,  sobald  es  einmal  id 
seinem  Werth  festgesetzt  ist,  immer  nur  diesen  einen  Werth  vor. 
Da  jedoch  diese  Festsetzung  selbst  einen  freien  Spielraum  hatt«. 
so  konnte  eine  Function  von  dx  auch  ebenso  als  im  specjellen 
Werthe  unbestimmt  und  mithin  in  dieser  Beziehung  als  der  GrAsH 
nach  unabhängig  bestimmbar  in  Anschlag  gebracht  werden.  Auf 
einem  ähnlichen  Sachverhalt  beruht  es,  wenn  wir  zwei  unab- 
hllngige  Differentialien  dr  und  dji  als  Reprüsentanten  absoluter 


-     115    —  ~ 

"Vei-schiedenwerthigkeit  behandeln  und  demgemäss  aus  der  Glei- 
•chung  Adx  +  Bdy  ^=  0  ohne  Weitei-ea  die  Schlosse  auf  A=^<) 
vnd  B  =  0  ziehen.  Wir  können  nämlich  zu  irgend  eioem  fti- 
■dx  festfresetKten  Werth  für  tttj  nicht  blos  eineo,  sondem  auch 
statt  dessen  irgend  einen  andern  gesellen .  und  in  beiden  Fällen 
muss  die  Gleichung  bestehen.  Dies  genügt  aber  /n  ihrer  Spaltung. 
Man  hat  alsdann  die  zwei  Gleichungen  A<lx  +  Brliy  ^<i  und 
^ (/ JT  +  B rfä y  ^  0,  und  hieraus  Byd^y  —  rfj  y I  ^  0.  Da  nun  der 
Voraussetzung  gemäss  d^y  und  rfjj/  ihrem  absoluten  Werth  nach 
unterschiedene  Grössen  sind,  so  ist  auch  ihre  Differenz  eine 
eigentliche,  also  von  Null  verschiedene  Grösse,  und  ea  bleibt, 
damit  die  letzte  Gleichung  bestehe,  nur  Uhrig,  riass  der  Coeffi- 
cient  B  selbst  gleich  Null  sei.  Im  Bereich  der  bisherigen  nebel- 
haften Begriffe  vom  Differential  hätte  sich  jene  ganze  Schlussart 
nicht  bewerkstelligen  lassen;  denn  dort  hat  es  keinen  Sinn,  für 
ein  unabhängiges  Ditferential  dy  gleichzeitig  mehr  als  einen 
Grössenwerth  als  möglich  in  Anschlag  zu  bringen.  Es  versteht 
sich,  dass  wir  auch  hMten  die  Werth comhination  umkehren  und 
zu  einem  Werth  von  dy  zwei  von  dx  setzen  können.  Auch  hatte 
Oberhaupt  die  Beschränkung  auf  zwei  Werthe  nur  statt,  weil  sie 
für  den  Beweis  der  Spaltbarkeit  pendate.  An  sich  selbst  reprfl- 
sentiren  die  unabhängigen  itx  unil  dy  Begriffe,  unter  welchen 
eine  unbeschränkte  Zahl  von  Werthen  fällt,  die  ihrei-seits  wieder 
entsprechend  unbeschränltte  Werthepaarungeu  ergeben. 

Bereits  zu  einem  veränderten  (jesichtspnnkt  gelangen  wir. 
wenn  wir  Rationales  und  Iirationales  in  Gleichung  stellen  und 
aus  R  -H  I  =  0  die  Theilgleichungen  R  --=  ^  und  7^0  er- 
fichliessen.  Hier  sollen  beide  Stücke  des  Binoms  in  ihrer  etwaigen 
Zeichenwerthigkeit  parnicht  in  Frage  kommen,  sondern  beispiels- 
weise, wo  l  etwa  eine  Quadratwurzel  wäre,  ausdrücklich  nur  das 
eine  Voneichen  als  in  die  Gleichung  aufgenommen  gelten.  Sind  also 
auch  beide  Beslandtheile  einwerthig  gesetzt  und  figurirt  daher 
die  Irrationnlitat  auch  nur  mit  ihrem  absoluten  Werth.  so  gi'eift 
dennoch  die  Gleichungsspaltung  Platz.  Dies  geschieht  aber  nicht 
aus  einem  Werthigkeitsprunde,  sondern  vermöge  des  Widerspruchs, 
der  darin  liegen  würde.  Rationales  und  Irrationales  nach  der- 
selben gemeinschaftlichen  Mausseinheit  zusninmengefasst  zu  denken. 
Auch  folgt  unmittelbar  R  ^=  —  I,  was,  solange  R  und  7  Grössen, 
d.  h.  von  Null  verschietlen  sind,  ein  Widerspruch  bleibt,  da  zwei 
gleiche   Gri3ssen    in    Beziehung   auf  dieselbe   dritte   Grösse   oder 


Einheit  nicht  die  eine  rational  und  die  andere  in-ational  im 
können.  Letzteres  hiesse  gradezu.  dass  dieselbe  Grösse  in  Bh 
Ziehung  auf  dieselbe  andere  zugleich  rational  und  irrational  slfl 
kannte.  Ich  habe  hier  nicht  rein  parenthetisch  den  be^rifBifl 
wichtigen  Aufschluss  auszuführen,  ilass  eine  Grösse  nie  an  äcfl 
selbst  irrational  ist.  sondern  diese  Eigenschaft  nur  vermöge  eiMM 
Rechnungsbeziebung  auf  eine  andere  Grösse  hat,  und  dass,  wai  I 
man  das  Functions verfaältniss  umkehrt,  d.  h.  die  irrationale  Gräsl 
zum  Maassstab  und  zur  Einheit  macht,  sie  alsdann  sofort  auf- 1 
hört,  irrational  zu  sein,  wahrend  diese  Eigenschaft  auf  die  bishet 
rationale  tibergeht.  Etwas  Aehnliches  ist  ja  auch  mit  dem  Imt- 
giuÄren  und  mit  dem  Negativen  der  Fall  und  die  reciproke  Nstu 
und  Trennbarkeit  aller  dieser  Eigenschaften  erhält  eben  durri 
unsere  neue  Gesain mttheorie  ihr  volles  Licht.  Das  Wesen  diese 
Theorie  besteht  darin,  dass  alle  jene  sogenannten  Eigenschafta 
der  Grössen,  die  man  sich  bisher  an  isolirten  Grössen  wie  Attri- 
bute dachte,  die  ihnen  in  dieser  Isolirung  zukämen,  nur  als  An- 
deutuagen  von  Rechnungsbeziehungen  zu  andern  hinziizudenkendai 
Grössen  gellen  dürfen  und  nur  in  dieser  Bestimmung  ihren  wahra 
und  klaren  Sinn  haben.  Die  Diagonale  eines  Quadrats  ist  in* 
tional  in  Be/iehuiig  auf  die  Seite,  die  Seite  aber  irrational,  so- 
bald man  von  der  Diagonale  ausgeht,  die  sich  alsdann  als  rationil 
kennzeichnet. 

Mit  dem  eben  angeführten,  der  Werthigkeitsrechnung  be- 
nachbarten Fall  eines  Schlusses  aus  Ä  -j-  i  =  0  ist  die  Ungläck- 
artißkeit  als  solche  zur  Norm  gemacht,  aber  wohl  verstände«, 
eine  Ungleichartigkeit  bestimmter  Art,  nämlich  diejenige,  die  is 
einer  verschiedenen  Beziehung  auf  den  Rechnungszusamuienhsii; 
besieht.  Hieiiurch  ist  zugleich  die  Natur  des  Irrationalen  und  Ate 
Rationalen  weit  scliürfer  beleuchtet,  als  in  den  bisher  curshaben- 
den  Vorstellungen;  denn  man  sieht  nach  unserer  Bestimmung  so- 
fort, dass  auch  das  Rationnle  nichts  an  sich  bedeutet,  und  das 
es  seinen  Sinn  nur  in  einem  Beziehungsgegensatz  hat,  also  io 
diesem  erst  anfängt  zu  existiren.  Eine  andere  Uugleiehartigkeit, 
die  von  vornheiein  stark  in  die  Augen  fiel,  die  des  Reellen  und 
des  Imaginären,  ist  auch  die  einzige  gewesen,  die  in  der  bisherigen 
Analysis  zu  Gleichungsspaltungen  geführt  hat.  Aus  Ä  -i-  S  V  — 1 
=  0  hat  man,  unter  der  Voraussetzung  dass  A  und  B  reell  sind, 
schon  immer  ^  ^  0  und  -B  ^  0  gemacht  und  diese  Zerlallunga- 
wendung    öfter   praktisch  benützt.     Der  verstandeswidrig  dbei^ 


skeptische  Cauchy  hat  sogar  eine  jede  Gieichung;  aus  reelleu  und 
imaginäreD  Gliedern  fälschlich  für  eine  bloa  symbolische  erklärt, 
die  an  sich  selbst  keinen  Sinn  hätte,  so  dass  ein  solcher  nur  in 
den  Stucken  vorhanden  wäre.  Alle  Beziehungen  des  Reellen  und 
des  Imaginären  aufeinander  wurden  suf  diese  Weise  verflüchtigt 
und  mit  leichtfertiger  Obei-flächlichkeit  preisgefieben,  während  sie 
doch  in  Wahrheit  das  glänzende  Fundament  eines  grossen  Theils 
der  Analysis  bilden. 

Doch  hier  sei  dieser  Abweg  zur  Oberflächlichkeit  nur  aig- 
nalisirt.  Wir  wissen  längst  von  unserer  ersten  Beleuchtung  des 
Imaginären  her,  dass  die  imaginär  binonien  Functionen  einen 
selbständigen  Sinn  haben  und  dass  in  ihnen  die  additive  oder 
sublractive  Verbindung  der  Bestandtbeile  sogar  in  den  geometri- 
schen Anwendungen  die  Anzeige  einer  wirklichen  Addition  oder 
Subtraction,  nicht  aber  etwa  von  hohl  Symbolischem  ist.  Hier 
geht  uns  jedoch  nur  die  Thatsache  an,  dass  man  schon  froh  in 
der  Vei-schiedenheit  des  Reellen  oder  Imaginitren  den  Fingerzeig 
für  eine  Gleichungsspaltung  gefunden  hat.  Da  aus  der  Gleichung 
A  +  JiV—l  =0  weiter  A  =-  —  BV  —  l  folgt,  so  ist  diese 
letztere  Gleichung  nur  dann  kein  Widerspruch,  wenn  Ä  und  B 
Null  sind;  denn  sonst  mOsste,  wenn  A  und  B  eigentliche,  von 
Null  verschiedene  Grössen  sind,  eine  reelle  Grösse  gleich  einer 
imaginären  sein  können.  Diesen  Beweis  haben  wir  jedoch  nur 
w^en  der  Uebereinstinimnng  mit  dem  hinzugefügt,  was  wir  früher 
in  verwandten  Fällen  darlegten.  Das  Hauptinteresse  fällt  hier  in 
die  Vereinzelung  und  Eigenartigkeit,  in  welcher  sich  dieser  Prfl- 
cedenzfal]  der  Gleichungsspaltung  bisher  beschränkt  gehalten  hat. 
Er  ist  wohl  hauptsächlich  Schuld  daran,  dass  man  in  anderer 
Bichtung  nicht  weiter  gekommen,  und  dass  namentlich  der  Vor- 
theit,  den  man  hittte  von  der  Zeichen werthigkeit  ziehen  können, 
unentdeckt  zur  Seite  geblieben  ist.  Ja  die  ganze  Analysis  hat 
faiedurch  einen  einseitigen  Charakter  erhalten.  Sie  ist  grade  da 
auf  das  Imaginilre  beschränkt  geblieben,  wo  sie  zugleich  das 
Reelle  und  das  Imaginäre  mit  derselben  Schlussweise  hätte  um- 
fassen können. 

Da  V—  1  mit  "/T  stets  die  Zwei  werthigkeit  gemeinsam  hat, 
80  fällt  das  imaginär  gemischte  Binom  unter  die  allgemeinere 
Form  A±  B.  in  welcher  B  im  Verhftitniss  zu  A  zweiwerthig  ist. 
Mao    kann    also    die  Gleichungsspaltung  auch    noch  vornehmen, 
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wenn  die  imaginäre  Quadratwurzel  in  eine  icdle  *fc«gAi  fc 
aUgemeiDere  Grund  der  Spaltbarkeit  ist  also  nicht  das  hygM 
sondern  das  Zweiwerthijje  der  Quadratwurzel.    Xur  bcia«i*H 
licher  Ausschliessung  der  Zweiwertbigkeit    wird    der  spcdssl 
Scbluss  aus  dem  Imaginären  unmittelbar  erheblich.    Jedodn* 
es  nie  einen  Fall  geben,  in  welchem  man  nicht  im  Stande wa 
auch  bei  ausdrücklichen  Trennungen   des  Zeichengegensitss  b 
gleichsam   unveräusserliche   Zweiwertbigkeit     der    Quadiatn* 
wieder  sichtbar  zu  machen.   Stellt  man  nftmlich  in  solchem F& 
dem  Plus  ein  Minus  entgegen,  so  kann    man  auch  regdiüa 
erht  ein  Minus  und  dann  ein  Plus  setzen,  hat  also  TdlstUdsB' 
weise  -   und  ~,  womit  die  ursprüngliche  Zweiwertbigkeit  «*b 
hervortritt.     Es   bleibt  hienach,   auch  solchen  ScheinaosDalnA 
gegenüber,  grundsätzlich  dabei,  dass  die  Zweiwertbigkeit  denk- 
stractere   und   umfassendere    Grund    der   fraglichen   Gleidnip' 
Spaltung  und  dai^s  die  herkömmliche  Herleitung  aus  dem  li# 
nären  nur  ein  für  den  besondem  Fall  eingerichteter  und  tb  6 
benachbarten  reellen  Verhältnisse  unzulänglicher  Scblnss  ist 

8.  Schon  früher  haben  wir  eine  Ausdehnung   der  Wer4it 
keit  angedeutet,  auf  die  ein   näheres  Eingehen    jedoch  erst  ud 
Behandlung  der  Wurzeln  der  Einheit  und    alsdann  zunkbstii 
Anwendung   auf  unsere   neue   Methode    der    GleicbungslösoBpi 
zweckmässig  ist.     Hier  soll    nur  soviel  berührt   werden,  als  fc 
die  Sichtbarmachung  des  Princips  erforderlich    wird.     Das,  «• 
durch  sich  höhere  Wui-zeln  einer  und  dei-selben  Grösse  von  e»- 
ander  unterscheiden,  gilt  uns  gleich  den  Zeichen  +  und  —^ 
Werthigkeit;    denn    die  fraglichen  Voi-setzungen    oder,   yn%^^ 
auch  schon  gradezu  gesagt  haben,  zusammengesetzten  Vorzcida 
sind  eben  nichts  als  Angaben  über  die  Rechnungsbeziehung  oder 
die  Rolle  im  Rechnungszusammenhang,  welche  dem  Wurzelwertl 
noch  neben  seiner   absoluten  Grösse  zukommt.      Diese  verschie- 
denen Rollen  im  Rechnungszusammenhange  sind  aber  eben  Werthif 
keiten   im    engem   Sinne    des  Worts,    nämlich     von    wesentlid 
gleicher  Art  wie  die  positive  und  negative  Werthigkeit.    ABe 
Wuraeln  der  Einheit  sind  daher  in  unseim  Sinne  zugleich  Werthig- 
keiten  der  Einheit  und  jeglicher  andern  absoluten  Wui-zel,  vor 
der  sie  sich  als  Merkmale   des  besondern   Wurzel  werths  find«». 
Mit  dieser  Erweiterung  der  Werthigkeit  werden   nun   auch  die 
Fälle  der  Gleichungszerlegung  in  entscheidender  Weise  umfasse 
der.     Ergab  die  Zweiwertbigkeit    immer  nur  eine   Spaltung  iß 
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»  ■^iedeoheit    der  Glieder  auch   drei    selbständige    Summanden- 
t  kleichungen. 

HB  I  In  iler  Gleichung  A±B  +  0„  j„  j^)  C^O  mögen  ji,ji,j, 
B^Üe  drei  dritten  Wurzeln  der  Einheit,  also  die  drei  Werthigkeiten 
■lx«der  Kubikwurzel,  nämlich  — i  +  jV— 3,  —  ^  —  ^  V- 
äaind  +  1  voretellen.  Alsdann  repräsentirt  die  Gleichung  eigent- 
^«ich  seclis  verschiedene  Gleichungen  und  ergiebt  nach  unserm 
fc^frincip  der  Werthigkeitszerlegung  die  drei  Sondergleichungen 
^^  =  0,  J5  =  0  und  C  =  0.  Bezeichnet  man  A^i:  B  der  KOrae 
Auffegen  mit  S,  so  hat  man  zunächst  die  drei  Gleichungen  S  +jiC 
^■=0,  S4-j»C=0,  S  +  j^C—O,  und  aus  deren  Addition 
9mSjS=  0;  denn  j,  +ji+js  ei-geben,  wie  Überhaupt  die  addirten 
Hr^&nimtlichen  Einheits wurzeln  detiselbeu  Grades,  nothwendig  Null. 
K  ^us  S  =  0  folgt  nun,  wenn  man  diesen  Werth  in  die  dritte  der 
■  •«Irei  addirten  Gleichungen  einsetzt,  ohne  Weiteres  j^C  —  0.  d.  h, 
ri— l-C=0.  Die  Gleichung  S^O,  d.h.  A±B^O  ist  aber 
B  «neer  ui'sprünglicher  Fall  und  man  hat  demgemäss  auch  ^  =  0 
r  «nd  B  =  0. 

E  Wären   die  drei  Werthe  von  C  nicht  eigentliche  Werthig- 

]  Iceiten  im  engern  Sinne  gewesen,  sondern  hätten  in  absoluten 
B    "Werthverschiedenheiten   bestanden ,  so  würde  sich  dieselbe  Zer- 
g   l^ung  in  drei  Summanden  ergeben  haben.     Doch  wir  wollen  hier 
nicht  die  bereits  oben  augezeigte  Erweiterung  des  Spaltungsprin- 
I      cips  in  die  verschie<Ienen   und  von   einander   unabhängigen  Viel- 
f     werthigkeiten  hinein,  die  durch  selbständig  veränderliche  Grössen 
repräsentirt  werden,  noch  weiter  special! sireo.    Derartige  Aus- 
führungen machen  sich  sehr  leicht,  wo  sie  in  bestimmten  Anwen- 
dungen erforderlich  worden.    Auch  die  Spaltungsscheniata  wollen 
wir   in   die    umständliche  Vieiglieririgkeit  der   Polynome    hinein 
nicht   eher  verzweigen,  als  bis  wir  deren  bedürfen.     Nur  eine 
einzige,  ziemlich  einfach  zu  erledigende  allgemeine  Form  mag  hier 
noch  plalzfinden,    da  sie  in  abstracter  Weise  bereits  etwas  von 
der  Tragweite    der  Werthigkeitsrechnung    erkennen  lässt.     Be- 
zeichnet man    mit  .;   colleetiv  die  sämmtlichen  Einheitswurzeln 
eines  beliebigen,  aber  eines  und  desselben  Grades,   und  mit  A, 
S,  C  u.  s.  w.  in  dem  früher  erläuterten  Sinne  einwerthige  Grössen, 

so   hat  die  Gleichung  j^ -hi'B -|-j36'+ =0  die  Theil- 

gleichungen  A  ^  (y,  B  =  0,  C  -^  0  u.  s.  w.  zur  Folge. 

Dieser  Fall  hat  die  Eigenthomlichkeit,   dass  nicht  allein  die 


l 
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An/nlil  (lor  Werthickeiten ,  sondern  auch  bei  gleicher  Anzik^ 
«loriMi  vtMsohieilono  Onlnung  über  den  Sachverhalt  entsd)eidei 
I)io  (ihMohuniT  ivpräsentirt  so  viele  Gleichungen ,  als  der  betref- 
frndo  (Srad  dor  Kinheitswurzel  Einheiten.  Der  Uebersichtlicika 
wr^rii  soi  sie  /unaohst  für  ileu  einfachsten  Fall ,  für  den  ivm 
<irnd,  botraohtet:  denn  das  nooh  einfachere  Schema  des  zweite 
<inides  erbiUt  die  Oestali  ^-  -4  —  jB  =  0,  ist  also  unser  urspriiK- 
lirhor  Aus^an>:^punkt.  Vebeniies  sei  daran  erinnert,  dass  d» 
r<»lenzen  der  Kinheitswuneln  immer  wieder  Einheits wurzeln  de- 
HrllMMi  (irades  liefern,  und  dass  sich  demgemäss  durch  eine  Po- 
ton/iniuK  aller  verschieiienen  W'erthe  von  j  immer  wieder  & 
Kinbeitswmveln,  aber  in  abi::e;inderter  Reihenfolge,  in  besonder 
I'Ullon  auch  mit  lunluotivm  der  Anzahl  ergeben.  Die  GleichuK 
jA  I  jUi  k'iH^  v^  b^ieutet  also  iji^  jt^  js\  A -h  ijv  jvh 
II  I  i^i"  i\  wobei  ';  und  j^.  wie  oben,  die  beiden  primitiTe 
Wuriüeln.  ;,  aber  die  «toht  primitive  —  1  vorstellt.  Die  einzelsa 
Worthi^keiten  ^jehi^ivu  Si^  zueinander,  dass  nicht  eine  beliebig 
Coinbinatiou  statthat,  s^'ndern  die  an  erster  Stelle  stebenda 
Worlhi^keiten  der  versobievienen  Glieder  immer  miteinander  R 
verbinden  sind  l  etrtervs  Kvt  schein  daraus,  dass  es  immer  die 
oin/.oliten  Werl  he  des  urs^^rttUirlichen  •"  sind,  deren  Potenzen  n 
einander  >jehOr\ni. 

Naeh  dieser  Krlauteruiü:  körnen  wir  den  Beweis  unmittelbir 
«n  der  ^jeviebenen  Gestalt  ier  Glerohuns:  /-l  +  i*J? -r- ;*C-'' 
wohl  ansehaulich  cer.u?:  tllhr^r.  Addiren  wir  namlieh  die  difi 
hieduivh  ivpnHsenürteu  Glezohur^^en.  so  erhalten  wir  ij,  —  j: 
*♦  ji)  A  *  \^}i  '-  /;  '■  '«'  P  —  o  t  r  ^-  •>.  Da  nun  L  — j,  — .;, 
0,  so  ixHluoivt  sivh  vv.e  Gleiohu::^:  auf  3^(7  —  •>,  d.  h.  r="- 
llienaeh  bleibt  .4  -*  -i*'  •:•  übrLc.  Muläplidrt  man  die» 
Ctleiehim*:  mit  K  sv>  er^Al:  r/.Ar.  -.4  —  ^B  -^  «Ä  voraus  anf  ^^i^ 
selbe  Weise,  wie  eber.  .i.  h>  viur.'h  A^ÜTOon  der  drei  hierin  tot- 
gestellten  Gleiohuni:e::t.  s^vrh  B  •:  uüd  danach  sofort  luA 
A       0  eixiebt. 

Man  kann  auch  urr:::elbdr  ::e  NuILdÄchheit  jeder  l*- 
liebijjvn  der  Gr\>«sj«:  .4.  K  '.  v.  2^  w.  sachw^pcs^n.  indem  mm 
dureh  Multiplioacioc  «ier  CÄr:>fc  G'.T:i:h-i2^  ait  der  ttibrderüchet 
Toten«  von  ♦  die  Wertliiikci:  i^  iTv;:i'h.^?c  t^ede$  ecnwerthis 
o*ler,  bets$er  pfsai::,  errs»«:  ::>..?:  r :iv*h:.     Ak  d«aÖ2ciiscen  sieki 

man  dies  am  aHÄneir-e-  Fil.    .1  ~    -  5  -- —  /•  —  rj  ^   . . 
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^^k,  wenn  die  Vorsetzungen  nte  Einheits wurzeln  sind ,  das 
^Wy&om  sich  nicht  über  die  nte  Potenz  hinaus  ei'strecken  dai-f. 
-Ba  würden  sich  sonet  innerhalb  jeder  weitern  n  Glieder  die  weithi- 
f-gen  Voi-setzungen  wiederholen,  und  man  würde  nicht  mehr 
mdea  allgemeinen  Schluss  G  =  0,  sondern  nur  G  +  G|  +  . . .  =  n 

f  zielen.  Bleiben  nir  jedoch  innerhalh  des  Normalfalts  von  nur 
Gliedern,  Multiplicirt  man  die  Gleichung  mit  j",  bü  erhält  man 
i+M-i-j'"  +  *-B+...+j""G  4-  .  ..+.7"'  +  "i  =  0.  Addirt 
^nan  die  n  Werthe,  welche  von  dieser  Gleifhunj;  vorgestellt  werden, 
—SO  werden  die  betreffenden  Summen  der  Potenzen  von  j  in  jedem 
-Gliede  ausser  j'  G  Null,  nämlich  Letzteres  nach  Maassgabe  der  all- 
gemeinen Eigenschaft  der  Einheitswurzeln,  derzufolge  die  Summen 
-gleicher,  nicht  durch  den  betreffenden  Grad  selbst  theilbarer  Po- 
tenzen aller  Einheits  wurzeln  stets  Null  wei-den.  Es  ergiebt  sich  also 
kurzweg  nj"G  =  0,  also  G  —  0,  ein  allgemeines  Resultat ,  da 
.das  Glied  mit  G  jegliches  von  Ä  bis  L  vorstellen  konnte.  Es 
"ist  demgemäss  durch  G  ^  0  auch  zugleich  ^  ^  0,  B  ^  0,  . .  ., 
L  =  0  mitbewiesen. 

Grundschemata ,  welche  vennöge  der  in  ihnen   enthaltenen 
Werthigkeitsunterechiede    zur    Spaltung    der    Gleichungen    und 
...^Functionen  dienen,  sind  nur  die  Ausgangspunkte  der  Werthig- 
'  keitsrechnung,  aber  nicht  die  eigentliche  Rechnung  selbst.    Letz- 
tere wird  sich  am  Besten  in   den  Anwendungen  zeigen.     Um   je- 
'doch  schon  hier  ein  allgemeines  Bild  von  ihr  zu  entwerfen,   sei 
darauf    hingewiesen ,    dass    ihre    Hauptaufgabe    darin    besteht, 
'  Functionen  und  Gleichungen,  die  unmittelbar  keine  Werthigkeiten 
'  zeigen,  so  umzufoi-men,  dass  solche  Werthigkeiten  darin  sichtbar 
«erden.     Dies  wird   beispielsweise   bei  allen  algebraischen  Glei- 
chungen dadurch  geschehen  können ,    dass  man  von   vornherein 
'  die  Form  der  Wurzeln  als   werthiger  Polynome  von  bestimmter 
'  Beschaffenheit  feststellt  und   diese  Polynome  dann  in  die  Glei- 

*  chungen  einsetzt.  Man  ordnet  alsdann  die  Glieder  derGleichun- 
'  gen  nach  gemeinschaftliclien   Werthigkeiten   und  gelangt  so  zur 

Zerlegung    in    Summandengleichungen.     Ein    wesentliches  Rech- 

*  nungsstück  in  diesem  Verfahren  ist  das  abstrurte  Rechnen  mit 
'blossen  Werthigkeiten,  d.  h.  zunächst  die  Bestimmung,  wie  sich 
'  die  vei-Bchiedenen  Functionen  (Potenzen,  Producte  u.  dgl.)  bezüg- 
'  lieh  der  Vorsetzungen  gestalten.  Man  wird  hier  bisweilen  die 
'  Rechnung  durch  Schlüsse  ersetzen,  nümlich  nur  diejenigen  Wer- 
thigkeiten wirklich  berechnen,  deren    man  thatsüchlich  zur  Auf- 
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Fünftes  Capitel. 

£xacter  Slon  und  geregelte  JHetbode  fflr  die 
Wurzeln  der  Einheit. 

1.  Die  Gleichung  x'  =  a  mit  ihren  beiden  Weithen  für  x 
joiieint  der  algehi-aistischen  Gewöhnung  so  gut  wie  selbstverständ- 
.ich.  Die  Weithe  +  Vt  und  —  V«  gelten  den  fraglichen  Ge- 
wohnheiten gemäss  als  Dinge ,  die  für  sich  einen  zureichenden 
Sinn  haben.  Niemandem  fällt  es  ein,  danach  zu  fragen,  was  eine 
oBoHrte  negative  Wurzel  unrl  was  die  isolirte  Multiplication  des 
Minuszeichens  mit  sich  selbst  eigentlich  bedeuten  solle  oder 
könne.  Man  begnügt  sich  mit  der  sogenannten  Regel  der  Zeichen, 
dass  Minus  mal  Minus  Plus  giebt.  Dieser  liegt  nun  aber  ein 
CeseU  der  natürlichen  arithmetischen  Operationen  zu  Grunde, 
demzufolge  in  einem  wirklichen  Rechnungszusammen  hange,  in 
-welchem  thatsAchlich  etwas  zu  subtrahiren  ist,  die  gehäufte  Be- 
siehung zweier  Subtractionszeichen  eine  Aufhebung  der  Sub- 
^raction  und  eine  Verwandlung  dei'selben  in  Addition  mitsicli- 
bringt.  Der  Kundamentalfall  ist  der,  dass  eine  Differenz  abzu- 
ziehen ist.  Alsdann  ist  nach  Auflösung  der  Klammer  der  &ul>- 
trahendus,  also  das  Zusubtrabirende  zu  addiren.  Man  soll  so 
nnd  so  viel  weniger  abziehen,  bedeutet  nichts  Anderes,  als  man 
soll,  falls  man  trotzdem  die  fragliche  Grösse  zuviel  abgezogen 
hat,  sie  dafür  wieder  addiren.  Minus  Minus  bedeutet  also  dem 
eben  gebihleten  Begriff  nach  eine  rückgilngig  zu  machende  Sub- 
traction.  Sich  irgend  einen  andern  Begriff  bilden ,  als  den, 
welchen  man  im  Hinblick  auf  die  Ausfuhrung  der  Subtraction 
einer  Diffei'enz  durch  das  Bewusstsein  Über  das  Ergebniss  dieses 
Actes  gewinnt,  heisst  bereits  in  das  Dunkle  und  Verkehrte  ge< 
ratben.  Wie  bekiinntermaassen  die  Multiplication  mit  ihren  Ge- 
setzen aus  der  Addition  begriffen  werden  muss,  so  ist  auch  hier 
die  BUbtractive  Aufliebung  einer  Subtraction  der  Ausgangspunkt 
für  die  Nachweisung  alles  Weiteren.  Wenn  Minusminua  das  Er- 
gebniss Plus  liefert,  so  muss  eben  hieraus  erwiesen  werden,  dass 
es  mit  Minusmalminus  sich  auch  so  verhftlt.  Dies  heisst  prin- 
zipiell und  systematisch  verfahren;  unmittelbarer  und  in  mancher 
tiinsicht  auch  be<|uenier  ist  es  indessen,  gleich  zwei  Differenzen 


-.  TU  izi    :j.r"i:i    z'z.  zeigen,  dass  ii 
-^i  T/ili-f'  ir-z   r:i   iiiiren  ist. 
i.-i.:    :.---r-s~: -=■<-*!.•    d:i5S  in  de: u 


..  • 


T  -• 


\   -i 


■  V" 


. ...     .....  ^.  >  . ..  . 

T       r         -•  •     K  - 


»»  ■  _      •       -    •     ■   ^«       - 


.  ^.:  :     Tr-f'-iT-"-:  '  1    "5--rrfrrL-      I'ie  ZeichtL" 

:■    -.T.i-.-r:       "-".•:*-     i<irI"T^'.      ■^■'    nicht  ^.IF. 

,:    ':■  r-f'^  :  '  -  -  ^     i'iT  .'i.    fil^-rLe  Nef-ecvo: 

: :    -:>         .-:  rrr-f-'j.-^     :e>  SianwiirijrL 

^     -:  •-:    ,:  r    :  t  ■  Zä.:  lli  r : :  uz  i  Ge-.iuakenl'^jii 

■-•  "r-:-.Tiri:-    i-r<    S:-z'rerrn.     Indec 

T-     _".'      -fi'izj    ^-r:-:?ji*fz .    in    weichen:; 

■■,-":  ':    -r    ^155.    liikt   man  es  rj  r 

T         rr-~    -•  :    :  tt  ::     ::e  jl^erraisohen  17^ 

;>••:■      :-:-t"  '"tI  r-rif^t.irc.   w;»  nicht  unj:-:' 

■    .   .-    :-    :     ::^i  A- ■^fr.ian^en   nebeLhoit 

:     ■- .:    y    -T.-.  .ij    irr    Wjjirheiten  aus  ^ 

■:.■  T  ■-■    •  •.■:-?  1  .1:  ^ui  5:e  -^ir:':  un-i  ihren J 

;•-.>.    n  \>.    -.- Jri.  rhüe  sC'Iche  UnachiNinil 

-   -    .:f>  fT.-.iere  Ver^e^^en  de^t 

L:^  .  ' iz  H-r-CASjes.    kurz  ohne 

vr>Ti:..'.  .-".ri   i>rj:-eau2i:ea.  in  «it 

.•.::     ■  ..Mt-  uz5«re   iiesammieD . 

.-  :    :..i    -7".d^.zAre    nie   nt»thig 

■;  i-.::^    iV.^ohen:  Ab er/.auben 


<   \       • 


•        ■  ■ 

.,,,»     .....      .  «^ 


:  ^T--.:^.  -ri  Siiz  ie<  Neiraiiven  un-l 
::v.  :..  ^  :.^  .:i :  :l  >c:Le::  cüohsien  B 
.-.v  V  i>>  f<  .^-..1  in  j^ine  ^anebarstei 
:  ::  :^  r  :  ..r  v>r5:hieieuen  Wurzelw 
:-^:  .^^  £s  :e«ieu:e:.  eine  Würze 
..  :  s  •  :f  "^  f::"f ,  a's  ihr  Expontrnt 
hoiion  ou:':u.:.  •  us>  .:.  -  .-:■  ;.  .^iv.vfi  S.nze  beantwortet 
den.  M;iu  ::::;><  <  :/  ^::  ic:-\  •.A^:::hr-  Sachverhalt  einei 
nui:sainen  IhV-.:^  v.":  :".v  .•>.'.  .■.'.:::.-:>  Bild  iiiacheii  kOi 
Hieiuii  Nvird  dÄf."  .^.u'.'.  :.i^'i •...■-  vj.r.zr  *:e<:in:mt  werden  Mi 
\vii>  übovi'.aup:  ;.o  \  :e..^-:.:;-^*<r.:  .i!'.-:rr.:e:uer  Gleichungswn 
für  eiaer.  S:::r.  h.iVe:   it.  :*.    U-.   r./.l    '.er    eiii:a..'ben    Wurzeln 


-     125     — 

ner  Grösse  ist  der  weniger  compliciite.  Diesen  Fall  vereinfacht 
an  aber  wiederum  noch  dadurch,  dass  man  von  der  Beliebig- 
st der  GrCsse  abstrahirt,  indem  man  die  Eins  an  ihre  Stelle 
tzt.  Die  Gleichunp  x*  =  l  vertritt  die  Einsicht  Ober  die  Zwei- 
äi-thigkeit  jeder  Quadratwurzel  abstracter,  also  ungemischter 
id  reiner,  als  die  Gleichunj;  x*  =  a.  Die  absolute  Wurzel  der 
.Tiheit  ist  immer  wieder  Eins,  und  es  muss  sich  daher  hiebei 
n  deutlichsten  zeifren.  durch  wdche  Zeichen  und  Zahlen  die 
"erthif;keit  zu  ihr  hinzutrete.  Dem  herrschenden  Sprachgebrauch 
imäss  hat  man  +  1  und  —  1  die  quadratischen  Einheitswurzeln 
.  nennen;    wir  aber  haben  ausserdem  Plus  und   Minus  als   die 

erthigkeiten  jeglicher  Quadratwurzel  und  mithin  auch  der  quadra- 
<hen  Finheitswurzel  zu  bezeichnen.     Auch  bei  den  mehrgradi- 

n  Einheitswui-zeln  werden  wir  den  entsprechenden  Gedanken 
Itend  zu  machen  haben,  obwohl  dabei  die  Trennung  von 
»icben  und  Grösse  nicht  ebenso  einfach  auf  der  Hand  Hegt. 
■n&chst  sei  an  dieser  Stelle  nur  bemerkt,  dass  die  Einheit  in 
i-r  Gleichung  ar' —  J  grundsätzlich  als  Grösseneinheit ,  d.  h.  als 
srtretung  irgend  einer  theilbaren  Grösse,  nicht  aber  als  blosses 
ftbleneins  vorzustellen  ist.  Andemfalls  hätte  ihre  Zusammen- 
tzung  durch  Multiplication  keinen  Sinn,  und  eine  solche  Zu- 
-Tnmensetzung  ist  es  doch,  ohne  welche  eine  wirkliche  oder, 
enn  man  es  so  nennen  will,  vollkommene  Potenz,  wie  a;",  nicht 
»dacht  werden  kann.  Soll  nämlich  die  Potenz  eine  GrOssen- 
jtenz  und  keine  blosse  Potenz  abstracter  Zahlen  sein,  so  gehört 
I  ihr  auch  eine  neue,  sozusagen  combinatorische  Einheit,  die, 
ie  bei  dem  geometrischen  Quadrat*,  aus  der  linearen  Einheit 
irch  eine  eigentliümliche  reale  Zusammensetzung  gebildet  wird. 
ach  bei  reinen  Zahlen,  welche  gleichsam  Individuen  darstellen, 
)nDte  man  sieh  eine  combinatorische  Doppeleinheit,  sowie  über- 
lupt  mehrfach  zusammengesetzte  Einheiten  gedanklich  bilden. 
ie  Verbindungsart  der  Elementareinheiten  wird  dabei  gleich- 
ütltig  bleiben;  man  würde  dabei  zunächst  ein  Einseins  einfuhren, 
{  sieb  bildlich  durch  zwei  zu  einander  geschriebene  Einsen  fUr 
14  analytische  Sprache  kenntlich  machen  und  sich  dabei  nicht 
srum  bekümmern,  wie  in  einer  sachlichen  Anwendung  reale 
inheiten  sich  zu  einer  Einheit  höherer  Ordnung  oder  vielmehr 
3uer  Gattung  verbunden  finden  mögen.  Letztere  brauchten 
lispielsweise  nicht  Quadrate,  sondern  könnten  aucli  Parallele- 
amnie  sein,  falls  man  nämhch  ein  Parallelogramm  mit  einem 
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ihn»  ^tipr^.heruleQ  Einheitspanüeiagnaiim  manei  'wÄt  3« 
A\^  nnr  ctt  Andentnnir.  wie  num  ^»m  wm  iriiiaeiu  Zaisa 
^/rr^siu^  Z11  imterwhftiden  und  ra  jeder  Beneiniiiir  ml  mi 
«innung  ein«  deutlichen  Sinnes  der  <!Haciiiiiiir  x^  —l  ^ 
Kli<»ken  habe.  Vor  weiterem  Eingehen  saf  •ierarcac  »ä» 
pnnkfe  ist  Qherhaapt  er^t  ein  Weg  zu  finden,  weidier  m  fl* 
<'>der  v>^enannten  binomiseben  Gleidianazen.  d.  h-  «feuisci  a* 
die  zweitrliedrisren  Gleichuniren  von  der  Form  x*— «  =  i* 
wohl  an  nifh  «lelhÄt  als  mit  ihren  Vidwenhi^eiten.  =ö«* 
^trkt.t^  ^ei  ^;ft  fOr  die  sarhlichen  Anwendonizen ,  sefaOde  ^er» 
li^h  rn;irht,;  denn  8ie  sind,  so  pandox  es  kKneen  m^.  iri^ 
welcher  letzte  Ornnde  fordert,  bisher  weniger  be-ireiffick  3* 
delt  worden,  h\h  die  lesbaren  der  allgemeinen  and  ToCsciaes 
Olei^^hnnjren. 

2  N';itOrlirherweifte  ist  die  Gleichonqr  -r"  ^=  /i  vi>m  i3r» 
fAi'h'tten  Hinne,  solange  man  nur  nach  ihrer  einen  ibsiiBB 
Wtir/'-l  oder,  wie  man  es  auch  nennen  könnte,  udi  äE? 
Or^r^K^mwur/el  fragt  Alle  übrigen  Wurzeln  sind  $onsi0 
Werthlt^keitswiirTeln,  d.  h.  sie  entstehen  dadnrch.  dass  dieGrW' 
*mr/.^,\  «nnfarhe  oder  zusammengesetzte  Vorzeichen  oder,  ir 
^«•meiner  (/eredet,  Vorsetzungen  erhält.  Diese  Vorseons 
•<\fn\  tw,p.ui]\v.h(*  Vorz<;ichen  nur  dann,  wenn  sie  nichts  weitiris 
O|i^r>ihorifi/i!irheii  und  deren  Combinationen  enthalten,  l^ 
frfihfv*.n  llerkofnnicn  gemäss  wäre  also  hier  nnr  das  Minussekhi 
in  l'r»pri),  wAhrend  in  unserem  System  noch  das  Imagininods 
/  tjn<l  r,yffir  \  !'  wie  -  /*  hinzukommt.  Auch  die  binooiiste 
lUf^erifinnten  Wnr/oln  der  Einheit  selbst  können  im  Sinne  i> 
i^MvUnnw  conr.rct<tn  Voi7.eichen  aufgefasst  werden.  Es  ist  A^ 
nMttUit  <*lni!  Htufo  der  Abstraction,  vermöge  deren  die  absoltf  I 
Kifih<')if(wnrz<^l  oder,  anders  ausgedrückt,  die  Grössenwurzd  ^ 
Kinheii  als  etwns  SelbsUlndiges  ausgeworfen  und  derselben  tat 
roffibination  von  Oporationszeichen  und  Zahlen  als  Wertliifitai 
durch  Vorsetzung  /ugosellt  wird.  Durch  diesen  Gesichtspuob 
koniint  KIfihoillichkoit  in  die  Anschauungsweise,   und  es  weniei 

rhJN  und  Minus  nicht  undei*»  betrachtet,  als  etwa  —  ^  4-  r}>^ 
indimi  nämlich  dieser  letztere  Ausdruck  nicht  als  vollstAndift 
drlW<^  Wurzel  <lor  Kinheit,  sondern  nur  als  vorgesetzte  Werthif 
kelt  cMJer,  anders  ausgedruckt,  als  Index  des  Operationswerthei 
gilt,  ndt  welchem  die  zugehörige  Grössenwurael  der  Einheit  in 
llochnimgszusammcnhange  zu  liguriren  hat.     Ebensogut  könnt 


^nan,  statt  b]os  Plus  und  Minus,  auch  +  1  uti'l  —  1  schreiben. 
tobei  das  signii-te  Eins  einen  reinen  Zfthlenwerth  darstellt  und 
■  Erg&nzung  noch  ala  Factor  die  absolute  Quadratwurael  der 
tOBBeneinheit  seihst  hinzugesellt  erhalten  mUsste.  damit  der 
gliche  Sinn  der  Wurzel  vollständig  würde.  Für  die  Anwen- 
igen sind  derartige  Unterschiede  nicht  gleichgültig,  und  noch 
biger  sind  sie  es  für  das  System,  wo  der  leitende  Gedanke 
Seinen  Abbruch  erfahren  darf  und  der  BeKiiff  der  Vorzeichen  zu 

^dem  der  operativen  Voi-setzungen,  d.  h.  solcher  Vorbemerkungen 
und  Factoren  erweitert  werden  muHs,  in  denen  nichts  weiter  als 
abstracto  Gesetze  des  Rechnungszusammenhanges  niedergelegt  sind. 
Es  kann  nicht  oft  genug  und  nicht  genug  in  verechiedenen  Wen- 

"dungen  wiederholt  werden,  dass  eine  Verbindung  von  Reehnunps- 
zeichen  und  abstracten  Zahlen  selbst  ein  Hechnungszeichen,  nur 
ein  in  Vergleichung  mit  den  bisher  anerkannten  coniplicirteres, 
weil  reichhaltiger  zusammengesetztes,  Rechnungszeichen  zu  sein 
Törmag. 

"  In  letzter  Zergliederung  wird  man  allerdings  anf  einfache 
Operationszeichen  und   auf  Verbindungen  blosser  einfacher  Ope- 

'  rationszeichen  zurückgehen.  Hierauf  beruhte  ja  auch  der  Port- 
Bchritt  unserer  eignen  Wendung,  aus  V  —  1  die  Eins  zu  entfernen, 
die  Wui-zel  daraus  auszuziehen  und  sowohl  das  zusammengesetzte 
Voi7eichen  r  als  auch  den  Begriff  r  1  einzuführen.  Wir  wer- 
den uns  daher  auch  zunächst  damit  begnügen,  die  Vorzeichen- 
natur der  abstracten  F.inheits wurzeln  nur  insoweit  gellend  zu 
Diachen,  dass  wir  sie,  um  an  diesen  Charakter  zu  erinnerD,  den 
absoluten  Grössen  nicht  wie  üblich  nach-,  sondern  vorsetzen. 
Die  Werthigkeitsrechnung  legi  diese  kleine  Veränderung  der 
Gewohnheiten  ohnedies  nahe.  Im  Uebrigen  handelt  es  sich  aber 
bei  dem  ganzen  Unternehmen,  dessen  Kern  die  fundnmentale 
KlÜi'ung  und  Erweiterung  der  Analysis  ist,  stets  darum,  die  Sig- 
Dirungen  der  analjtischen  Grössenzeichen  so' zu  behandeln  und 
derartig  verständlich  zu  machen,  dass  ihnen  in  jeglicher  Wirk- 
lichkeit verbunden  gegebener  Grössen  etwas  entspricht,  sei  dieses 
entsprechende  Etwas  nun  eine  unmittelbare  Möglichkeit  oder 
Unmöglichkeit  von  Operationen,  oder  aber  eine  kunstmftssige  An- 
zeige, welche  die  Regel  der  Verändeiung  der  natürlichen  Ope- 
rationen bemerklich  macht.  Das  isolirte  Minuszeichen  ist  bei- 
Bpielsweise  eine  solche  Anzeige.  Die  Grössen  selbst,  d.  h.  die 
obsoluten   Grössen,    sind  nun  in  der  Analysis  stets  vorhanden, 
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und  (leren  Signirung  ist  etwas  Hinzutretendes.  VöDig 
sprechend  und  gleichsam  parallel  muss  aber  auch  dieser 
geniellte  Sachverhalt  in  der  Wirklichkeit,  d.  h.  in  allen  i 
düngen,  aufgesucht  und  anerkannt  werden.  Zwischen  I 
(icbieton,  der  abstracten  und  der  angewandten  Analysis 
iwuh  nicht  das  Geringste  übrigbleiben,  was  sich  nicht  völli 
in  jodoni  kleinsten  Unistande  entspräche.  Im  Grunde  ist 
lieh  daH  Wesentliche  von  beiden  nur  eines»  und  um  eine 
«Icichung  t\\  brauchen,  so  wird  der  Rahmen  in  seiner  Bescl 
lieit  ttnd  Fassung  nicht  unterschieden  sein,  gleichviel  ob  91 
HMt«  ein  Hild  in  ihn  gefasst  finde  oder  nicht.  Demgemäs 
Hihm  ilie  absoluten  Grössen,  die  in  einer  werthigen  ^ 
at(«o  auch  in  der  Wurzel  einer  realen  Einheit,  mit  einand 
fionilHch  verbunden  sind,  in  allen  sachlichen  Anwendungei 
niHH  für  m)lcho  Wur/eln  zur  Verfügung  hat ,  ebenfalls  als 
KnHt«i|lt«  (idov  darstellbare  absolute  GreVssen.  Nur  kommt  c 
Allen  mit  unst»n^r  geklärten  und  wohlvei-standenen  Anah 
■'  llrbernlnstlnimung   zu    setzen,    in    entscheidender  Weise  < 

nn,  iliMi  in  der  Wirklichkeit  thatsächlich  gegebenen  ab» 
guaiilltUten  unmittelbar  dieselbe  Signirung  beizuschreiben 
In  ili^r  Huchstabendavstellung.  Hiedurch  wird  in  jegliche 
viin  Wlikliclikoit  von  allen  negativen  und  imaginäi-en  1 
Mcliaften  eii»  tMitsprochend  deutliches  Bild  erzielt,  wie  Ib 
richtig  vrrHlaiulonen  Uuchstabenformeln  selbst. 

;i.   Nach  diiwn  Krinnerungen,  die  einige  unserer  Gnin( 

von  einer  neuen  Seite  wieder  ins  Licht  setzen    sollten,  is 

reale   Sinn   aller  Kinheitswurzeln ,   einschliesslich    der   bino 

inia^inUren,  von  vornherein  eine  Selbstverständlichkeit.    Nb 

lützteiv  freilich  nöthig,  sich  im  Speciellen  zu  bethätigen  ui 

veranschaulichen,     -  Erfordernisse,  denen  nur  durch  nichts 

verstilndlicho  Ausführungen    genügt    werden    kann.      Zu  d 

Behuf  wollen  wir  alle  Einheitswurxeln ,  von  den    quadrati 

Ej  an,  als  LÄngen  auf  einer  einzigen   Axe  vorstellig    machen 

2,  sei  dabei  vorausgeschickt,  dass  sich  tlberhaupt   für  jegliche 

^"  chung  jeglichen  Grades  mit  einer  Unbekannten   die  sämmtl 

Weithe    dieser  Unbekannten    nach   unserm  System    als  Li 
darstellen  lassen,   die  sich  von  dem  Abscissenursprung  h€ 
durch  die  Gleichung  bestimmte  Entfernungen  ergeben.     Bei 
Gleichung,  die  lauter  reelle  oder,  noch  einfacher,  lauter  abs 
Wurzeln    hat,    versteht    sich    dieser    Sachverhalt     ohne 


i    • 


—     129     — 

mstände.  Man  kann  alsdann  sagen,  es  seien  zwei,  drei  ii.  s. 
i'ankte  dui'Ch  eine  einzige  Gleichung  bestimmt.  Audi  geht  es 
mhl  an,  zwei  solche  Punkte  einen  zwtiwerthigen  Punkt  zu  nennen 
pd  dementspi-echend  als  eine  Punktgattung  zu  begreifen,  unter 
lie  gleichsam  zwei  Punktindividuen  fallen.  Es  ist  dies  wesent- 
I  nichts  Anderes,  als  nenn  man  sagt  und  ilemgemäss  auch 
lenkt,  das  x  der  quadratischen  Gleichung  sei  eine  zweiwerthige 
denn  auch  dieses  figurirt  als  gemeinsames  Zeichen  für 
lie  Werthe  x,  und  x^.  Wenn  man  also  die  Entfernungen  vom 
wtgesetzteu  Ursprung  der  Abscissen  nach  rechtshin  eämmtlich 
nennt,  so  ist  diese  gemeinsame  Zusammenfassung  Angesichts 
iner  begrenzten  Anzahl  von  Wertheu  etwas,  was  dem  Fall  der 
ietigen  Veränderlichkeit  und  den  zu  dieser  gehörigen  unbe- 
biräukt  vielen,  stetig  abfolgenden  Werthen  entspricht  und  dazu 
peichsam  ein  Voi'stadium  im  Nichtstetigen  bildet. 

Hienach  ist  sofort  klar,  was  in  unserm  Zusammenhange  und 
Jon  unserm  Standpunkt  aus  unter  der  Gleichung  eine,s  Punktes 
1  verstehen  sein  muss.    Ebenso  ist  klar,   was  der  vielwertliige 
Sankt  hiebei  bedeutet,  der  nicht  ein  einzelner  Punkt,  sondern 
tne  Gattung  Punkt  ist,  die  sich   mit   ihrer  Eigenschaft   an   ver- 
ihiedenen  Oertern  vorfindet  und  sich  durch  diese  Oerter  gleichsam 
»chöpft.    Gewöhnlich  bezeichnet  man  mit  dem  x  den  Inbegriff 
möglichen  Oerter  auf  der  Abscissenaxe ;  in  unserem   Fall 
teschräukt    sich    aber   diese    Möglichkeit    sofort    auf   eine    be- 
stimmte Anzahl  von  Oertern,  die  durch  den  Grad  der  Gleichung 
gegeben  wird.     Eine  solche  Gleichung   kann   vorliegen   oder   erst 
aus  einfachen  Factoren,  also  aus  Gleichungen  ersten  Grades,  ge- 
bildet werden.    Letztere  mögen  bereits  die  einfachste,  also  die- 
jenige  Form    haben,    welche    im   Falle   etwaiger   urspillnglicher 
Complii'ation   eben    ihrer    Lösung   entspricht.     Demgemüss    darf 
man,  ohne  der   Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun,   von  vornherein 
X  =  a  setzen,   wo  a   eine  absolute  Abscisse   bedeutet.     Dies  ist 
dann  für  den  Punkt  die  Gleichung  ersten  Grades.     Nimmt  man 
eöue  zweite,  x  —  ß,  hinzu,  wo  ß  eine  andere,  nach  rechtshin  lie- 
gende Entfernung  auf  der  Axe  bedeutet,  so  ist  diese   Gleichung 
nur  dadurch  kein  Widerspruch  mit  der  elfteren,  dass  in  diesem 
Falle  j:  einen  andern  Werth  x^   bezeichnet,  wahrend  es  zuerst 
das  Zeichen  fiir  einen  bestimmten  Werth  x^  war. 

Uei'selbe  Name  für  zwei  Dinge  ist  unter  Umständen  leicht 
irreleitend.    Wollte  Jemand  aus  x=a  und  x  =  ß,  nach   dein 


^..rC         {^ 


-    -r.   ■  ■•». 


«    t 


■   ■  ' 


»■•"■  — 


.^       »     -- 


.>• 


•     •'    -:-j.:    F:r.  weiten  e: 
1  rr::  'fr  ■^e-^j.hioienanijst 


IVttrzeln,  also  positiver,  negativer,  imaginilrer  und  zwar  nament- 
ich  binomisch  Remischter,  Oberhaupt  aber  werthiger  Polynome 
rewärtig  sein  müssen.  Auch  in  diesem  Falle  können  wir  nach 
inserm  System  alle  Punkte,  einschliesslich  der  reell  und  imaginär 
gemischten,  örtlich  bestimmen,  und  diese  Bestimmung  wirft  wie- 
lerum  ihr  Licht  auf  den  rein  analytischen  Sachverhalt,  in  welchem 
lie  Additionen  der  durch  ihre  Signirung  ungleichartig  von  ein- 
mder  geschiedenen  Grössen  eine  Wirklichkeitsbedeutung  und 
licht  etwa  einen  hohlen  symbolischen  Sinn  haben 

4.  Die  sogenannten  binomischen  Gleichungen  und  zwar  spe- 
iell  in  der  Form  der  Einheitsgleichunsen  sind  der  einfachste 
ind  anschaulichste  Typus,  an  welchem  ohne  alhuviele  Umstände 
lev  Sinn  unseres  ConstiTictionsentwurfs  klar  gemacht  werden  kann, 
jicl  für  welchen  dann  umgekehrt  aus  diesem  Entwurf  der  exacte 
.nalytische  Sinn  der  Wurzeln  selbst  um  so  deutlicher  wird.  Für 
lie  beiden  quadratischen  Wurzeln  der  absoluten  Einheit  versteht 
K  sich  ohne  Weiteres,  dass  die  LUngen  4-  1  und  —  1  auf  der 
raglichen  Axe  zur  Rechten  und  Linken  des  Ursprungs  die  beiden 
^unkte  oder,  wie  wir  auch  sagen  können,  den  zweiwerthigen 
hinkt  ergehen.  Der  in  entscheidender  Weise  lehrreiche  Fall 
Bt  aber  derjenige  der  Gleichung  x'—  1  ^0  mit  den  Wurzeln 
I-  1,  —  i  -h  r J  yä  and  —  I  —  r  J  Vä  Er  enthalt  binomisch  ima- 
[iofire  Gi-dssen,  ist  also  zusammengesetzt,  aber  zugleich  auch  ein- 
ach  genug,  um  etwas  Erhebliches  und  dieses  Erhebliche  auch 
Ibersichtlich  zu  zeigen.  Die  Lage  des  Punktes,  welcher  der  po- 
litiven  Wurzel  entspricht,  findet  sich  selbstverständlich  rechts 
'oin  Ui-sprung  am  Ende  der  gleich  1  aufgetraficnen  Länge.  Den 
[»unkt  mit  der  Entfei-nung  —  J  +  r  J  VS  erhält  man  dadurch, 
lass  man  zuerst  die  imaginär  zu  signirende  Linie  l  Vd.  weil  sie 
lositiv  ist,  rechts  vom  Axenursprung  aufträgt  und  von  dem  so 
[ewonnenen  Endpunkt  dieser  Strecke  umkehrend  die  negativ 
j^irte  Länge  \  in  der  lüchtung  gegen  den  Ui-sprung  hin  ab- 
cbneidet.  Der  so  gewonnene  neue  Punkt,  welcher  auch  un- 
nittelbar  vom  Axenursprung  her  die  positive  Entfernung  —  J  -f- 
I  t/s  ausdrOckt,  ist,  am  in  der  alten  Sprache,  aber  in  einem 
lenen  Sinne  zu  reden,  ein  wahrer  complexer  Punkt,  wie  er  hier 
ifane  irgend  welche  Willkür  oder   gar  Mystik   nachzuweisen  war. 

In  entsprechender  Weise  findet  sich  derjenige  Punkt,  der 
Inrch  die  Entfernung  — i—  TJ  Vä^  bestimmt  wird.  Hier  hat 
Dan ,    weil    die    imiiginftr    signirte  Grösse  \  VS  auch    zugleich 


—    132    — 

negativ  ist,  diese  Grösse  als  absolute  Grösse  links  vom  Absdssen- 
Ursprung  her  abzustecken  und  hat  dann  noch   um   den  andeni 
Bestandtheil  des  Binoms,  welcher  ebenfalls  negativ  ist,  also  um 
die  absolute  Länge  |,   weiterzugehen.     So    ergiebt   sich  unser 
zweiter  imaginär  binomischer  Punkt  nach  der  Linken  hin  in  der 
absoluten  Entfernung  ?  +  ^  V3.     So  hätten    wir    denn   die  drei 
Punkte  mit  drei  verschiedenen  absoluten  Entfernungen  auf  der- 
selben Axe.  Die  beiden  gemischt  imaginären  Punkte  sind  in  ebenso 
strenger  Weise  festgestellt,  wie  der  reelle.    Auch  sind  die  Linien, 
vermöge  deren  ihr  Ort  bestimmt  ist,  als  absolute   Längen  nichts 
Anderes,  als  was  sie  bei  den  reellen  Punkten    auch  sind.    Der 
Untei*schied  ist  nur  der,  dass  diese  Längen  andere   Signirungea 
und  zwar  in  den  Summanden  oder  Differenzglied  ein ,    aus  d^iefl 
sie  entstehen,  nach  den  einzelnen   Stücken  sogar   verschiedene 
Signirungen  erhalten  müssen,  damit  sie  den  durch  die  Gleichang 
zusammengefassten  Beziehungen  genügen.    Es  sei  hier  noch  ein- 
mal daran  erinnert,  dass  ja  auch  das  Negative  nur  eine  Signiruiif 
ist,  durch  welche  die  absolute  Grösse  diejenige   Rolle  zugetheilt 
erhält,  vermöge  deren  sie  der  jedesmal  fraglichen  Gleichung  ge- 
nugthut.    Wir  haben  schon  früher  nachgewiesen,  dass  man  unter 
Umständen  andere  Gleichungen  brauchen  würde,  um  auf  derart^ 
isolirte  Signirungen  auch  nur  im  Falle  des  blos   Negativen  m- 
ziehten  zu  können.    Wir  wollen  hier  an  unserm    Beispid  soai- 
sagen  bisignirter  Linien  zugleich  zeigen,  dass  man  statt  der  Ih* 
nomischen  Gleichung  x^  —  1=0  eine  andere  nicht  binooiiscke 
Gleichung  braucht,  wenn  man  die  imaginären   Signirungen  fort- 
geschafft und  durch  reelle  ersetzt  wissen  will. 

Man  lasse  in  den  beiden  bisignirten  Einheitswurzeln  die  im*- 
ginären  Signirungen  einfach  weg  und  bilde  aus  den  drei  nuomeb 
sämmtlich  reellen  Wurzeln  nach  der  oben  angegebenen  Metliode 
eine  Gesammtgleichung,  so  ergiebt  sich  als  die  letztere  x^--U 
4-  I  =  0.  Diese  Gleichung  entspricht  demgem'äss  den  drei  redla 
Punkten,  ohne  dass  man  weitere  Vorkehrungen  und  Vorsetran^ 
nöthig  hat,  als  die  negativen  Signiinngen ,  an  denen  man,  nictt 
etwa  weil  man  bisher  die  Berechtigung  streng  eingesehen  ^ai 
nachgewiesen  hätte,  sondern  aus  blosser  Gewohnheit  und  Autori- 
tät keinen  Anstoss  nimmt.  Auch  hätte  man  für  den  etnen  reedei 
Punkt  die  Gleichung  a;  ^  —  1  =  0  mit  ihrer  reellen  Lösung  bä- 
behalten, für  die  imaginären  Lösungen  aber  eine  quadratiide 
Gleichung  mit  reellen  Wurzeln ,  nämlich  x*  +  x  —  |.  =  0«o- 
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führen  können.  Auf  diese  Weise  hätte  sich  eret  recht  deutlich 
gezeigt,  welch  ein  Umweg  un(f  wie  unnatürlich  es  ist,  eine  ge- 
gebene Gleichung  nur  in  ihren  reellen  Beziehungen  zu  benutzen 
und  das  imaginäre  Gebiet  der  Gleichung,  als  hätte  es  keine 
sachliche  und  gegenständliche  Bedeutung,  von  vornherein  auszu- 
schliessen.  Im  Gegentheil  ist  es  sogar  bequemer  und  giebt  allein 
den  einheitlichen  Gesichtspunkt,  wenn  man  auch  alle  geonietrisi-hen 
und  sonstigen  Verhältnisse  der  Anwendung  unmittelbar  nach 
Maassgabe  der  allgemeinen  analytischen  Grössenbeziehungen,  also 
auch  der  imaginären,  vorstellig  macht.  Bezöge  man  unser  Bei- 
spiel nicht  auf  eine  Axe,  sondern  dächte  an  das  vollständige 
Liniengebilde  in  der  Ebene,  welches  nach  unserm  System  die 
Gleichung  z^  —  y»  :=  {i  auch  für  die  imaginären  Wurzeln  deckt, 
so  erhielte  man  drei  grade  Linien  und  analog  würde  sich  der 
Sachverhalt  filr  jegliche  Cur  vengleich  ung  stellen.  Doch  ist  es 
hier  nicht  unsere  Absicht,  nach  dieser  Seite  hin  abschweifende 
Parallelisirungen  weiter  durchzuführen. 

Längen  und  deren  gegenseitige  Beziehungen  können  im  Bilde 
offenbar  nur  in  absoluter  Weise  vorhanden  sein.  Wenn  zu  ihnen 
noch  Signirungen  hinzutreten,  wodurch  sie  ganz  oder  stückweise 
erst  zu  negativen  und  imaginären  Längen  werden,  so  sind  diese 
Zeichenvorsetzungen  etwas,  was  nicht  in  den  Linien  und  ihren  un- 
mittelbaren Beziehungen  selbst,  sondern  in  den  algebraischen 
Oleichimgen  seinen  Grund  hat,  durch  welche  jene  Beziehungen 
■vorgestellt  werden  sollen,  Je  nachdem  man  die  Gleichung  nimmt, 
anter  welche  die  Beziehungen  unterzuordnen  sind,  werden  ima- 
ginäre Signirungen  gebraucht  oder  nicht.  In  der  Regel  ist  nun 
aber  in  derartigen  Angelegenheiten  das  geometrische  Gebilde  nicht 
der  selbständige  Ausgangspunkt,  so  dass  für  dasselbe  die  Glei- 
chung erst  zu  finden  wäre;  sondern  es  ist  umgekehrt  die  Glei- 
chung selbst  das  Geset;;,  für  welches  man  auch  nach  ii-gend  einer 
(reomctrischen  Darstellung  fragt.  Dieser  Frage  gegenüber  heisst 
«8  nun,  einen  nur  geringen  Theil  der  Arbeit  vei-richten  und  weniger 
als  halbe,  ja  in  den  höhern  Graden  immer  geringfügigere  Bruch- 
theile  von  Lösungen  geben,  wenn  man  nur  den  Sinn  der  reellen 
Lösungen,  dagegen,  wie  bisher  der  Fall  gewesen  ist,  nicht  den 
der  imaginären  darzustellen  weiss. 

Die  Einheitswurzeln  vierten  Grades  -Hl,  —  1,  -|-  ri,  —  /"l 
machen  sich  in  unserer  Aufgabe  sehr  einfach.  Sie  zeigen  über- 
dies, wie  dieselbe  absolute  Kinheitslänge  auf  derselben  Axe  nach 
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deraelben  Seite  zugleich  reell  und  imaginär  ausfallen  könne,  was 
Niemanden  wundem  wird,  der  den  Sinn  unserer  Aufschlüsse  über 
das  Wesen  aller  signirten  Grössen  gefasst  hat.  Auch  kann  man 
hiebei  sagen,  dass  ein  imaginärer  Punkt  mit  einem  reellen  zu- 
sammenfalle. Die  Beziehung  auf  den  Rechnungszusammenhang 
ist  es,  was  eine  Grösse  reell  oder  imaginär  macht,  und  ofifenbar 
ist  es  kein  Widei*spruch,  dass  dieselbe  Grösse  noch  einmal  vor- 
komme und  noch  eine  zweite  etwas  abgeänderte  Rolle  in  dem- 
selben Rechnungszusammenhange  spiele,  welcher  ja  verschiedeoe 
Operationsvorgänge  einschliesst. 

Nach  dem  Bisherigen  ersieht  man,  dass  kein  Hinderniss  be- 
steht, die  Construction   zum   fünfwerthigen  und    allgemein  zm 
n  werthigen  Punkt  fortzusetzen,  sobald  man  nur  die  Einheitswuizdn 
selbst  als  gegeben  oder  auffindbar  voraussetzt     Auch   ist  hiebd 
der  Casus  in-educibilis,  der  sich  zuerst  mit  dem    siebenten  Grad 
einstellt;  für  unsern  Zweck  keine  Hemmung;  denn  wir  haben  es 
hier  bei  den  Einheitswurzeln  mit  lauter  Zahlen  zu  thun  und  coa- 
stmiren    die    Entfernungen   nach    dem    absoluten    ZahlenwertL 
Handelte  es  sich  um  geometrische  Nachahmung  oder,  bestimmte 
gesagt,  gi'adezu  um  geometrische  Ausführung  algebraischer  Ope- 
rationen, so  wäre  das  schon  algebraisch  In*educible  sicherlich  ä 
Hindeiiiiss;    denn    dieses    besteht    darin,    dass   zunächst   dritte 
Wurzeln  oder  überhaupt  solche,  deren  Exponent  keine  Potenz  t« 
2  ist,  aus  sogenannten  complexen  Ausdrücken   nicht  algebraisd 
d.  h.  nicht  derartig  ausgezogen  werden  können,  dass  man  wieder 
die   reell   und    imaginär   gemischte   Grundfoim   a  -+-  Fß  eibilt 
Wir  aber  brauchen  für  a  und  ß  zu  unserm  Zweck   nicht  alp- 
braische  Functionen,  sondern  können  uns  mit  jeder  arithmetisdei 
Darstellung  dieser  Grössen  begnügen. 

Gewöhnlich  reducirt  man  das  algebraisch  Irreducible  vi 
transcendente  Weise ,  d.  h.  man  biingt  es  auf  jene  imagiBiie 
Ginindfoim  vermittelst  Einführung  trigonometrischer  FuncüoM 
Die  Wurzeln  der  Einheit  sind  ohnedies  schon  eher  in  der  tatt 
cendent  imaginären  Form  vorhanden  gewesen,  als  wenigste»  A 
höheren  unter  ihnen  in  der  algebraischen.  Diese  ti-anscendfli^i 
Form  ist  ebenfalls  ein  imaginäres  Binom,   nämlich   bekannttt. 

cos +  r  sin  -—-    ,  wo  n  den  Grad  der  Einheitswund  •'■  ^ 

n  n  ■  Ij 

k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.    Auch  hienach  hätteatf^fl  ^ 
von  vornherein  unsern   n  werthigen   Punkt   constiiiiren  kdoMa  ^^ 


denn  es  kommt  immer  nur  darauf  an,  die  beiden  alisoluten  Grössea 
zu  kennen  uod  mit  Urnen  sozusagen  die  binomische  Entfernung 
abzumessen.  Jedoch  wollten  wir  in  diesem  Capitel  grundsätzlich 
am  lein  Algebraischen  und  Aiithmetischen  festhalten.  Um  daher 
uitht  unnützer  Weise  für  das  Irreducible  die  Hülfe  transcenden- 
ter  Functionen  in  Anspruch  zu  nehmen,  berufen  wir  uns  hier  auf 
die  Möglichkeit  einer  rein  arithmetischen  Ausziehung  der  alge- 
braisch irreducibetn  Wurzeln,  sobald  diese  in  Zahlen  gegeben 
sind.  Die  hiezu  erforderliche  Vermehrung  der  gewöhnlichen 
arithmetischen  Operationen  um  eine  neue,  <lie  zu  der  gemeinen 
Wurzelausziehung  hinzutiitt,  wird  später  platzfinden.  An  dieser 
Stelle  ist  es  genug,  davon  ausgehen  zu  können,  dass  die  irre- 
ducibelu  Fälle,  auch  abgesehen  von  der  Dazwischenkunft  von 
Kreisfunctionen,  in  Zahlen  schon  rein  aiitbmetisch  reducibel  sind. 
Unter  allen  Umstünden  können  wir  daher  bei  den  Einheits- 
wui'Zeln  das  imaginäre  Binom  als  gegebene  Grundform  voraus- 
setzen, und  ist  dieses  gegeben,  so  bietet  die  Constniction  und 
Erörterung  des  ti  werthigen  Punkts  keine  wesentlich  andern  Seiten 
dar,  als  die  des  dreiwerthigen. 

5,  Die  Construction  der  Einheils wurzeln  auf  einer  einzigen 
Axe  ist,  abgesehen  von  dem  Licht,  welches  sie  auf  die  Rolle 
dieser  Wurzeln  zurückwirft,  zugleich  das  Grunderfordemiss,  um 
nach  unserm  System  die  Curven  auch  mit  allen  ihren  uiehtreellen 
Zweigen  darzustellen.  Dieselbe  Ordinate  y  wird  beispielsweise 
bei  einer  Curve  fünften  Grades  fünf  Werthe  annehmen,  welche 
als  Längen  auf  einer  und  derselben  Linie  abzustecken  sind,  so 
den  fünfwerthigen  Punkt  und  ihm  entsprechend,  indem  die  Or- 
dinate y  mit  dem  veränderten  x  fortrückt,  fünf  Curvenzüge  liefern. 
Von  dieser  Erweiterung  unserer  verstand esmässigen  Bestimmung 
des  Imaginären  ist  hier  jedoch  noch  nicht  eingehender  zu  reden. 
Ueberhaupt  haben  wir  eine  geometrische  Darstellung  der  Ein- 
heitswurzeln nur  vorangeschickt,  um  auch  über  das  Analytische 
hinaus  die  Tragweite  der  Sache  in  einem  Bilde  zu  veranschau- 
lichen. Nunmehr  wenden  wir  uns  in  völlig  abstracter  Weise  der 
algebraischen  Auffindung  der  Einheit^wurzeln  zu,  wobei  es  be- 
sonders darauf  ankommen  wird,  auf  unsere  eigne  allgemeine  Me- 
tliode  der  Gleichungsbehandlung  vorweg  Bezug  zu  nehmen  und 
biedurch  zugleich  den  Zusammenhang  mit  der  Werthigkeitsrechnung 
»la  zeigen.  Unsere  Gleichungsbehandlung  liefert  nämlich  anstatt 
verschiedenen  Kunstgriffe,  die  sich  bisweilen  allzu  mannig- 
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faltig  gestalten  und  in  Einzelheiten  dem  Gedächtniss  leicht  wieder 
entfallen,  einen  sicher  festzuhaltenden  Leitfaden.  Auch  braucheo 
viiT  um  der  Allgemeinheit  der  Methode  willen  nicht  auf  Ilah^ 
liegende  Nebenerleichterungen  zu  verzichten. 

Der  Kern  der  Frage  nach  den  Einheitswurzeln  liegt  zunächst 
in   der  Bestimmung   deijenigen   unter  ihnen,    deren    Grad  eine 
Primzahl  ist.    Hat  man  die  sozusagen  primgradigen ,   so  giebt  & 
allgemeine  Y erfahr ungsarten,  diejenigen  von  zusammengesetzten 
Graden  daraus   abzuleiten.    Es  kommt  alsdann   nur  darauf  an. 
gemäss  der  Bildung  von  Producten  und  Potenzen  der  Primzahlen 
auch  die  zu  den  so  zusammengesetzten  Graden  gehörigen  Fin- 
heitswurzeln  aus  den  gegebenen   einfacheren  herzustellen.    Man 
habe  die  Einheitswurzeln  von  den  ungleichen  Primgraden  p  und 
Pi,  so  hat  man  nur  alle  möglichen  combinatorischen  Producte  m 
je  zwei  zu  bilden,  um  sämmtliche  Wurzeln  vom  zusammengeset^ 
ten  Grade  ppi  zu  finden.    Diese  bekannte  Wendung  wird  hier 
vorausgesetzt  und    ebenso  deren  Erweiterung   für  mehrere  un- 
gleiche  Factoren   durch    Bildung    der   verschiedenen    mögUcba 
Wurzelproducte  in  der  entsprechenden  mehi-fachen  Combination. 
Für  den  Grad  2^*  nimmt  man  die  pten  Wurzeln   aus  jeder  dff 
j?  Einheitswurzeln  p  ten  Grades  und  setzt  jeder  der  so  angezeigte! 
höhern   Wurzeln    noch  die  ^;  Einheitswuraeln    als    Werthigkeits- 
factoren  vor.    Für   den  Grad  p^  müsste   man    diese    OperatioD 
wiederholen  u.  s.  w.    Ein  einfaches  Beispiel  für    den  Pot^izgrttl 
würden  die  neunten  Einheitswurzeln  sein;  denn   hier  sind  aod 
die  dritten  Wui-zeln  aus  den  binomisch  imaginäi-en  Einheitswin<- 
zeln  dritten  Grades  eben  nur  anzudeuten  und   nicht  weiter  sas- 
zuziehen,  d.  h.  diese  Ausdrücke  sind  irreducibel. 

Noch  einfacher  wäre  an  sich  selbst  das  Beispiel  der  vierta 
Einheitswurzeln  gewesen ;  denn  diese  bestimmen  sich  schon  des 
Begriff  nach  als  die  Quadratwui*zeln  aus  den  quadratischen  Yit 
heitswurzeln.  Indessen  hat  es  weiter  mit  den  Potenzen  von  ivd 
eine  eigenthümliche  Bewandtniss.  Hier  kann  man  nämlich  ftr* 
dem,  dass  die  Ausdrücke  immer  reducirt,  d.  h.  auf  die  einfMk 
Grundform  des  imaginären  Binoms  a  +  Fß  gebracht  werdOL 
Dies  geht  beispielsweise  schon  bei  den  achten  Wurzebd ,  die  sA 
sofoi-t  als  die  zweiten  Wurzeln  aus  den  vierten  Einheitswomh 
kennzeichnen,  in  den  imaginären  Fällen  nicht  anders,  als  iod^ 
man  die  binomisch  imaginäre  oder,  nach  unserm  System,'^ 
binomisch  zweiweilhige  Gi\indform    als   Ziel    vorwegnimmt  toi 


deren  Beetandtheile  aus  der  Gleichung  entwickelt-  Bezeichnet 
man  also  mit  r  eine  oder  mehrere  achte  Einheitswurzeln,  ti.  h. 
die  Gattung  selbst,  so  hat  man  in  Beziehung  auf  die  vierten  Ein- 
heitswurzeln +  y — ^  1,  aus  denen  die  Quadratwurzel  in  der  be- 
treffenden Fonn  herzustellen  ist,  r*  =  +V—  1.  Nun  braucht 
man  für  r  die  Gnmdforni  des  zweiwerthigen  Binoms  a  ±  b. 
SeUt  man  diese  ein,  so  hat  man  («  ±  ft)*  =  ±  V  —  1.  Quadnrl 
man  thatsächliih,  so  lässt  sich  die  entstehende  Gleichung  a-  +  2ab 
■+.  b*  ^  ±  V —  1  nach  unserer  früher  begründeten  Regel  in 
zwei  spalten,  indem  die  etnwerthigen  Glieder  für  sich  und  die 
Äweiwerthigen  Glieder  für  sich  in  Gleichung  stehen  müssen. 
Man  hat  demgemäss  a'  -J-  4'  =  0  und  2a6  =  V  —  1.  Aus 
ei-sterer  Gleichung  ergiebt  sich  6  ^=a  V  —  1 ,  und  nach  Ein- 
setzung dieses  Werths  in  die  zweite  Gleichung  findet  sich  a  =  V  i 
und  dazu  alsdann  6  =  V  —  1  y~J.  Es  ist  also  r  —  'f~\  ± 
y  —  1  y~i.  Dieser  Ausdruck  reprSsentirt  vier  Werthe ,  wenn 
man  seinem  ersten  Gliede  '^f\  seine  beiden  Vorzeichen  giebt, 
und  diese  vier  Werthe  sind  die  vier  Quadratwurzeln  aus  +  V  —  1 
und  — V  -  1.  Bei  der  gewöhnlichen  Hei-stellung  werden  un- 
mittelbar die  imaginären  benUlzt,  indem  man  die  Grundform 
a  -H  |3  V  —  1  niaassgebend  sein  lässt  und  dann  die  reellen  von 
den  imaginären  Bestandtheilen  trennt.  Wir  haben  auch  in  diesem 
Falle  die  Werthigkeit  angewendet,  um  auch  an  einem  solchen 
Nt'benbeispiel  zu  zeigen ,  dass  sie  zutrifft,  Ihre  völlig  charakte- 
ristische Anwendung  findet  sie  freilich  da,  wo  die  Spaltung  durch 
das  Imaginäre  nicht  i'oncurrirt. 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  im  Falle  des  achten  Grades,  wird 
man  bei  fortschreitend  höhern  Potenzen  von  zwei  verfahi-en.  Für 
alle  Zusammensetzungen  ist  also  die  Aufgabe  nach  den  bisher 
bekannten,  vorher  angedeuteten  Regeln  als  erledigt  anzusehen. 
Gehen  wir  nun  zu  den  Piimzahlen  selbst  über.  Der  zweite  Grad 
ist  selbstvei-ständlich.  Der  dritte  hängt  von  ihm  ab;  denn  in 
den  dritten  Einheitswui'zeln  müssen  die  zweiten  vorkommen. 
Bei  jedem  nach  der  Zwei  folgenden  Pnmgrad ,  also  zunächst  bei 
dem  dritten  Grad  wird  mau  die  Gleichung  a^  ~  1  durch  x  —  1 
dividiren  und  so  in  zwei  Factoren  zerlegen.  Auf  diese  Weise 
scheidet  die  Eins  als  die  reelle  Einheitswurzel,  welche  zugleich 
die  Wurzel    der   Partialgleichung   x  —  \^<)   ist,    aus,   und    es 


] 


bleiben  die  j)  —  1  Wurzeln  der  andern  Partialgleicbang  xr 
j>f  -  -  +  .  ,  .  +x  +  1  -^--  n  zu  finden.  Der  dritte  Grad  lietot 
DiYisionsergebniss  a;"  +  a:  +  1  =  0  und  die  Wurzeln 
quadratischen  Gleichung  sind  alsdann  die  beiden  gesuchten  iu 
ginär  binomischen  Einheitswuraeln.  Man  bemerke  um  des  spi^ 
matiscbeu  Ganges  willen  wohl,  dass  diese  Einheits wurzeln  driu« 
Grades  von  einer  gemischten  quadratischen  Gleichung  abhinia 
also  die  Regel  der  Auflösung  einer  solchen  und  zwargaitiit 
Allgeineiuen  voraussetzen. 

Auch  der  fünfte  Grad  kann  weiter  keine  Umstände  niMiei, 
da  die  Gleichung  des  vierten  Grades  überhaupt  auflösbar  s 
In  dem  hier  fraglichen  besouderu  Fall  der  Gleichung  j:* 
a:*  +  a:  +  1  =  0  reducirt  man  aber  gewöhnlich  diese  Gleidiu 
auf  Grund  ihrer  besondern  Beschaffenheit  als  einer  reci)irota 
Gleichung  auf  den  zweiten  Grad  und  erhält  dann  i*  +  ^  —  I 

worin  z  durch  die  Beziehung  g^x-\ bestimmt  ist,    üd«- 

haupt  ist  die  oben  angegebene  Gleichung  vom  Grade  p  — 

reciproke  und  auf  die  fragliche  Art  auf  den  Grad   ^—^ — 

cirbar.    Setzt  man  in  ihr  den  umgekehrten  Werth  von  x 

Stelle  von  x,  so   ändert  sich   durch  diese  Einsetzung    tc 

nachdem  man  die  Brüche  weggeschafft  bat,  nichts  als  die 
gültige  Reihenfolge  der  Glieder.     Wenn  «i    eine  Wurzel  ist, 

ist  also  auch  —   eine  solche.      Verbindet  man    beide  zu  eint 

Summe,  so  wird  m^ui  nur  halb  soviel  derartige  Summen  als  Vb- 
zeln  erhalten ,  imd  demgemäss  kann  eine  Gleichung ,  weldie  A 
verschiedenen  Werthe  einer  solchen  Summe  zu  \\'urzeln  hiüxt 
soll,  auch  nur  vom  halben  Grade  sein.  Unverkennbar  ist  abe 
diese  gauze,  auscheineiid  rein  algebraische  Wendung  von  der  be 
reits  bekannten  transcendenten  Grundform  der  KinheitswuneiB 
her  veranlasst.    Mau  wundere  sich  daher  auch  nicht,  da^  g  =s 

H die  Einsetzung  von  3;  =    g  ■  +  [/  (-s-J   —  1 ,     d.   h.   ii 

etwasabgeänderterSt'hreibweisevon  x— -5-  +  V — 1  l/l  —  (— ) 

mitsichbringt.  Dies  ist  nicht  blos  die  Grundform  des  imagtuini 
Binoms,  sondern  speciell  ein   algebraisches  Abbild   der 


ä 


deuten  Grundform  jeder  Einheitswui-zel ;    denn    die  Grössen  -|- 

•i  und  ^  1  —  f-ö-j    stehen   in   dereelben  Beziehung  wie  Cosinus 

[  und  Sinus,  und  Üiatsäi-hlich  ist  -^   nur   ein    anderer    Ausdruck 

rar  cos 

P 

Bei  dem  siebenten  Grade  fuhrt  die  eben  erörterte  Reductions- 
art  auf  eine  Gleichung  dritten  Grades  und  hiemit  zur  algebraisch 
irreducibeln  Darstellung  der  verlanden  Einheitswurzeln.  Mit 
dem  nun  folgenden  elften  Grad  wird  die  Aufgabe  von  höherer 
Natur;  denn  jene  Keduction  liefert  hier  eine  Gleichung  fUnfteo 
Grades,  die  als  solche  aufgelöst  werden  muss.  Lange  vor  Gauss 
hatte  Vandennonde  diesen  ersten  entscheidenden  und  maossgeben- 
den  Fall  indirect  dadurch  erledigt,  dass  er  eine  deraitige  Glei- 
chung fünften  Grades  auflöste,  wie  sie  sich  im  Problem  der  elften 
Ei nhelts wurzeln  einstellen  muss.  Er  bediente  sich  im  Allge- 
meinen bei  seiner  Behandlung  der  Gleichungen  einer  ähnlichen 
Methode,  wie  diejenige,  welche  Lagrange  in  den  Gmndlagen 
kurz  vorher  (1770)  und  im  Uebrigen  gleichzeitig  veröffentlicht 
hatte  und  welche  in  der  Lagrangeseheu  Form  der  Leitfaden  für 
nlle  spätere  Gleichungsbehandlung  geworden  und  bis  heute  ge- 
blieben ist.  Lagrange  selbst,  der  sich  seiueni  Wesen  nach  zu- 
nächst immer  den  umfassenden  Allgemeinheiten  zuwendete,  liess 
demgemäss  vorläufig  die  Einheitswurzeln  noch  zur  Seite  und  kam 
erst  in  einer  spätem  Periode  seines  Lebens  auf  diese  und  zwar 
nur,  um  die  inzwischen  von  Gauss  gegebene,  nach  Kunstgriffen 
aussehende,  in  der  That  aber  auf  der  allgemeinen  Lagrangeschen 
Gleichungsmethode  beruhende  Specialentwicklung  zu  vereinfachen 
und  so  gleichsam  gehörig  auf  ihren  Ursprung  zurückzufuhren. 

6.  Im  sechsten  bis  neunten  Capitei  werden  wir  eine  allge- 
meine Methode  der  Gleichungslösungeu  darlegen,  welche  die 
Eigenthünilichkeit  hat,  die  Begriffe  von  Wurzelelementen,  die 
Torgängige  Feststellung  der  Wurzelformen  und  das  Operii-en  mit  den 
Signirungswerthen,  d.  h.  die  Werthigkeitsrechnung,  zum  Leitfaden 
zu  haben.  Hiebei  wird  die  Lagrangesche  Methode  der  Wurzel- 
functionen  nur  in  denjenigen  Fällen  zu  benutzen  sein,  in  denen 
sie  wirklich  am  Platze  ist,  nämlich  da,  wo  die  signirbaren  Werthig- 
keiten  aufhören  und  die  rein  permutativen,  nur  durch  Wurael- 
vertauschungen    markirbaren,    im    Allgemeinen    transceudenten 
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Werthe  beginnen.  Durch  diese  Combination  unserer  Methode 
der  Wurzelelemente,  die  bis  zum  vierten  Grade  einschliesslicii 
für  sich  allein  zur  Anwendung  kommt,  mit  dem  wesenüiebeo 
Theil  der  Wendung  Lagranges  oder,  genauer  gesagt,  durch  die 
Einrahmung  dieser  Wendung  in  unser  System,  wird  die  ganze 
Theorie  der  Lösung  höherer  Gleichungen  völlig  übersichtlich  und 
nicht  nur  mit  allen  nach  Lagrange  vollzogenen  BereichemDgen, 
also  nicht  nur  mit  den  Gesichtspunkten  und  Feststellungen  Abeb 
und  Galois,  sondern  auch  mit  unsern  eignen  SpecialvermehrongeB 
zusammen  ein  Ganzes  von  schematischer  und  gleichsam  mecha- 
nistischer Regelmässigkeit.  Da  so  etwas  der  Inbegriff  der  frohe- 
ren Methoden  und  Ergebnisse  bisher  nicht  war,  so  konnte  nuB 
sich  darauf  in  Specialfällen  auch  nicht  ohne  Weiteres  berufen. 

Das  Problem  der  Einheitswurzeln  ist  nun  nichts   weiter  ab 
ein  besonderer  Fall   der  Anwendung  der  fraglichen  allgemeioa 
Theorie    der    Gleichungslösungen.      Um    letztere    anwenden  n 
können ;    brauchen   wir    nichts    weiter    als  die  Reduction  einer 
primgradigen  Einheitsgleichung  durch  Division  mit  x  —  1.    Eise 
weitere    Reduction     können    wir    uns    spai-en.       Wir    brauchet 
nur  zu  sagen,   dass  wir  die  Gleichung  vom   Grade  p  — 1  oad 
den  allgemeinen  Methoden  der  Lösung  allgemeiner  Gleiehungei 
zu    behandeln  haben.     Dies  würde  dem   entsprecliend,   was  ia 
neunten  Capitel    bezüglich    der  zusammengesetzten   Grade  aas- 
gefühlt  worden  ist,  zur  Zerlegung  in  Factorengleichungeo  rer- 
anlassen.    Mau  würde  also  beispielsweise  bei  der  ersten ,  f&r  dk 
höhere  Gattung  typischen  Hauptaufgabe,  die  sich  einstellt,  oIb- 
lieh   bei    derjenigen    der    elften  Einheitswurzeln  die  betreffeode 
zehngradige  Gleichung  in  zwei  fünfgradige  zerlegen,    deren  O 
efficienten  von  einer  Gleichung  zweiten  Grades  abhängen,   itk 
dieser  fünfgiadigen  Gleichungen  würde  fbnf  der  zehn  pnmitimt^ 
elften  Einheitswurzeln  zu  Wurzeln  haben.    Man   kann  aberdrf;' 
Bemühung  mit  dieser   oder  einer  andern  Zerlegung  vermeriiv^  ^ 
und    die  Gleichung   zehnten   oder   im   Allgemeinen    (p-^V^tk 
Grades  direct   als  solche  auflösen.    Solche  Gleichungen  g^l^ 


nämlich  zu  den  sogenannten  Abelschen,  d.  h.  in  unsenn  aHv>|K , 
es  sind  Gleichungen,  deren  irrationale  Wui'zelelemente  unter  Ml^ 


-'nii 


einen  W^urzelzeichen   keine   weitere  Irrationalität  enthalten  Ali^   "^ 
den  fraglichen  Rationalitäten  kann  man  nun  bei   entspreekeBkl^  J 
Modification  der  Lösungsmethode  allgemeiner  Gleichungeo  tt('l^^-/^j; 
auf  einem  kurzem  W^ege   gelangen.     Wir  werden  diese  Mrf'lk^ 
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tion.  deren  Kern  von  Lagrange  hcrrOhrt,  im  neunten  Capite) 
darstellen,  wie  sie  sich  im  Rahmen  unserer  Methode  nach 
ren  leitenden  BefrriflTen  gestaltet.  Hier  an  dieser  Stelle  wäre 
überhaupt  schon  hinreichend  gewesen ,  darauf  hinzuweisen, 
SS,  sei  es  auf  längeim,  sei  es  anf  kOrzei-ni  Wege,  die  später 
rzustellende  allgemeine  Metliode  der  Gleicbungslösnngen  ohne 
somiere  Kunstgriffe  zur  Ermittlung  der  Kinheitswurzeln  führe. 
Was  wir  hier  brauchen,  ist  wesentlich  eine  genaue  Voi-stel- 
ag  ober  den  systematlschea  Zusammenhang,  in  welchem  die 
Schaffung  der  Einheitswurzeln  mit  der  Beschatlung  aller  andern 
eichungs wurzeln  steht.  Ueherdies  ist  ein  klares  Benusslsein 
»OH  nötliig,  was  unsere  Operationen  mit  den  Werthitikeiten 
d  werthigen  Polynomen,  namentlich  mit  den  allgemeinen  Wur- 
Iformeo,  bezüglich  der  Einheitswurzein  voraussetzen.  OtTenhar 
Dgt  die  Tnllständige  algebraische  Lösung  von  Gleichungen  von 
r  Kenntniss  der  Einheitswui-zetn  bis  zu  dem  betreffendeo  Grade 
,  imd  wiederum  bei-uht  die  Bestimmung  von  Einheitsnurzeln 
r  der  Lösung  allgemeiner  Gleichungen  vorangehender  Grade. 
ui  bat  also  im  aufsteigenden  Stufengang  abwechselnd  Einheits- 
irzeln  zu  bestimmen  und  allgemeine  Gleichungen  zu  lösen. 
e  einen  sind  dann  immer  lias,  was  für  die  andern  nachher  er- 
■derlich  wird.  Hieraus  begreift  sich  auch  die  Unmöglichkeit, 
len  der  beiden  Gegenstände  für  sich  allein,  in  völliger  Sonde- 
Dg  von  dem  andern,  abzuhandeln.  Für  die  allgemeine,  d.  h. 
mischte  Gleichung  zweiten  Grades  muss  man  schon  die  Zwei- 
erthigkeit  jeder  Quadratwurzel  kennen.  Dies  heisst  aber  soviel, 
an  muss  die  Einheitgwurzeln  zweiten  Grades  als  festgestellt 
irauseetzen  dürfen.  Die  Methoden,  die  allgemeine  quadratische 
■teichung  zu  lösen,  lehren  an  sich  selbst  darüber  nichts,  sondern 
etzen  die  Lösung  einer  reinen  quadi-atischen  Gleichung  und  in 
hr  eiugeschlossen  die  beiden  Einheitswurzeln  voraus.  Angesichts 
kr  kubischen  Gleichung  wird  der  Sachverhalt  noch  handgreif- 
leher,  weil  er  sich  weder  durch  das  völlig  Triviale  noch  durch 
nsere  Gewohnheiten  verdunkelt.  Hier  sieht  man  sofort,  dass 
IM  die  beiden  primitiven  Einbeitswurzeln  dritten  Grades  erst 
rf  Grund  einer  allgemeinen  quadratischen  Gleichung  haben 
>')n,  so  dass  sich  also  die  Lösung  der  allgemeinen  quadratischen 
Eichung  als  Vnraus-setzung  dazwischen  schiebt,  ehe  man  zur 
'O'niscben  Gleichung  x»  —  1  =0  obergehen  kann.  Die  Auf- 
"Qiig  der  siebenten  Einheitswunceln  erfordert  mindestens  die 
*ur»((  der  allgemeinen  Gleichung  dritten  Grades. 
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Nach  alledem  ist  der  natürliche  Anfang  der  mit  du 
elementaren  Einheitswui-zeln ,  und  dann  wird,  um  in  der  L6- 
sung  der  verschiedensten  Gleichungen  weiter  zu  kommen,  alier- 
nirend  foi*tgeschritten,  d.  h.  bald  eine  allgemeine  Gleichung,  biM 
eine  binomische  gelöst.  Dabei  reicht  die  allgemeine  Gleidniif 
eines  bestimmten  Grades  immer  aus,  um  in  der  unbeschninktn 
Reihe  der  Grade  der  Einheitsgleichungen,  wenn  man  will,  ose 
unbeschränkte  Zahl  von  Positionen  vorwegzunehmen.  Beispids- 
weise  können  auf  Grund  der  Lösung  der  allgemeinen  Gleichin; 
zweiten  Grades  die  dritten,  fünften,  siebzehnten  Einheitswnndi 
und  überhaupt  die  vom  Grade  2»"  +  1 ,  wenn  dieser  Grad  zi- 
gleich  ein  Primgrad  ist,  ermittelt  werden.  Die  vierten,  achtes 
u.  8.  w.  Einheits wurzeln,  also  überhaupt  die  vom  Grade  2*  stfttzn 
sich  sogar  nur  auf  die  Lösung  einer  reinen  quadratischen  Glei- 
chung. Von  diesen  vorweggenommenen  Positionen  abgesehen  oder 
vielmehr,  um  die  jedesmaligen  Anfänge  der  Reihen  solcher  Po-  - 
sitionen  möglich  zu  machen,  muss  man  immer  wieder  für  jede  1 
neue  Reihengattung  einen  neuen  Ansatzpunkt  in  der  Lösung  der 
erforderlichen  allgemeinen  Gleichung  gewinnen.  Hiemit  ist  & 
alternirende  Abhängigkeit  der  einen  Gattung  von  Wurzeln  m 
der  andern  wohl  genügend  festgestellt.  Die  Einheitswonda 
haben  den  Charakter  von  Hülfswurzeln ;  denn  ohne  sie  kann  vm 
keine  allgemeine  Hauptwurzel  ausdiilcken.  Dies  hindert  aber 
nicht,  dass  die  Formen  vorgängiger  Hauptwurzeln  unentbekr- 
liche  Hülfsfonnen  für  die  Dai-stellung  späterer  Hülfswurzeln  sciei 

7.  Eine  Nachweisung  des  Weges  zur  thatsächlichen  fügt- 
braischen  Darstellung  der  Einheitswurzeln  ist  die  systematisd 
nothwendige  Voraussetzung,  damit  die  Lösung  der  allgemeiiNi 
Gleichungen  nicht  so  aussehe,  als  wenn  die  Zeichen  für  die  dam 
vorkommenden  Hülfswurzeln  etwas  noch  Unbekanntes  oder  flv 
transcendent  Angebbares  vorstellten.  Nur  so  werden  die  ifefr 
braischen  Formeln  für  die  allgemeinen  Gleichungswurzeln  anA 
wirklich  lückenlos  algebraisch,  indem  sie  alsdann  keine  unbeliBi' f^ 
ten  Functionen  mehr  enthalten,  sondern  sich  durch  Wurzelzeidil<.v 
aus  abstracten  Zahlen  und  Gleichungscoefficienten  züsaaM§k 
setzen.  Für  unser  Operiren  mit  den  Werthigkeiten  haben  i 
aber  die  speciellen  algebraischen  Ausdrücke  für  die  £iiiM^ 
wurzeln  nicht  nöthig;  im  Gegen theil  nützen  uns  nur  dj0*I^>r;3 
fachen  Zeichen  und  würden  uns  speciellere  Ausdrücke  nurüi'l  3^ 
derlich  sein.    Wohl   aber   stützen  wir  uns  fortwährend  airf*|fe:Tii 


itz,  dass  die  Einheitswurzeln  eines  bestimmten  Grades  alle 
ircb  die  Potenzen  irgend  einer  primitiven  unter  ihnen  ausge- 
■Ockt  weiden  können,  sowie  auch  darauf,  dass  die  Summe  aller 
Inheitswurzeln  eines  bestimmten  Grades  gleich  Null  ist.  Letz- 
tes folgt  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen,  derzu- 
Ige  die  Summe  der  Wurzeln  immer  dem  negativ  genommenen 
sten  Coefficieoten  gleich  ist.  Ersteres  Ifisst  sich  aber,  ohne 
m  der  transcendenten  Lüsung  zu  entlehnen  und  ohne  die  alge- 
rische Lösung  bereits  zu  haben,  rein  algebraisch  anf  Grund 
s  blossen  BegritTs  von  Einheitswurzelü  kurz  erweisen.  Ist  j 
le  Einheitswurzel  vom  Grade  n,  so  ist  also  j"  =-  \.  Bezeichnet 
eine  ganze  Zahl  und  erhebt  man  jene  Gleichung,  welche  nichts 
I  den  Begriff  der  Einhcitswurael  darstellt,  zur  Potenz  l;  so  hat 
in  0")*  =  1  oder  j"*  —  ].  Nun  aber  ist  j"*  =j*"  ^=-  (,;')",  und 
3  der  Gleichung  (j*)"  =  1,  wenn  sie  als  Daratellung  des  Be- 
flfe  einer  nten  Einheitswurzel  genommen  wird,  folgt  unmiltel- 
r,  dass  j*  eine  solche  sein  müsse. 

Ausserdem  ist  nocli  darzulegen ,  dass  die  Einheitswui-zelo 
nmtlich  als  die  verschiedenen  Potenzen  irgend  einer  primitiven 
ter  ihnen  ausgedrückt  werden  können.  Ist  j  eine  primitive 
nheitswurzel  »iten  Grades,  so  wissen  wir  bereits  aus  der  vori- 
D  Nachweisung,  derzufülge  j*  auch  eine  Einheitswurzel  des 
BD  Grades  sein  muss,  dass  .;*.j',./*,  .  .  -j"  Einheitswurzeln 
id.  Der  Schluss  darauf,  dass  dies  alle  Eiubeitswurzeln  seien, 
nn  erst  gemacht  werden,  wenn  man  weiss,  dass  sie  alle  von 
lander  verschieden  sein  müssen,  d.  h.  dass  nicht  irgend  zwei 
er  mehrere  gleiche  darunter  sein  können.  Nur  unter  Ver- 
inung  dieses  Falles  hat  man  nämlich  wirklich  n  vei-schiedene 
lOheits  würz  ein  des  nten  Grades  vor  sich,  und  diese  müssen 
«n  die  sümnillichen  Einheitswurzeln  des  «ten  Grades  sein; 
mo  sonst  mUsste  es  mehr  als  n  geben  können.  Gesetzt  nun, 
iter  jenen  Potenzen  wären  j"  und/  einander  gleich,  so  wftre 
sren  Quotient  /  "  "  =  1 ,  und  da  /*  —  «  nothwendig  kleiner  als 
I  80  mUsste  j  als  Wurzel  einer  Gleichung  /  - "  ^1  zugleich  eine 
inheitswurzel  von  niedrigerem  Grade  sein,  was  dem  Begriff 
Her  primitiven  Ei  nheitswurzel  widei-spricUt.  Letzterer  beruht 
Wlicb  darauf,  dass  aus  einer  Wurzel  die  Einheit  nicht  durch 
■Äebung  zu  einer  geringeren  Potenz  als  der  nten  hervorgehe. 
Hiemit  ist  Alles  erwiesen,  vorausgesetzt  dass  es  überhaupt 
iüve   Einheitswuraeln,    d.  h.  Wurzeln   von    der   erwähnten 
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Beschaffenheit  giebt.    Ein  von   der  trans4.-endenteD  ] 
DatQrlich  auch  von  der  algebraischen  unabhängjger  1 
EziHtenz  ist  nicht  schwer,   geiilth  aber  etwas  umstAodndl.  I 
da  man  jetzt  keine  leiitliche  Darstellung  der    Gleicbuni 
antreffen  wird ,   welche  keine   atgebtaigche  Darlegnng  des  T|J 
handenseins  primitiver  Einheits wurzeln  enthielte,    eo  kö«iBa| 
hier    auf  die   specielle  Ausfuhi-ung  dieser   äberall 
Tbatsache  verzichten.     Im   Uebtigen  haben    wir   aber  bei 
der   Einheitswni'zeln   hier    Alles   specieller   beleuchtet,    was  i 
theils  für  die  Werthigkeitssätze  bereits  angewemlet  hatten,  t 
in    weiteren   Darlegungen    brauchen    werden.      Dem    itna^ 
Mysticismus  aber,  den  man,  wie  man  ihn  mit  V 
hat,  eo  auch  mit  den  imaginilren  Einheitswui'zelD  Qberbaopt  b 
ben  könnte  1   haben  wir  durch  unsere   obige  geometri 
pirung  der  Einheitswurzeln  auf  einer  Ase  wohl  dea  ] 
sam  abgeschnitten.     Auch  haben  wir  hiemit  zug)eichj| 
positiver  Bedeutung  und  aus  diesem  Gesichtspunkt    vrid 
die    Einleitung   nicht    nur    far   ein   verstandesmässiges    Qw 
mit  den  hohem  Imaginaritäten  in  rein  abstracter  Weise,  soodl 
auch  für  deren  reale  Anwendung  getroffen. 


Sechstes  Capitfil. 

Die  GleichungslUsuug  nach  der  Werthlgkeltsrectuiaoi;. 

1.  Alle  Arten,  Gleichungen  zu  lösen,  entsiirangea  aus  irgend 
welchen  Vorstellungen  Über  die  Einrichtung  der  Wurzeln.  Ami 
schon  in  den  besondern  Kunstgriffen,  welche  ursprünglich  fttr  die 
Gleichungen  diitten  und  vierten  Grades  angewendet  wurden,  Usst 
sich  jener  Leitfaden  erkennen.  Wo  man  beispielsweise  ilie 
Gleichungswui-zel  dritten  Grades  von  vornherein  als  aus  mä 
Stücken  zusammengesetzt  behandelte,  konnte  man  auf  iiie$«n 
Kunstgriff  nur  durch  Ueberlegungen  gekommen  sein,  welche  «De 
derartige  Zusammensetzung  als  nothwendig  oder  wenigstens  als 
wahrsclieinlich  nahegelegt  hatten.  Bereits  die  Entfemuog  riet 
zweiten  Glieder  aus  den  vollständigen  Gleichungen  Ist  auf 
denselben   Grund    zurückzuführen,    da    die    hiezu    erforderhcbe 


Zerlegung  der  Wui'ze!  id  zwei  Bestandtheile  kein  unmotivii-ter Zufall 
^wesen  sein  kann.  Man  hatte  eben  Gleichunpen  hergestellt,  mit 
einer  neuen  Wurzel,  in  welcher  der  rationale  ßestandtheil  fehlte. 
Von  einem  deutlichen  Bewusstsein  war  aber  der  fragliche  Leit- 
faden nicht  hegleitet;  denn  sonst  hätten  die  betvetfenden  Opera- 
tionen nicht  bis  heute  als  zufällige  Kunstgriffe  gelt«n  können. 
Die  Ideen  waren  in  der  entscheidenden  Richtung  unbestimmt, 
Bporadisch,  ja  instinctiv  geblieben. 

Die  einzelnen  Älgehraisten  hatten  thatsäcfalich  irgend  welche 
Gedanken  von  der  Einrichtung  der  Wurzeln  benützt;  aber  sie 
waren  sich  nicht  bewusst  gewesen,  dass  hier  die  eigentliche  Trieb- 
kraft läge,  die  ihren  Bemühungen  Fortgang  verschaffte.  Euler 
suchte  allerdings  direct  nach  allgemeinen  Wurzelfonnen ;  aber 
er  gelangte  trotzdem  zu  keiner  umfassenden  Methode  der  Glei- 
ehoDgsbehandlung.  Erst  Lagrange  ist,  wie  Oberhaupt  der  bis 
heute  exacteste  und  umfassendste  Repräsentant  der  modernen 
Mathematik ,  so  auch  in  Beziehung  auf  die  Gleichungslösungen 
erst  der  Vertreter  einer  wirklich  univei-sellen  Methode,  der  ein- 
zigen Methode,  vermöge  deren  es  möglich  gewesen  ist,  auch  vom 
fünften  Grade  an  noch  etwas  auszurichten.  Aber  auch  Lagrange 
hat  den  Innern  Zusamnienliang,  in  welchem  seine  Methode,  gleich 
Allem ,  was  in  der  Sache  geschehen  ist  oder  geschehen  konnte, 
mit  vorgängigen  Vorstellungen  Über  die  Wurzelfonn  stand  und 
stehen  musste,  nicht  nur  unbeleuchtet,  sondern  gradezu  verdeckt 
gelassen,  so  dass  sogar  der  Eulei-sche  Gesichtspunkt  dabei  in  den 
Hintergrund  trat.  Grade  weil  die  Wemlung  von  Lagrange  in  der 
Geschichte  der  Algebra  wirklich  eine  neue,  wenn  auch  bis  jetzt 
in  den  bisherigen  Rechenschaften  nicht  einmal  signalisirte ,  ge- 
schweige gehörig  ausgezeichnete  Epoche  vertritt,  hat  man  alle 
Ursache,  den  Hauptpunkt  nicht  zu  ilbei-sehen,  vielmehr  dits 
weniger  sichtbare  Fundament  aufzudecken.  Dieses  Fundament 
ist  aber  eine  ganz  bestimmte  Voraussetzung  über  die  allgemeine 
Warzelform  und  zwar  auch  über  die  Modificationen ,  durch  die 
.jede  einzelne  der  vei-schiedenen  Wurzeln  einer  Glei»'hung  im 
Unterschiede  von  den  andeni  schematisch  und,  um  in  unserer 
Sprache  zu  reden,  auch  werthig  charahterisirt  wird. 

Wir  werden  über  die  Wurzelform  aller  Gleichungen  im 
tt&ebsten  Capitel  allgemeingültige  Schemata  aufstellen  und  auch 
&ber  die  nähere  Constitution  der  Wurzeln  im  Allgemeinen  sowie 
Itwät  fllr  die  besondei-n  Fälle  Untersuchungen  anstellen  und  Aus- 
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fUhrungen  geben,  die  zur  Uebei-sicht  des  Ganzen  and 
filllung  der  Lückeu  bisher  nocb  gefehlt  haben.  Was 
grosse  Malhetuatiker,  wie  Abel,  blos  gelegentlich  davon  bei?*- 
brachb  und  nichl  einmal  immer  bewiesen  haben,  wird  auf  OieM 
Weise  durch  ein  selbständiges  strenges  System  des  Wureei- 
Schematismus  ei-setzt  sowie  ergänzt  werden,  und  der  Gegeost^d 
wird  so  direct  und  um  seiner  selbst  willen  zur  Behandlung  ge- 
langen. Durch  das  neue  und  vollere  Licht,  welches  iiiedurch 
auf  ihn  fUllt,  wird  er  bisher  unbeachtete  oder  völlig  anbekanDte 
Seiten  zeigen.  Im  laufenden  Capitel  werden  wir  uns  aber  darauf 
beschränken ,  von  der  Wurzelform  zunächst  nur  besondere  FiUe 
zu  erörtern,  die  bis  zum  vierten  Grade  in  Frage  koinmen.  TroU- 
dem  aber  wird  es  möglich  sein,  für  die  Werthigkeitslösunüen 
eine  völlige  Allgemeinheit  der  Gesichtspunkte  zu  wahren. 

Die  Brücke,  durch  welche  die  Werthigkeitsrechnung  mit  den 
Gleichungslosungen  zusammenhängt,  ist  eine  allgemeine  Beschaffen- 
heit jeglicher  W  urzelfoi-m.  Eine  Gleichungswurzel  enthält,  soblU 
sie  den  ersten  Grad  überschreitet,  mindestens  ein  mehrwerthigci 
Element.  Sie  ist  im  Allgemeinen  ein  werthiges  Polynom,  vai 
dieses  kann  daher  statt  aller  Wurzeln  zusammen,  d.  b.  für  dil 
Unbekannte  x,  in  die  Gleichung  eingesetzt  werden.  Dadurch  wird 
die  eine  Unbekannte  mit  mehreren  neuen  vertauscht;  aber  fvv 
mOge  der  Werthigkeitsunterschiede  zerfAllt  auch  die  froher  einngi 
Gleichung  in  eine  zureichende  Anzahl  von  PartialgleichungM. 
Die  Unbekannten  sind  die  Wurzelelemente  und  lassen  sich  Vt 
zum  vierten  Grade  einschliesslich,  sowie  auch  bei  gewiesen  Tj^a 
höherer  Grade  mit  den  einfachsten  Eliininationsmitteln  bestimmen. 
Von  einigen  Abkürzungen,  die  statt  der  unmittelbaren  Subatitatioii 
der  Wurzelform  in  die  Gleichung  von  vornherein  platzgreifn 
können,  ist  ei-st  in  speciellen  Anwendungen  zu  reden.  Die  Zr- 
gebnisse  sind  stets  Gleichungen  zwischen  den  Wurzelelementei 
und  den  Gleichuugscoefficienten,  und  das  leitende  Princip  ist  ia 
jedem  Falle  eine  Einsetzung  der  werthigen  Wurzelform ,  sei  « 
unmittelbar  in  die  gegebene  Gleichung  oder  aber  in  so\tbt 
Gleichungen,  die  aus  den  allgemeinen  Figenschaften  der  geg^ 
benen  abgeleitet  sind,  wie  die  zwischen  den  WurzelcombinatJODei 
oder  Wurzel  Potenzen  und  den  Coefficienten.  Hat  man  naeb 
letzterer  Methode  bereits  mehrere  Gleichungen,  in  denen  Coef- 
ficienten oder  rationale  Functionen  der  Coefficienten  den  etnea 
Bestandtlieil  bilden,  so  fulirt  das  Frincip  der  WerthigkeitsredulDB^ 


einfach  dazu,  bei  den  Einsetzungen  nur  die  einwerthigen  Combi- 
natiooen  der  Wuraelelemente  zurückzubehalten;  denn  diese  allein 
können  mit  den  ja  auch  eimverthifieu  Coefficienteu  in  Gleichung' 
stehen.  Die  andern  Bestaodtheile  mOssen  sich  von  gelbst  zu  Null 
aufbeben,  und  hiezu  würde  auch  die  Erprobung  des  Algorithmus 
der  Einheitswurzeln  von  selbst  führen,  der  übrigens  ja  auch  die 
von  der  Werthigkeitsrechnung  sonst  benützte  Beziehung  ist.  In 
der  fraglichen  Modification  der  Methode  leistet  dieser  Algoiithmus 
maschinenmassig,  was  in  amiern  Fällen  erst  durch  besondere  Ver- 
anstaltunpen  zu  Wege  gebracht  werden  muss. 

2.  Ehe  wir  auf  den  Fall  vom  einfachsten  Typus  zur  Erläu- 
teining  unseres  LÖsungsprincips  eingehen,  müssen  wir  noch  darauf 
hinweisen,  dass  jene  Veniiittlung  durch  die  Wurzelform  Oberhaupt 
dem  Wesen  aller  Analyt-is  und  zwar  in  deren  untprüngHchstem 
Sinne  entspricht.  Analytisch  nannte  man  im  Alterthum  dasjenige 
Verfahren,  bei  welchem  das  Gesuchte  der  Bezeichnung  oder  Form 
nach  so  hingestellt  und  behandelt  wird .  als  wenn  es  etwas  Ge- 
gehenes  wäre.  Ein  solches  Verfahren  ist  auch  der  Kernpunkt  in 
der  modernen  Analysis  und  nicht  etwa  das  ausschliessliche  Ope- 
riren mit  abstracten,  durch  die  Buchstaben  vertretenen  Grössen 
und  mit  noch  abstracteren  Rechnungszeichen.  Stellt  man  das 
Gesuchte  als  ein  x  hin  und  stellt  nun  eine  Gleichung  in  x  auf, 
so  sind  die  zu  dieser  Aufstellung  erforderlichen  Beziehungen  nur 
dadurch  zu  finden,  dass  man  sie  an  x  und  dessen  Verhältnissen 
zu  andeiTi  Grössen  wie  an  etwas  Vorliegendem  erkennt.  Aller- 
dings ist  X  eine  unbekannte  Grösse;  aber  was  nicht  unbekannt 
sein  dai'f,  sind  gewisse  Eigenschaften  und  Verhältnisse  dieser 
Grösse.  Alles  Finden  von  etwas  Unbekanntem  beruht  daher 
darauf,  dass  daran  oder  in  Beziehung  dazu  gewisse  Umstände 
bekannt  sind  und  combinirt  werden  können.  Das  absolut  Unbe- 
kannte, für  welches  jegliche  Charakteristik  fehlte,  würde  sich  nie 
finden  und  bestimmen  lassen.  Man  braucht  in  jedem  Fall  Bestim- 
mungsmittel, und  diese  mOssen  aus  den  vorwegzunehmenden  Eigen- 
schaften und  Beziehungen  des  Unbekannten  selbst  hergeholt  werden. 

Offenbar  ist  es  nun  zu  dem  gewöhnlichen  Voraussetzen  des 
X,  dessen  Beschatfenheiten  und  Beziehungen  zur  Gleichung  ver- 
helfen, nur  ein  weiterer  Schritt,  wenn  man  auch  nach  Aufstellung 
der  Gleichung  und  zum  rein  algebraischen  Zweck  der  Lösung 
derselben  noch  specieller  jene  im  alten  Sinne  des  Worts  analy- 
tische Wendung  geltend  macht.     Man  setzt  alsdann  die  Wurzel, 

10' 


^^^^  —     148     „ 

die  man  sucht,  nicht  als  ein  einfaches  x.  sondeiii  man  setxt  se 
als  ein  in  bestimmter  Weise  zusammengesetztes  x,  d.  h.  als  ein 
Schema  von  Elementen,  die  in  angebbar  werthiger  Weise  mit- 
einander vereinigt  sind.  Dies  heisst  nun  offenbar,  das  Gesuchte 
in  specielleier  Weise  wie  ein  Gegebenes  behandeln,  als  wenn  t( 
hei  der  blossen  Setzung  eines  Zeichens  x  sein  Bewendeu  hri. 
Was  am  unbekannten  x  zunächst  wirklich  gegeben  ist,  liegt  nirk 
in  der  algebraischen  Form ,  sondern  ist  der  Inbegriff  der  sarV 
liehen  Grössenbeziehungen,  der  ei-st  noch  zur  Gleichun«  fitlu« 
soll.  In  unserm  Fall  dagegen  befindet  sich  schon  Alles  im  Su- 
dium  der  algebraischen  Formulining,  und  wenn  hier  das  GesudiU 
in  jenem  Sinne  ursprünglicher  Analysis  wie  ein  Gegebenes  behu- 
delt werden  soll,  so  muss  eben  die  specieJlere  ali^ebraische  Vom 
als  [lahmen  für  das  Unbekannte  und  letzteres  eben  in  dieMB 
Itahmen  als  das  zu  Suchende  hingestellt  werden. 

Bei  einer  sachlichen  Aufgabe  überhaupt  ist  das  GeeucblB 
eine  Grösse.  Angesichts  einer  Gleichung  ist  es  bereits  mehr  lif 
das ,  nämhch  eine  Wui'zel.  Wird  nun  irgend  etwas  von  der  im 
Voraus  feststellbaren  Gestalt  dieser  Wurzelform  benQtzt,  so  basel 
dies  soviel,  als  mit  einer  nicht  blos  einfach,  sondern  bereits  nkber 
bezeichneten  Unbekannten  operiren.  Auf  ähnliche  Wendaii||U 
wird  Oberhaupt  in  i\er  gesammten  Mathematik  jedes  Ver&hiM 
hinauslaufen,  welches  wirklich  dem  Hei^ang  des  Auffindens  ein- 
spricht. Nur  die  nach  dem  Auffinden  durch  Umkehrung  des  Ge- 
dankenganges allzuleicht  zu  habende  Synthese  kann  den  ScheiB 
eines  andern  Zusammenhanges  erregen,  und  mit  diesem  wird  aaA 
in  Alledem,  was  moderne  Analysis  heisst,  also  im  Felde  des  ab' 
stracten  Grössenalgorithmus,  oft  genug  der  natüvliche  SachveriiA 
der  Auffindung  der  Wahrheiten  verdeckt.  Wo  es  aber  auch  •► 
dere  selbständige  Wege  der  Litsungen  von  vornherein  gebM 
konnte,  in  denen  Vorstellungen  über  die  Zusammensetzung  da 
Gesuchten  gar  keine  Holle  zu  spielen  brauchten,  wie  beispieis- 
vreise  im  Falle  der  quadratischen  Gleichung,  da  wird  doch  hintM'- 
her  die  Einsicht  bedeutend  vermehrt,  wenn  man  die  Folgen  Av 
Zusammengesetztheit  der  Wurzel  in  allen  algebraischen  und  sach- 
lichen Beziehungen  kennen  lernt. 

Ausserdem  ist  zunilchsl  grade  die  quadratische  Gleicbong 
•ler  Grundfall,  an  welchem  sich  die  typischen  Züge  der  neuffl 
Methode  nicht  nur  am  leichtesten  Übersehen  lassen,  sondern  aucb 
fUr  die  unmittelbare  sachliche  Anwendung  als  fundamental  und 


iraktisch  erweisen  müBsen.  Es  werde  daher  zuerst  an  diesem 
leispiel  die  Werthiekeitarechnung  daigelepl.  OlTenbav  kann  ein 
solirtes  zweiwerthiges  Glied  nui-  Wui-zel  einer  reinen  Gleichung 
ein.  Es  muss  daher  norh  ein  einwerthiges  liinzukomnieD,  um 
lie  Wurzelform  zu  ergeben.  Man  wird  demgemäss  .r  =  ft  +  / 
etzen.  Die  allgemeine  quadratische  Gleichung  x*  -\-  px  -i-q  =  (} 
erwandelt  sich  durch  Einsetzung  von  k  +  I  iür  x  in  i*  H-  2k! 
h  /*  +  pft±p/+(/  =  0.  Hierin  müssen  nun  nach  dem  früher 
Ugemein  bewiesenen  Hauptprincip  der  Werthigkeitsspaltung  die 
[nwerthigen  Glieder  zusammen  für  sich  gleich  Null  und  ehens« 
ie  zweiwerthigen  zusammen  für  sich  gleich  Null  sein.  Man  hat 
lüier  die  zwei  Partialgleichungen  i*  + /*  +  j*ft  +  g  =  0  und 
kl-hpl  =  0.  Die  letztere  vereinfacht  sich  durch  Division  mit 
auf  2A-  -i-  p  ^  0  und  liefert  demgemäss  k  —  —  ~.  Durch  die 
iosetzang  dieses  Werths  von  k  in  die  erate  Partialgleichung  wird 
iese  eine  reine,  nämlich  /*  —   j    +  9  ^  0  und  liefert  das  zwei- 


V^' 


erthige  Element  /  =  + 

Mit  dieser  Lösungsart  sind  die  Wurzelelemente  nicht  blos 
Irgestellt,  sondem  auch  von  vornherein  und  grundsätzlich  in 
rem  Werthigkeitsunterschiede  charakterisirt.  Man  weiss  dn- 
Lreh,   dass  in  Jeglichem  sachlichen  Sinne,  den  die  Wurzel  x^ 


+  '  = 


\±V^ 


haben  kann,  zwei  der  Eigenschaft 


\iäti  verschiedene  Stucke  zu  unterscheiden  sind,  deren  Verschie- 
goheit  sich  in  jeglichem  Rechnungszusammenhang  bethfttigen 
,a)S8.  Jede  Function  einer  solchen  Wurzel  wird,  wie  sich  be- 
Bsen  lässt,  auch  in  zwei  solche  Stücke  zei-fallen  müssen,  wovon 
[ich  die  Fälle  des  Nullnerdens,  wie  unsere  Gleichung  selbst  zeigt, 
Baue  Ausnahme  machen.  Die  Function  eines  zweiwerthigen 
iiioms  dieser  Art  hat  demgemäss  Eigenschaften,  die  allgemeiner 
>d  wichtiger  sind,  als  die  eines  imaginären  Binoms;  denn 
*tere&  ist  nur  ein  specieller  Fall  der  Zweiwerthigkeit.  Das 
Btnent  /  ist  zweiwerthig,  gleichviel  ob  es  durch  die  besondern 
Aesenbeziehungen  von  p  und  q  reell  bleibt  oder  imaginär  wird, 
durchläuft    beide  Stadien,    wenn    man  beispielsweise  p    con- 

i  sein,  aber  q  sich  stetig  ändern  und  dabei  den  Werth  —r 
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passiren  liisst.  FOr  das  eine,  wie  für  das  andere  Stailium  btfibt 
die  Zweiwei'thtg'keit  unverändert  bestehen,  während  bei  den 
Durcbganp!  von  l  durch  Null  ein  Uebergang  vom  Reellen  in  dis 
imaginäre  oder  umgekehrt  vom  Imaginäven  in  das  Reelle  stattlut 

Handelt  es  sich  um  Gleichungen,  in  denen  irgeod  welch* 
Functionen  des  fraglichen  Binoms  figui-iren,  so  hat  die  Spalttiarkäl 
in  Partialfiieichungen  nicht  etwa  erst  mit  dei-Imaginaritüt,  sondetB 
issmz  allgemein  statt,  weil  sie  bereits  aus  der  Zwei werthigkeit 
folgt.  IJeberhaupt  sieht  man  auch  hier  recht  deutlich,  dass  mu 
in  der  Wurzel  einor  iiuadratischen  Gleichung  zwiscben  dem 
reellen  und  dem  imaginären  Fall  in  den  Buchstabenzeichen  nnd 
ihrer  Verbindung  keinen  Unterschied  vor  sich  hat.  Man  mna 
erst  bestimmte  (iriissen  von  p  und  q  voraussetzen,  ehe  sich  ReeDe 
von  Imaginärem  unterscheiden  lässt.  Algebraisch  ist  also  ein  Un- 
terschied nicht  bloK  nicht  sichtbar,  sondern  überhaupt  nicht  lof 
banden.  Die  Foimel  für  die  Wurzel  ist  gleichgOltig  da^^en,  *i« 
gross  p  oder  g  im  besondein  Falle  gesetzt  werden  mögen.  Alts 
Rechnung  mit  der  Wurzel  und  ihren  Functionen  bezieht  skS 
dalier  auf  Reelles  und  Imaginäres  zugleich  und  hat  demgemisi 
keine  besondern  Gesetze  oder  Folgen.  Wie  schon  gesagt,  ist  du 
Imaginäre  in  der  Wurzel  algebraisch  nie  vorhanden;  wohl  aber 
ist  immer  das  Zneiwerthige  sichtbar.  An  Letzteres  hat  man  ad 
zu  halten ,  und  erst ,  wenn  man  Specialbestimmungen  tlher  die 
Grössen  von  p  und  q  einfuhrt,  können  sich  die  drei  Möglichkeitäi 
des  Reellen,  des  Imaginären  und  der  indifferenten  Null  ent- 
scheiden. 

3.  Ist  die  quadratische  Gleichung  das  einfachste  Beispiel, 
um  den  Typus  der  Werthigkeitsoperationen  zu  veranschaulichen. 
HO  ist  die  Gleichung  dritten  Grades  der  erste  Anwendungsfall  der 
neuen  Rechnung,  durch  welchen  ungeregelte  Kunstgriffe  üb«- 
flllESig  gemacht  werden,  die  obenein  dem  Gedäcbtniss  nur  wiB- 
kOrlich  einzuprägen  sind,  und  für  deren  dauerndes  Haften  es 
daher  auch  keine  Bllrgschaft  giebt.  Ein  isolirtes  dreivrerthig«« 
Glied,  dessen  Wertbigkeit  in  den  drei  Wurzeln  der  Einheit  be- 
stände, würde  als  Wurzel  offenbar  nur  von  einer  i-einen  Gleichung 
herrühren  künnen.  Für  eine  gemischte  ist  daher  mindestens  er- 
forderlich, daas,  wie  bei  einer  quadratischen  Gleichung,  ausserdem 
noch  ein  einwerthiges  Glied  vorhanden  sei.  Bezeichnen  wir  die 
drei  dritten  Einheilswurzeln ,  von  einer  der  beiden  primitivei 
ausgehend,   mit  j,  /  und  p,  so  würde  demnach  eine  mfie^kAe 


Waraelform  k  ■+■  (j,  j*,  j")  1  sein.  Der  KUrae  wegen  wollen  wir 
das  erstgesetzte  j  all|remein  als  Repräsentanten  der  Übrigen  Ein- 
lieitswurzeln  und  zwar  in  der  angegebenen  Reibenfolge  veistehen, 
so  dass  wir  nur  k-\-jl  zu  schreiben  brauchen  und  dabei  j  als 
ein  dreifaches  Vorzeichen  ansehen,  dessen  verschiedene  Werthe 
man  sich  auch  übereinander,  wie  +,  geschichtet  denken  mag. 

Zwei  Wurzel  elemente  können  nun  aber  im  Allgemeinen  für 
eine  vollständige  Gleichung  dritten  Grades  nicht  genfigen.  Die 
drei  Wurzeln ,  welche  nach  den  allgemeinen  Gleichungseigen- 
schaften jede  Gleichung  dritten  Grades  haben  muss,  sind  Func- 
tionen der  drei  Coefficienten  und  demgemäss  sind  es  auch  die 
Wurzelelemenle.  Denkt  man  sich  dieses  Functionsverhftltnisa 
umgekehrt,  so  tinden  sich  die  drei  Coefficienten  durch  die  Wurzel- 
elemente bestimmt.  Hätte  man  nur  zwei  Wurzelelemente,  so 
wären  die  drei  Coefficienten  Functionen  von  zwei  Grössen.  Nimmt 
man  zwei  Goefticienten  als  bereits  durch  die  Wui"zel  elemente  be- 
stimmt heraus,  BO  sind  umgekehrt  die  zwei  WuraeleJemente  Func- 
tionen dieser  zwei  Goefticienten.  Der  dritte  Coefficient  ist  Func- 
tion eben  dieser  zwei  Wurzeleleniente .  und  da  diese  wiederum 
Functionen  der  beiden  andern  Coefficienten  sind,  auch  Function 
dieser  beiden  andern  Coefficienten.  Letzleres  widerspneht  aber 
iler  Beschaffenheit  einer  allgemeinen  Gleichung,  in  welcher  kein 
Coefticient  von  den  andern  abhängig  sein  darf,  und  hiemit  ist  die 
Nothwendigkeit  eines  dritten  Wurzelelements  erwiesen.  Ein 
viertes  wäre  aber  schon  zuviel;  denn  alsdann  blieben  die  vier 
Wurzelelemente  als  Functionen  der  drei  Coefficienten  unzureichend 
bestimmt.  Man  könnte  nach  Bestimmung  von  dreien  das  öber- 
schQssige  gleich  Null  machen,  und  hiemit  ist  man  wieder  auf  die 
Wurzelform  mit  drei  Elementen  zurückgewiesen. 

Es  ist  nun  noch  nachzuweisen,  wie  das  nothwendige  dritte 
Element  auch  eine  Wurzel  dritten  Grades  sein  müsse.  Höher 
als  dritten  Grades  kann  es  nicht  sein;  denn  sonst  wflrde  die 
Wurzelform  unausweichlich  mehr  als  drei  zusammengehörig© 
Werthgnippen ,  also  für  die  Gleichung  dritten  Grades  mehr  als 
drei  Wurzeln  ergeben.  Als  quadratisch  darf  man  das  Element 
abei-  auch  nicht  voraussetzen:  denn  hiedurch  erhielte  man  ans 
der  Wui-zelform  sechs  selbständige  Werthe,  von  denen  sich  keiner 
ausschliessen  Messe,  und  demgemäss  sechs  Gleichungswurzeln,  Um 
nun  die  auf  drei  Elemente,  nämlich  ein  rationales  und  zwei  dritte 
Wurzeln,  festgestellte  Wunelform  fttr  die  Werthigkeitsrechnong 
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braucheu  zu  köDoen.  muss  noch  ennittelt  werden,  wie  sii 
drei  WeithigkeiteD  des  dritten  Elements  denen  fies 
den  drei  vei'scfaiecfenen  Wurzeln  anreihen.  Da  an  sich  jede  W«^ 
thigkeit  mit  jeder  andern  conibinivt  gedacht  werden  könnte,  tt 
ergäbe  dies  neun  Fälle.  Von  diesen  können  jedoch  nur  drei  wiii- 
lieh  Gleichungswurzeln  dritten  Giades  Rein;  denn  sonst  hatte  ntu 
wiedeiTim  für  eine  Gleichung  dritten  Grades  mehr  als  drei  Wiw 
zeln.  Um  nun  diis  Werthigkeitsschema  näher  festzustellen,  hil 
man  von  der  werthig  noch  nicht  vollständig  bestimmten  Foi 
k-\~ j'l  +  j''m  auszugehen  und  die  Exponenten  a  und  6.  wejäi 
nur  ganze  Zahlen  sein  können,  /u  ermitteln.  Letzteres  gesehidt 
dadurch,  dass  man  sich  diese  unbestimmte  Wurzelform  fürzii 
die  Gleichung  eingesetzt  denkt,  sich  die  alsdann  vorhaDd« 
Oleichungsfovm  als  weithiges  Polynom,  d.  h.  nach  Potenzen  *■ 
;  charakterisirt  und  nun  Rückschlüsse  auf  die  zulässip 
Wevthe  von  j  macht.  Da  sich  jedoch  diese  strenge  Fonn  Jv 
Nachweisung  für  den  dritten  Grad  nicht  einfacher  gestaltet,  it 
sie  im  Allgemeinen  für  den  »ten  Grad  ausfällt,  so  gehört  sieii 
das  nächste  Capitel,  in  welchem  der  allgemeine  Schematismus 
Wurzelform  für  jeglichen  Grad  festgestellt  wird.  Von 
man  sich  diese  Nachweisung  Übrigens  auch  für  den  jetzij 
tiauimenhaiig  einfach  dadurch  spedalisiren,  doss  man  statt  n 
3  setzt  und  demgemäss  die  weitei-reichenden  Formeln 
Nm'  um  Raum  zu  ersparen,  nehmen  wir  selbst  die  Eins 
dieses  Specialbeweises  hier  nicht  vor.  Sein  Ergebn 
X  =  k  -\-jl  -\~  j'm  sein,  wobei  J,  und  zwar  auch  in  .7*, 
dritten  Einheitswui-zein  j.  j"  und  j",  jedesmal  in  derselben 
folge,  repräsentirt.  Das  ei'ste  Element  }  hat  also  in  t 
Wurzeln  nacheinander  die  drei  werthigen  Formen  jl.  j*}  uni, 
woneben  für  das  zweite  Element  m  die  drei  Positionen  j'* 
und  j^m,  d.  h.  j^m,  jm  und  j^m  treten. 

Die  Reihenfolge,  die  man  zuerst  für  die  Einheitswuraeln 
ist  gleichgültig.     Hat  man  sie  aber  bei  einer  Wurzel  x,  - 
jl+j-m  einmal   gewählt,    so  versteht  es  sich  schon 
Regel,   dass  j  hierin  für  das  allgemeine  x  alle  Einheitsi 
repräsentirt,  dass  jene  Reihenfolge  bei  der  Bildung  voa 
x^  in  X,  der  Ausgangspunkt  bleibe.    Ebenso  ist  zunächst  ili 
Reihenfolge ,   in  welcher  man  das  eine  j  die  übrigen 
wurzeln    repräsentiren    lässt,    gleichgültig;    aber   bei   dem 
Element  einmal  eewilhlt.  nius?  sie  für  das  andere  un' 


feet^ehalteu  werden.  Das  Natürlichste  ist,  dass  wir  die  Einheits- 
wiirzetn ,  die  wir  ja  in  der  Werthigkeitsrechnung  immer  als  Po- 
tenzen einer  primitiven  Einheitswurzel  gebrauchen,  auch  nach  der 
Reihenfulge  dieser  Potenzen  ordnen,  mag  es  sich  nun  um  die 
OrdnuUiU  der  Werthigkeiten  innerhalb  der  ersten  Wurzel  oder  um 
die  Ordnung  der  durch  dasselbe  Zeichen  repräsentirten  viel- 
werthigen,  vor  das  erste  Element  fiehörigen  Werthigkeiten  han- 
deln. Formell  halten  wir  übrigeDs  die  Abfolge  nach  den  Potenzen 
auch  in  allen  übngen  Fällen  fest,  indem  wir  hier  beispielsweise 
\on  j*m  zü  j'm  und  >«m  als  zu  den  entsprechenden  Elementen 
der  Wurzeln  x,,  x^  und  x»  übei^ehen. 

4.  Hütten  wir  uns  die  Manier  der  KunstgiilTe  gestatten  wollen, 
80  wäre  die  ganze  Herleitung  der  Wui-zelform,  die  wir  eben  fur 
den  dritten  Grad  vornahmen,  übertlüssig  gewesen.  Wir  hätten 
dann  unvei'sehens  x  =^k  -i-  jl  -{■■j^m  gesetzt,  diesen  Ausdruck 
nur  in  den  Zeichen  erläutert,  und  dann  auf  Gmnd  dieser  Setzung 
oder  Annahme  mit  der  Werthigkeitsrechnung  operirt.  Der  Erfolg 
hätte  alsdann,  wie  dies  in  allen  uumotivirten  Wendungen  und 
Kunstgntfen  der  Fall  ist,  die  Annahme  durch  die  blosse  Lieferung 
eines  Ergebnisses  bestätigt  und  gerechtfertigt.  Eine  solche  Art 
und  Weise,  so  Üblich  sie  auch  ia  der  Analysis  ist,  adoptiren, 
heisst  aber  soviel,  als  die  Dinge  vom  Himmel  fallen  lassen  und 
eine  wirkliche  Entwicklung  schuldig  bleiben.  In  einer  guten  Dar- 
legung der  Wahrheiten  muss  man  Rechenschaft  geben,  wie  man 
zu  Voraussetzungen  kommt  und  Wendungen  einschlugt,  die  sich 
nicht  von  selbst  verstehen.  In  Vergleichung  mit  einer  unmoti- 
virten  Einfühi-ung  ist  sogar  blosse  Wahrscheinlich  machung  noch 
etwas  Gutes;  durch  sie  tritt  wenigstens  offen  das  Hypothetische 
hervor,  und  der  ganze  Inbegriff  der  Operationen  gestaltet  sich, 
ähnlich  wie  in  der  Physik,  zu  einem  Versuch,  der  gelingen  oder 
nicht  gelingen  kann.  Diese  Erinnerung  war  hier  nüthig,  weil 
wir  uns  Angesichts  der  alten  Lösungen  der  Gleichungen  dritten 
und  vierten  Grades  recht  eigentlich  der  algebraischen  Experi- 
mentirkunst  gegenüber  befinden,  und  weil  die  geregelte  Zusammen- 
setzung der  Gedanken,  vermöge  deren  wir  einen  andern  Weg  als 
den  der  uumottvirteu  Kunstgriffe  gehen  können,  das  Gedächtniss 
wenig,  aber  umsomehr  den  Vei-stand  in  Anspruch  nimmt. 

Auch  den  Gang,  den  wir  nun  bei  der  Gleichungslösung  selbst 
einschlagen,  werden  wir,  damit  er  übersichtlicher  werde,  im  Voraus 
skizziren.     Die  Function  x*  •+-  px*  -i-  qx  -i-  r  muss  als  Function 


I  K+jL-i-J'MfMÜea.  wrä 
jtie  der  Gnmem  K.  L.  M  tmt  Fnetkn  der  nicht  wertldg  ^ ' 
ua^memm  WmcMeaaCe  k,  K  miA.  Ke  aUgemeine  Glädnot 
drittea  Grades,  dem  Yarm  d>a  im  XoUsetxans  jener  Funaw 
Ht,  «iid  dfwigrwl—  ■  dar wm^^&tmOai  G«sUJt  K  +  jL-r ]*^ 
=  0  lastai.  Itan  h^^  wir  n  dar  schteD  Xnmtner  des  tjccU 
Capitels  nn  jeden  «ertU^cB  PbHwmi,  welches  sich  gleidi  Si 
fKcetzt  fioilet,  gau  im  All^anäMo  bewiesen. 
tbeüe  oder,  was  daas^be  ist,  aadi  die  tob  den  Werthi 
abgdtK^ten  FaetoreD  einzehi  ^eich  Neil  sein  mösseii. 
halten  htenaeh  statt  der  ehieo  Haoptgleichnng  die  Pi 
chongeii  JC  =  0,  L  =  n  und  .V  =  0- 

Kachdem  wir  suf  die  angegebene  Weise  die  einiresetste 
tfaige  Wareelfonn  inr  Umgestaltung  benOtzt  and  dabei  mit 
versebiedeoeD  j  wie  mit  VoTzeicben  gleich  Pias  and  Mißos 
dem  Potenzenalgorithmus  der  Eiaheitswnneln  gerechnet 
erhalten  wir  Ä  =  i»  +  eifm  -;-  ?*  -+-  m*  +  pk*  -f-  2p/si  +4I 
+  r  =  U,  L=3it/+  3im'  -;- 3/»».  +  2p*?-f-j>WH-  ql^^ 
und  M  =  Zkl*  +  3Jt<rM  -1-  3/m'  +  2p*»M  -j-  ^/»  +  qnt=^ 
Die  GleichnngeD  i,  und  M  lassen  sich  vereinfachen ,  indem  laii 
ae  nach  p  und  q  ordnet,  diese  beiden  Coefäcienten  wie  ünl* 
kannte  beliandeit  und  nach  den  ^ewöbnlifhen  EtiminationsmetfaodM 
entwickelt.    Man  erhält  alsdann  p  =  —  3A  und  5  =  3Ä"  —  3i«. 

Aus  der  Gleichung  f&r  p  hat  man  Jfc  ^  —  -.5-  und  setzt  man  dub 


dieees  in  liie  Gleichung  fQi-  q,  so  wird  diese  q  = 


-31m. 


LI  PL. 


Bestimmt  man  hieraus  1  oder  m,  also  etwa  m  ==  4-(  '[r  ~  ^  ) '  ""* 
setxt  diesen  AuBdruck,  sowie  den  fUr  i  in  die  Gleichung  K  ein. 
BO  erhält  man  nach  Wegechaffung  der  Brüche  ?* 
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Diese  letztere 
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Gleictiung  ist  nun  die  Resolvente,  indem  sie  in  Beziehung  auf 

(|uadrati«r,h  ist.     Eine  weitere  Entwicklung  ist  daher  überfli 


Nach  BeEtimmung  tod  1  ergiebt  sich  als  bereits  dargestellte  ratio- 
nale Function  davon  auch  das  andere  Wurzeleiement  m.  Man 
kann  aber  auch  zeigen,  dass  es  die  andere  Wurzel  der  Resolvente 
ist,  indem  man  zu  der  Gleichung  für  q  zurückgeht,  aus  dieser  / 
statt  m  entwickelt  und  so  für  die  Resolvente  genau  die  vorige 
Gestalt  erhält 

Wir  haben  absichtlich  eine  vollständige  kubische  Gleichung 
und  nicht  etwa  eine  solche  ohne  zweites  Glied  zu  Grunde  gelegt, 
damit  sich  die  Allgemeinheit  unserer  Methode,  die  solcher  vor- 
bereitenden Vereinfachungen  nicht  bedarf,  in  jeder  Beziehung  er- 
sehen lasse,  Uebrigens  gehört  die  gewöhnliche  Wegschaffung  des 
zweiten  Gliedes,  d.  h.  die  Nullsetzung  des  ersten  Coefficienten, 
die  man  für  Gleichungen  jeglichen  Grades  vornimmt,  auch  rur 
Gattung  jener  unmotiviilen  Kunstgriffe,  von  denen  wir  vorher 
gesprochen  haben.  Nach  einer  entwickelnden  Methode  musa  es 
sich  ersehen  lassen,  warum  man  aus  einer  Gleichung,  die  eine 
Wurzel  mit  rationalem  Element  hat,  eine  solche  ohne  zweites 
Glied  machen  kann ,  zu  der  eben  diese  Wurzel ,  aber  ohne  das 
rationale  Element,  gehört.  Die  gewöhnliche  Art  und  Weise  be- 
Kteht  bekanntlich  darin,  willkürlich  x^  a  +  ^  za  setzen ,  dieses 
Binom  in  die  Gleichung  zu  snbstituiren ,  dann  nach  den  abstei- 
genden Potenzen  von  s  zu  ordnen  und  schliesslich  den  Coefii- 
cienten  des  zweiten  Gliedes  gleich  Null  zu  setzen,  was  wiederum, 
ja  noch  mehr  als  die  Setzung  von  x^  a  +  e,  ein  willkürlicher 
und  unmolivirter,  weil  nur  zufiillig  zulässiger  Kunstgriff  ist.  Seine 
ZulAssigkeit  beruht  nämlich  darauf,  dass  man  in  jenem  Coefh- 
cienten  thatsjlchlich  über  die  unbestimmte  Grösse  <i  verfügt  und 
diese  wirklich  linear  bestimmen  kann.  Für  uns  hat  «  von  vorn- 
herein den  Sinn  von  k.  ist  demgemäss  als  rational  gekennzeichnet 
und  ergiebt  sich  auch  sehr  bald  von  selbst  aus  der  Gleichung  für  j». 

5.  Es  steht  indessen  auch  nach  unsemi  System  noch  ein 
kürzerer  Weg  offen,  sobald  wir  die  allgemeinen  Gleichungseigen- 
schaften mitbenutzen,  die  man  vor  der  Lösung,  ja  überhaupt 
unabhängig  von  der  Möglichkeit  einer  algebraischen  Lösung 
überall  kennt.  Einige  solcher  allgemeinen  Eigenschaften ,  wie 
beispielsweise  das  Gesetz  der  Wuraelzahl,  haben  uns  bereits  bei 
Aufstellung  der  Wurzelform  Dienste  gethan.  Es  ist  daher  keine 
Inconsequenz ,  sondern  im  Gegentheil  noch  eine  entschiedenere 
Hervorkebning  des  Princips  systematischer  Ableitung  aus  dem 
Allgemeinen,  wenn  wir  zur  Verkürzung  der  LÖsungsproceduren 
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auf  allgemeine   Gleichungseigenschaften    der    angedeuteten  Art 
zurückgehen.     Um  in  dieser  neuen  Art  zunächst  k  zu  ermiUdn, 
brauchen  wir  nur  den  Satz  zu  Gi-unde  zu  legen^  dass  die  negati? 
genommene  Summe  der  Wurzeln  dem  ersten  Coefficienten  gleidi 
sein  muss,  einen  Satz,  der  sich  ja  sofort  durch  die  Erzeugung  der 
Gleichung    aus    ihren    vorausgesetzten   Wurzelfactoren    {x  —  x^) 
(x  —  X2)  (x  —  rcs)  =  0  bei  Vergleichung  mit  der  ursprüngliches 
Form  ergiebt.     Hienach  haben  wir  also  —  (a^  +  3i^  4-  «s)  =  j^ 
und  setzen  wir  unser  werthiges  Wui-zelschema  x  ==  k  -{-jl  +j*m 
in  seinen  drei  Werthen  a^  =  Je  +  j/  +  j*m,  x^  =  Je  -{-j^l+jm,  \ 
x^  =:k  +j^I  -hj^m  ein,  so  müssen  sich  die  Formen  jedes  mehr- 
werthigen  Elements  zu  Null  aufheben,  und  es  ergiebt  sich  —  8i 
=p.    Hiemit  ist  zugleich  ei-sichtlich,  dass  wenn  *  in  der  Wund 
gleich  Null  gesetzt  wird,  in  einer  dieser  Wurzel  entsprechenda 
Gleichung  auch  p  =  0  werden  muss. 

Denken  wir  uns  demzufolge  ^  —  ^  an  die  Stelle  von  x  in 

die  Gleichung  eingesetzt,  so  entsteht  uns  eine  neue  kubisch 
Gleichung  mit  der  Wui-zel  si  und  blos  zwei  Coefficienten ,  dem 
jeder  eine  Function  von  p,  g,  r  ist,  und  die  wir  mit  q^  und  fj  be- 
zeichnen wollen.  Nachdem  wir  so  nach  Maassgabe  unserer  eigna 
Ableitung,  d.  h.  nach  dem  Werthigkeitsprincip  selbst,  eine  GIo- 
chung  ohne  zweites  Glied ,  nämlich  js^  +  qi  js  -h  r^  ==  ö  her- 
gestellt haben,  könnten  wir  nun  deren  ebenfalls  in  der  Werthip- 
keitsform  vereinfachte ,  d.  h.  nur  zweielementige  Wurzel  e  =jt 
+  j^m  einsetzen  und  analog,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  ?«r- 
fahren.  Durch  die  vorgängige  Beseitigung  von  k  fanden  sich  die 
Operationen  erheblich  vereinfacht.  Man  bekäme  es  zwar  zunAefast 
auch  mit  drei  Partialgleichungen  zu  thun,  von  denen  sich  aber 
zwei  als  gleichbedeutend  erweisen,  so  dass  nur  die  beiden  /'t 
^3  +  rj  =  0  und  3?m  +  ji  =  0  übrig  bleiben.  Entwickelte 
man  dann  aus  der  letzteren  eines  der  beiden  Elemente  und  seUte 
es  in  die  ei'stere  ein,  so  hätte  man  wiederum  die  Resolvente. 

Jedoch  der  ganze  Weg  der  Einsetzung  ist  hier  und  über- 
haupt nicht  der  kürzeste.  Wie  wir  die  Gleichung  —  (xi+sh 
^  x^)  =  p  benützt  haben,  um  A*  zu  finden  und  zu  beseitigen,  so 
können  wir  auch  ähnliche  Beziehungen  zwischen  den  Coef&cienteB 
und  den  Wurzeln  anstatt  der  Hauptgleichung  zu  Grunde  legen, 
um  daraus  sofort  Gleichungen  zwischen  den  Coefficienteo  und  dei 
Wui-zelelementen  hei-zustellen.     Bei  diesem  Veiiahren  ist  onsen 
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rt  der  Spaltung  nicht  mehr  erforderlich;  wohl  aber  ist  es  die 
erOcksichtigung  der  Mehrnerthigkeit .  um  im  Voraus  zu  ilber- 
ihen,  welche  Glieder  als  einwenhig  allein  bestehen  bleiben, 
ahrend  sich  die  mehrwerthigen  Glieder  oder  Gliedergruppen  von 
ilbst  zu  Null  aufheben. 

Aus  der  schon  erwähnten  blossen  Multiplication  der  Glei- 
iDDgsf&ctoren  erhalten  wir  bei  Vergleichung  der  so  entstehenden 
lit  der  ursprQnglichen  Gleichung  die  Coefticienten  als  Functionen 
3r  Wurzeln.  Da  wir  nun  das  abgeänderte  Verfahren  der  Ein- 
chheit  wegen  nur  an  der  dreigliedrigen  Gleichung  zeigen  wollen, 

1  faaben  wir  3,  =  ^i '»  +  «,  ^s  -h  ^a  ^s  und  »"i  ^  —  ^i  'a  ^s- 
ierin  ist  oun  die  werthige  Wurzelform,  und  zwar  unter  Hervor- 
sbniDg  ihrer  allgemeinsten  Bedeutung,  einzusetzen.  Wenn  man 
ünlich  £,  ^ß  -t- j'm  achreibt,  so  repräsentirt  hierin  7  alle  seine 
''erthe  in  irgemi  einer  beliebig  zu  wählenden  Reihenfolge;  es 
t  also  selbst  dreiwerthig  licäiimmbar.  Ebenso  verhält  es  sich 
it  Of  -=j^l-i-jm;  hier  darf  jedoch  die  vorher  gewilhlte  Keiheu- 
ilge  Dicht  verändert  werden.  Auf  diese  Weise  gehOit  zu  jedem 
u*  drei  Werthe  von  «i  ein  bestimmter  entsprechender  der  drei 
'ertbe  von  a,.  Es  hängt  diese  Mehrwerthigkeit  der  Form  fQr 
ae  einzelne  Wurzel  damit  zusammen,  dass  es  im  Allgemeinen 
ücfagoltig  ist,  welche  der  möglichen  Formen  man  an  die  erste 
eile  setzt,  also  mit  s,  bezeichnet.  Einfacher  übersichtlich  ist 
B  Verhältnis»  an  der  fjuadratischen  Wurzel.  Hier  kann  man 
,Ton  ausgehen,  dass  34  ^  ft  +  /  die  erste,  x^  ^  k  —  l  die  zweit« 
nrze)  sei ;  man  kann  aber  auch  den  Ausgangspunkt  umkehren, 
10  Xx  ^  k  ~  I  und  j-,  =  t  -f-  ^  setzen.  Um  beide  Ausgangs- 
nkte  zugleich  zu  umfassen,    muss  man  daher  schreiben  x^  =  k 

2  und  Xf  ^  k^  l.  Eine  ähnliche  Bewandtoiss  hat  es  mit  ent- 
gengesetzten  Coordioaten ,  wo  man  auch  gewöhnlich  nur  +  x 
id  —  X  einander  entg^enstellt,  aber  der  Vollständigkeit  wegen 
ich    immer  gleich  die  doppelle  Möglichkeit  von  +  x  und  +  x 

Anschlag  bringen  könnte.  Wir  haben  demgemäss  für  e,  und 
formetle  Dreiwerthigkeiten ,  die  selbstverständlich  nicht  die 
|hl  der  Wurzein  vermehren,  sondern  nur  deren  gegenseitige 
ertretbarkeit  durcheinander  anzeigen.  Wenn  «,  ausser  seinem 
imittelbaren  Werth  mit  noch  zwei  Werthen  figurirt.  so  heisat 
m  nur  soviel,  dass  in  der  betreffenden  Function  der  Wurzeln 
\  Stdie  von  2,  auch  ^-,  oder  ^l  stehen  können ,  wenn  nur  zu- 
eicb    an  Stelle  von  r,  oder  .'3  auch  .-1  gesetzt  wird.     In  den 


hier  fiagtichen  Functionen  gilt  nun  zwar  die  Vertaaschbarkul 
der  Wurzeln  oliue  EiDScIirünkuuß.  Ee  gilt  aber  auch  zugleifii 
das  Gesetz,  dass  alle  veischiedenen  Wurzeln  nelieneinatider  tw- 
kom'men  müssen.  Hieduich  finden  sieb  solche  WertiiigkeitMUBf 
binationen  ausgei^chlossen ,  welche  in  Kebenoi-dnuD^  in  derselbci 
Function  dieselbe  Wurzel  wiederholen  würden.  Dieseü  erfo^de^ 
liehen  Ausschluss  bewirken  wir  nun  gleich  voq  vornhereän  aa 
besten  dadurch,  dass  wir  zwisclien  den  primitiven  Wurzelfonnei 
welche  die  ersten  beiden  Potenzen  von  j  enthalten,  aod  der  mdit 
primitiven  unterscheiden. 

Im  Hinblick  auf  diese  Unterscheidung  hat  bei  der  Eiosetnat 
in  die  WurzelausdrUcke  der  Ccetticienten  jede  der  beiden  pns- 
tiven  Wurzeil'ormen  auch  die  andere,  aber  nicht  die  nichtpii» 
tive,  zu  repräsentiren.  Nach  Ausführung  der  Multiplieation 
niUssen  nun  alle  hienach  zweiwertbig  bleibenden  Glieder  tJr 
Gliedergruppen  sich  gegenseitiR  auflieben ,  und  man  brau* 
daher  von  vornherein  nur  diejenigen  Klenienteverb  in  düngen  »■ 
r&ckz  üb  ehalten,  welche  unter  allen  Combinationen  der  betreSer 
den  Art  einwerthig  werden  müssen.  Jene  Deduction  des  Ge- 
fallens von  Gliedern  aus  der  Mehrwerthigkeit  wäre  nicht  nOÜiif 
gewesen,  wenn  wir  uns  mit  der  blossen  Thatsache  hätten  begntlpi 
wollen.  Diese  Thatsache  besteht  nämlich  darin,  dass  weno  na 
die  Wurzelformen  fur  ^,  und  ?,,  jede  als  Markiiung  eines  m- 
einzelt  herausgehobenen  Werthes,  also  jedesmal  der  einen  iofr 
viduellen  Wurzel,  einsetzt,  in  den  Productensummen  sieb  ift 
Glieder  oder  Gliedergruppen  gegenseitig  zu  Null  aufheben,  & 
nicht  einwerthig  werden.  Diese  Einwerthigkeit  lässt  sich  »1« 
an  den  Vorzeichen  der  Elemente,  und  zwar  bereits  allein  aus  dtl 
ersten  Grundform  der  Wurzel,  voraussehen.  Indem  wir  s  =;' 
-t- j*m  haben,  wissen  wir  auch  sofort,  dass  jl.  f*m  =  Im  e* 
werthig  ist,  und  dass  es  die  übrigen  Verbindung:ea  zu  Ewan. 
nämlich  /'  und  m^  nicht  sein  können.  Ebenso  können  wir  m 
Voraus  wissen,  dass  aus  den  Verbindungen  zu  dreien,  die  iod« 
Gleichung  für  r,  in  Frage  kommen,  nur  die  dritten  PotraW 
jedes  der  beiden  Elemente  einwerthig  werden  können.  In  d» 
That  erhalten  wir  auch,  wenn  wir  durch  wirkliches  Nachrecbui 
die  Probe  machen  und  die  ZahlencoefäcJenten  feststellen,  (  = 
~  Slm  und  tj  --■-  —  {t^  -i-  m^i,  womit  wir  wieder  die  frttha« 
zur  Lösung  dienenden  Ergebnisse  vor  uns  haben. 

Anstatt  unmittelbar   die  Ausdrücke   der  Coefhcienten   ittiM 


n  die  Wurzelu  zu  gebrauchen,  kaon  man  auch  eine  äusserste  Ali- 
t  korzun^'  der  Rechnung  diiduirh  einführen,  ttass  man  statt  jener 
^i  Wurzelfunctionen  iiieienif;en  Functionen  benützt,  die  man  daraus 
-^  in  Summen  der  Wurzel potenzen  aulgestellt  bat.  Unter  \'orau8- 
St  Betzung  von  Gleichungen  mit  weggeschafftem  ei'stea  Güede  ist 
^  der  alsdann  als  der  erste  figurirende  Coefficient  ij,  gleich  der 
B  aegativen  halben  Summe  der  Wurzelquadrate  und  der  Coefticient 
-,  r,  gleich  dem  negativen  Drittel  der  Summe  der  Wurzelkuben. 
.     Setzt  man  nun  die  Wurzelform  in  solche  Ausdrucke,  also  in  un- 

serm  Falle  in  q,  =  —  1  (ü,  '  -f-  s»-  +  /s^)  und  in  r,  =  —  | 
r ,    (e-i'  +  s,^  +  Äj')  ein,  so  braucht  man  nur  das  zurückzubehalten, 

was  in  allen  drei  Potenzen  zugleich  einwerthig  werden  muss,  und 
_   diee  sind  offenbar  diejenigen  Combinationen  der  Elemente,  die 

aefaoo  nach  Maassgabe  der  primitiven  Wurzelform  einwerthig  sind. 
^  Ifaa  hat  also    nur  zuzusehen ,    was  in   der  Potenz   der  ersten 

Wurzel  einwerthig  werden  muss  und  dies  dann  dreimal  zu  nehmen. 

Ftlr  complicirtere  Fälle  als  die  des  dritten  Grades  verschafft 
,  dies    Ver&hren    eine    erhebliche    und   sehr   merkliche    Krieich- 

^B      6.     Da    sich  das  einwerthige  Element  k  einer  Gleichungs- 
^^nirzel  jeglichen  Grades  nach  der  von   uns  angegebenen  Art  der 
|^B(Bb«rle|fung ,  dass  sich  die  werthigen  Bestandtheile  der  Summe 
,    aller  Wurzeln    zu    Null    aufheben    müssen,    sofort   bestimmt,    so 
geben  wir   von  nun  an  von  vornherein   von  Gleichungen  aus,    in 
deiKD  die  zweithöchste  Potenz  der  Unbekannten  durch  Verringe- 
roDg  der  Wurzel  uni  k  bereits  weggeschafft  ist.    Wir  haben  es 
alsdann  in  der  Zusammensetzung  der  Wurzelform  nur  mit  lanter 
irrationalen  Elementen,    d.  h.  mit  lauter  Mehrwerthigkeiten,   zu 
thun-     Um  die  Bezeichnungsweise  möglichst  zu  vereinfachen,  wer- 
den wir  zwar  den  Coefticienten  p  nicht  gebrauchen,  aber,  da  Ver- 
^^pacb&elungen  nicht  zu  besorgen  sind,  die   andern  ohne  Indices 
^■hdireiben   und    die   Wurzeln    mit  x  bezeichnen,   wie  wenn   die 
^pbeicbDDg  in  der  fraglichen  Gestalt  nicht  erst  herzastellell,  aon- 
dem  anmiltelbar  gegeben  wäre.    Wir  gehen  also  für  den  viertes 
Grad  von  der  viergliedrigen    Form  x*  +  gx*  -J-  rx  -+-  s  ^  0  aua 
imd    haben,  nach  alledem,    was  Ober  die  Anzahl  der  Wurzel- 
~      elemente  bei  Gelegenheit  des  dritten  Grades  dedncirt  wurde,  die 
^     Warxelfonn  als  dreielementig  zu  setzen.     Was  die  Wertbigkeiten 
anbetrifft,   so  sind  hier  die  Ausführungen  des  nächsten  Capitels 
-  die  allgemeine  Wurzelform  und  Ober  diej«iige  specielle,  die 


I 
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sich  bei  Primzahlpotenzeo  als  Gleichungsgraden  ergiebt,  zu  Orunle 
zu  legen.  Danach  sind  zwei  Wurzelformen  möglich ,  von  denn 
die  eine  die  allgemeine  ist  und  die  Grundgestalt  des  gewöbn- 
liühen  werthigen  Polynoms  hat,  die  andere  aber  aus  lauter  Qua- 
dratwurzeln besteht,  vor  denen  sich  die  Plus-  und  Minuszeiclitii  , 
in  einfacher  Weise  combiniren. 

Beide  Wurzelformen  haben  ihre  Anwendung,  da  beispiels« 
in  den  Gleichungen  fQnften  Grades  und  auch  in  sndei-n  Fäll«  dit  j 
allgemeinere  Form  Vorzüge  vor  der  specielleren  hat.  Hier  ab«,  I 
wo  der  einzige  Zweck  die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  ^ierta  1 
Grades  ist  und  keine  andern  Rücksichten  auf  besondere  Neb»  1 
umstände  obwalten,  ist  die  speciellere  Form  als  die  ani  masSa  1 
ebenmässige  und  zugleich  auch  als  diejenige  angezeigt,  in  welds  J 
keine  überflüssigen  Nebenwerthe  der  Wurzelelemente  die  : 
niengehörige  Gruppining  der  letzteren  umständlicher  •. 
Um  jedoch  die  allgemeinere  Wurzelform  hier  nicht  unbenauj 
lassen,  so  ergiebt  sich  nach  dem  nächsten  Capitel  für  sie  x4 
•i-J'm+j^n,  wo  j  die  vier  biquadratische»  Einheitswurzelal 
zwar  am  besten  in  der  Ordnung  repräsentiit ,  dass  man  forjj 
erster  Stelle,  also  wo  x  vorzugsweise  die  Bedeutung  von  Xt'U 
die  eine  der  beiden  primitiven,  nämlich  -j-  V  —  I  oder  - 
einsetzt.  Es  ergehen  sich  alsdann  x^,  x-j  und  x^,  indem  mal 
Reihenfolge  der  Potenzen  für  j  nachgeht.  Doch  diese  Neben 
vei-stehen  sich  sämmtlich  am  besten  nach  Maassgabe  der  1 
ternngen  des  allgemeinen  Schema,  wie  sie  im  nächsten  1 
platzfinden.  Hier  bemerke  man  nur,  dass  das  erste  und  i 
Element  vierte  Wurzeln  bleiben,  wflhrend  das  zweite  durC 
Quadrirung  der  Vierwerthigkeit  zweiwerthig,  also  eine  i 
Wurzel,  wird. 

Für  die  Weithigkeitsrechnung  bleibt  man  aber  am  1 
bei  den  unmittelbar  in  j  ausgedi-ückten  Formen ,  ohne  sie  b 
Zeichen  Plus  und  Minus  zu  übersetzen.  Die  wirkliche  Airi 
rang  unserer  Methode  an  diesem  Schema  unterscheidet  sich  i 
von  deijenigen  fnr  den  di-itten  Grad.  Am  kfti-zesten  verfalitK 
wir,  wenn  wir  hier  die  Gleichungen  zwischen  den  Coeflidäils 
und  den  Elemebten  sofort  durch  Einsetzungen  in  die  Summen  | 
Wurzelpotensen  bilden.  Wir  legen  demgemäss  hiebei  die  i 
chungen  g  =  —  i  S  (x'),  r  ^  —  ^  ä'  (x")  und  s  ^  ^  [Sl 
—  i-  Six*)  zu  Grunde,  in  denen  S  bedeutet,  dass  die  in  I 
mem  gesetzte  Wurzelpotenz  für  jede  der  Wurzeln  Xt, 


zu  nehmen  und  in  diesen  Werthen  zu  addiren  ist.  Setzt  man 
nun  x^jl  +  j'm  -hßn  ein,  setzt  man  also  darin  i,  =  jl 
+  j*m+j'n,  X,  =_)■«/ +j*m-t-jf*M,  a^  =j*i -H,/*»» +./»»  und 
Xt  ^  j*l-\~  j*m -i~j'n  und  behält  nach  tlev  oben  dargetejiten 
Regel  nur  diejenigen  Elementareombinationen  zurück,  die  bereits 
Teimöge  der  in  a:,  angegebenen  Wevthigkeiten  einwerthlg  •aus- 
fallen, 80  erhält  man  die  gewünschten  Gleichungen.  Diese  siml 
3  =  —  <4/m  -i-  2tw*),  r  ^  —  (4i'm  +  4»«n»)  und  s  = 
—  (Z'  +  4/m'»i  —  2Pn3~m*  +  «•>. 

Die  Elimination  gestaltet  sich  am  leichtesten,  wenn  man  das 
nur  zweiwerthige  Element  m  beibehält.  Ob  man  alsdann  zuerst 
1  oder  n  eliminirt,  ist  gleichgültig,  da  sich  in  beiden  Fällen  Alles 
symmetrisch  gestaltet.  Man  entwickle  also  etwa  n  aus  der 
Gleichung  für  q,  und  setze  den  so  gefundenen  Ausdruck  in  die- 
jenige für  r,  so  wird  die  letztere  in  Beziehung  auf  ?'  quadratisch 
und  liefert  daher  l  in  m  und  biemit  auch  n  in  m;  denn  für  n 
hatte  man  bereits  in  1  und  m  einen  Ausdruck,  und  übrigens  ist 
auch  der  Symmetrie  wegen  in  der  quadratischen  Gleichung  h* 
die  andere  Wurzel  zur  Wui-zel  /-'.  Setzt  man  nun  die  in  m  ge- 
fundenen Ausdrücke  für  l  und  n  in  die  Gleichung  s  ein,  so  fallen, 
wie  sich  schon  aus  der  Symmetrie  übersehen  lässt,  die  Iiratio- 
nalitäten  fort,  und  nach  WegschafluDg  der  Bi-üche  ergiebt  sich 

m«  +  -|-  m*  +  (-g-  -  -J-)  M»  _  |L  =  0.      Dies    ist   in 

Beziehung  auf  das  Element  m  die  Besolvente,  da  sie  für  m" 
kubisch,  also  nach  der  Regel  für  die  kubischen  Gleichungen  lös- 
bar ist.  Es  bestimmen  sich  nun  l  und  w  durch  Einsetzung  der 
Werthe  für  m  in  die  Ausdrücke,  die  wir  bereits  für  l  und  «  in 
m  hatten.  Da  /«*  als  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  bereits 
drei  Werthe  hat,  ?'  und  h*  aber  in  Beziehung  auf  m*  als  qua- 
dratische Gleichungswurzeln  je  zwei  Werthe  haben,  so  liefert  die 
sich  hieraus  ei'gebende  Combination  für  die  Quadrate  jedes  der 
beiden  Elemente  sechs  Werthe.  Da  nun  /'  als  gemischtes  Binom 
durch  die  Quadrirung  seine  Werthzahl  nicht  ändert,  so  hat  auch 
/*  sechs  Werthe  und  demgemäss  /  selbst  vierundzwanzip.  Der- 
selbe Gmnd  gilt  analog  für  n,  und  so  haben  wir,  da  nach  den 
vorgesetzten  Werthigkeiten  der  AVurzeJform  /  und  n  vierte  Wur- 
zeln sein  sollen,  für  jedes  der  beiden  Elemente  vierundzw.inzig 
Werthe,  von  denen  jedesmal  zwölf  des  einen  mit  zwölf  Werthen 
de»  andern  zuBammenfallen. 
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Betrachten  wir  nur  die  absoluteu  Wei'the,  d.  h.  so,  wie  ae 
sich  ohne  Voi-zeichen  der  Irrationalität  aus  den  Gleichnogen  «^ 
geben,  so  sind  dies  nur  je  sechs  und  davon  fallen  wiederum  ji 
drei  von  I  mit  je  drei  von  n  zusammen.  Ebenso  hat  m  foi 
vornherein  nur  drei  absolute  Werthe,  In  die  WurzelfoiiD  od 
deren  Werthigkeitsrahmen  sind  demgeinäsa  für  jedes  Elemail 
drei  Werthe  einsetübar,  die  man  nach  der  Art,  wie  sie  sich  m 
den  Werthen  von  m  als  zueinander  zusammeagehörig  ergebet 
haben,  einander  entsprechend  zu  combinireo  hat.  So  erhält  na 
unmittelbar  drei  algebraische  Formen  jeder  Wurzel,  die  BOBimg« 
von  den  Ueberwerthen  der  Elemente  herrühren,  jedoch  in  te 
Tliat  nur  vier  wirklich  unterschiedene  Wurzeln  ergeben.  Be 
eiaer  Wurzelform,  die  von  vornherein  deu  speciellen  Eigenscbiftd 
der  biquadratischeo  Gleichungen  angepasst  ist,  wird  das  abBolatt 
Element  zwar  auch  dreiwerthig,  wobei  aber  jedesmal  zwei  Weilb 
die  der  andern  beiden  Elemente  sind,  so  dass  individuell  nir 
ein  Werth  bestehen  bleibt,  welcher  in  die  Wurzelfonn  einzu««!» 
ist.  Wenn  wir  bei  der  bisher  zu  Grunde  gelegten  Wurzelfbm 
statt  mit  solchem  einzigen  Werth  mit  drei  zu  thun  bekomiM 
so  ist  dies  jene  Umständlichkeit,  die  wir  oben  im  Voi 
dieser  Wui-zelform  anhaftend  signalisirt  haben. 

7.  Alle  hervorgetretenen  Belästigungen  mit  besondem  Uf 
legungen   bezQglich  Ubei-schüssiger  Werthe   der  Elemente  feto 
fort  und  auch  die  Rechnung   wird   von  vornherein  einfacher,  w 
bald  wir  von  der  ebenmässigen  Wui-zelforni    mit   drei  Qi 
wurzeln    ausgehen.     Die    Bestimmung    dieser    Form    nach 
Grundsätzen  des  nächsten  Capitels  zeigt,  dass,  obwohl  wir  « 
mittelbar  nur    mit  Zweiwerthigkeiten  und  daher   nur  mit 
und  Minus  zu  thun  haben,  die  Sichtbarmachung  des  G< 
Combination  zu  Vierwerthigkeiten  eine    etwas    abgeänderte 
zeichnungsweise    erfordert.      Indem    wir   nämlich    x  ^  jl 
+  jj'n  schreiben,  verstehen  wir  unter  .y  und  j'  eine  quadn 
Einheitswurzel,  also  entweder  Plus  oder  Minus   nach   beli 
Aaswahl ,  so  dass  j'  in  den  Combinationen  auch  bisweilen 
selbe  gpecielle  Werthigkeit  wie  j  repräsenttren   wird.     Auf 
Weise  ist  die  praktische  Hauptsache  auch  symbolisch  ausgedi 
denn  die  beiden  W^erthigkeiten  von  l  und  t»,  d.  h.    die 
Plus  und  Minus  können  beliebig  verbunden    werden,    w< 
sich  vier  Combinationen  ergeben.    Die  Werthigkeit  des 
Elements  ist  aber  alsdann  nicht  mehr  willkürlich,    sondi 


as  Pi-oduct  der  Vorsetzungen  dev  beiden  andem  Elemente  zu 
eetimmen.    Hienach  ergtebt  sich  Xi  =  —  l  —  m  +  n,  Xt  =^  —  / 

-  fM  —  n,  «s  =  +  /  —  M»  —  w  und  x^  ^  -\-  l  -i-  '«  +  «. 

Würden  wir  das  ui-spi-üngliche  Verfahren  der  Spaltung  der 
[anptgleicbung  einzuschlagen  haben,  so  wäre  zu  bemerken,  dass 
ie  drei  verschiedenen  Vorsetzungen  .;,  j'  und  jj'  von  aelbständi- 
er  Art  sind  und  es  daher  mitsichbringen,  dass  ihre  Coeffidenten 
Blbständig  gleich  Null  werden.  Es  lasst  sich  dies  für  die  neue 
'orm  des  werthigen  Polynoms  analog  beweisen,  wie  der  Sachver- 
alt  für  die  gewöhnliche  Form  in  j,  j*,  j^  u.  b.  w.  im  vierten 
Japitel  ei-wiesen  worden  ist.  Jedoch  gehen  wir  hier  sofort  den 
:tlrzeren  Weg  und  bestimmen  aus  den  Summen  der  Wurzel- 
«tenzcn  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  in  den  Elementen, 
liebei  genügt  die  Rege!,  das  Einwerthige  zurückzubehalten,  wo- 
■ei  noch  besondere  darauf  zu  achten  ist,  das?  jj'  zweiwerthig  ist, 
la  es  immer  die  verschiedenen  Combinationen  zugleich  repräsen- 
irt.  Vor  der  Rechnung  sei  noch  nebenbei  daran  erinnert,  dass 
n  dieser  Wurzelform  die  Elemente  /  und  n  nicht  dieselben  und 
och  nicht  die  Quadrate  derjenigen  sein  können ,  die  nir  in  der 
'orm  mit  vierten  Wurzeln  vor  uns  hatten.  Nur  das  mittlere 
dement  m  ist  gemeinschaftlich;  wir  verzichten  jedoch  auf  die 
Imständlichkeit ,  die  andern  Elemente  durch  Indices  auszu- 
Bichnen,  zumal  hier  alle  drei  Elemente  ebenmässig  sind  und  sich 
ine  derartige  Markirung  daher  nur  in  der  Wurzelform  der 
origen  Nummer  empfehlen  würde,  sobald  sie  mit  der  vorliegen- 
en  Normalform  in  Vergleichung  zu  bringen  wäre. 

Die  Formeln  in  den  Potenzsummen  wurden  schon  in  der  vori- 
en  Nummer  benutzt.  Aus  g  ^  —  ^  Six^)  ergiebt  sich  uns  die 
TSte  Gleichung  zwischen  Goeföcient  und  Elementen,  nämlich 
■  =  —  2  (i*  4-  w*'  +  «'),  Offenbar  konnten  unter  den  binären 
Verbindungen  der  werthigen  Elemente  nur  die  Quadrate  ein- 
rerthig  ausfallen.     Auf  entsprechende  Weise  erhalten   wir  r  =^ 

—  Blmn  und  s  =  l* —2l*m*  —  2l*n^  +  m*  —  2m*n*  +  n*. 
>rQckt  man  nun  aus  der  Goefficientengleichung  für  r  irgend 
snee  der  Elemente  durch  die  beiden  andern,  etwa  n  durch  l 
md  m  aus  und  setzt  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  g  ein, 
10  kann  man  aus  dieser  /'  nls  Wnrzel  einer  Gleichung  zweiten 
iradee  bestimmen  und  damit  auch  »  haben,  falls  man  sich  nicht 
I*  auf  analoge  Weise  als  die  andere  Wurzel  einer  ebensolchen 
äleichung  verechaffen  will,    Uie  so  in  m^  ausgedrückten  Weilhe 
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für  l*  und  n^  sind  nun  in  die  Gleichung  s  zu  übei-tragen,  md 
nach  Wegschaflfung  der  Brüche  ergiebt  sich  dann  eine  Gleidrang, 
die  in  Beziehung  auf  m^  dritten  Grades  und  genau  dieselbe  Besd- 
vente  ist,  die  wir  für  das  9n^  der  andein  Wurzelform  in  der  vori- 
gen Nummer  gefunden  und  dort  angegeben  haben.     Hier  seinmi 
bemerkt,  dass  in  Folge  der  Ebenmässigkeit  der  jetzt   zu  Gmode 
gelegten  Wurzelform,  welche  Elemente  man  auch  zuerst  elimimn 
hätte,   sich  für  jedes  übrigbleibende  Element  eben   diese  Resol- 
vente gefunden  haben  würde.    Es  sind  also  Z*,   m*  und  «*  (fie 
drei  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleichung,  die  mithin    die  Hi^ 
meine  Resolvente  für  alle  drei  Elemente  ist     Bei  dieser  in* 
viduellen  Unterscheidung  der  Elemente  giebt  es  daher  f&r  jeda 
nur  einen  absoluten  Werth  und  keine  Nebenwerthe,  wie  im  fal 
der  vorigen  Nummer.     Die  Einsetzung  dieses   absoluten  Wer* 
in   den  Werthigkeitsrahmen  der  Wurzelform  liefert  hienaeh  die 
vier  Wurzeln,  ohne  dass  erst  Ueberlegungen  über  eine  Omü- 
nation  mehrfacher  Werthe,  wie  oben ,  nöthig  würden.     Auch  isi 
in  diesem  Falle  der  ganze  algebraische  Bau  der  beiden  Wund- 
elemente  l  und  n  weit  einfacher   als  unter  den  Voraussetxangv 
der  vorigen  Nummer.    Während  dort  unter  den  vierten  Wnneli 
noch  dreifache  Schachtelungen  von  Irrationalitäten  vorkomoMi. 
hat  man  hier  nur  zweifache ,  die  zusammen  nichts  Anderes  iu- 
stellen,  als  die  Elemente  einer  Gleichungswurzel   dritten  Grad«^ 
d.  h.  der  sogenannten  Cardanischen  Formel ,  wie  wir  diese  mi 
auf  unserm  Wege  in  Nummer  4  abgeleitet  haben. 

Die  Behandlung  überviergradiger  Gleichungen  mit  Hülfe  der 
an  den  Wurzelelementen  bethätigten  Werthigkeitsrechnung  kam 
in  gehörig  umftissender  Weise  erst  dann  statthaben,  wenn  die  Be- 
trachtungen über  die  Wurzelformen  aller  Grade  vorausgegangeB 
sind.  Hier  war  es  genug,  zu  zeigen,  wie  das  System  derWun* 
elemente  und  der  Werthigkeitsrechnung  eine  rein  algebraisch 
Handhabe  liefert,  nach  einer  übereinstimmenden  Regel  die  GW- 
chungen  bis  zum  vierten  Grad  zu  lösen,  üeberdies  hat  sich  b« 
dieser  Lösungsart  noch  etwas  deutlich  markirt,  was  eine  B$sjßr 
Sache  bildet,  aber  sonst  wie  eine  Nebensache  zurückzutreten  uri ■ 
den  gewöhnlichen  Darstellungen  sogar  im  Unbestimmten  zo  iw* 
bleiben  pflegt.  Es  ist  nämlich  von  vornherein  entschieden  fidir 
bar  geworden,  mit  welchen  Voi-zeichen  oder  Vorsetzungeo  & 
Wurzelelemente  in  jeglicher  Wurzel  zu  combiniren  sind.  DkSBt 
Umstand  ist  wichtig;  denn  der  einzige  Fall,  wo  die  Combioatta 
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beliebig  ist  und  alle  MögHelikeiten  erschöpft,  ist  ileijenige  dei- 
luadratischen  Gleichungswurzel.  In  ihr  hat  das  Wurzele)  euient 
licht  mehr  Werthe  als  die  Wurzel  selbst,  und  das  Binom,  durch 
felches  die  Wurzel  ausgedrückt  wird,  reprüseutirt  daher  mit 
edeni  Werthe,  den  es  an  sieb  algebraisch  annehmen  kann,  auch 
rirklich  eine  Gleicbuugswurzel.  Bei  allen  sonstigen  Wui'zelpoly- 
lomen  können  die  Wurzel  grossen,  welche  die  Elemente  sind,  nicht 
elbständig  und  beliebig  mit  aUen  ihren  Werihen  in  Anschlag 
:omnien,  sondern  es  herrscht  ein  Gesetz  der  Auswahl  und  Com- 
dnatioQ,  durch  welches  die  geregelte  und  gleichsam  gebundene 
orm  des  werthigen  Polynoms,  d.  b.  die  Wurzelform,  erst  be- 
timmt  wird.  Wenn  man  will,  kann  man  den  Umstaud,  dass  sieb 
;ein  Pdlynom  mit  ähnlichen  Eigenschaften,  wie  im  Fall  der 
nadratischen  Gleichung,  linden  lässt,  als  eine  erste  Stufe  alge- 
raischer  Unmöglichkeiten  ansehen.  Die  algebraischen  Umnög- 
Icfakeiten,  zu  denen  auch  schon  von  der  kubischen  Gleichung  an 
as  Irreducible  gehört,  steigern  sich  mit  Ueberachreitung  des 
ierteu  Grades,  so  dass  von  dem  fünften  Grade  an  im  Allge- 
leinen  bereits  die  nothwendig  transcendente  Form  der  Wurzeln 
I  Frage  kommt  und  die  Fälle  der  nicht  blos  partiellen,  sondern 
talen  algebraischen  Bestimmbarkeit  ein  engeres  Gebiet ,  ja, 
Adezu  gesagt,  die  Ausnahme  von  dem  allgemeinen  Gesetz  der 
■angcendenz  bilden. 


Siel>eiites  Capitel, 
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1.  Die  geschichtliche  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und 
irten  Grades,  sowie  vereinzelter  lösbarer  Fülle  von  Gleichungen 
often  und  höheren  Grades,  hat  zu  dem  Ergebniss  geführt,  dass 
B  Wurzeln  ilieser  Gleichungen  aus  einem  rationalen  Bestand- 
Sil  und  mehreren  Wuraeln  zusammengesetzt  sind,  welche  letz- 
ren  unter  dem  Wurzelzeichen  Grössen  enthalten,  die  Wurzeln 
ir  fwgenannten  Kesolvente,  nämlich  einer  Gleichung  sind,  die 
afccher  und    bei  passender  Wahl  der  Wurzelform  niedrigeren 


1 

der  ^^m 


Grade3  ist  als  die  Ursprungsgleichung.    Dadurch,  dass 
rationalen  Wurzelelementeu  ihre  verschiedeoen  Vorsetzungflii 
legte,  erhielt  man  ilie  vei-schiedenen  Wurzelwerthe  für  rlio 
chung;  doch  musste  man  schon  vom  diittea  Grade  aa 
im   vorigen  Capitel  gesehen  haben,   die   Voi-setzungen  der 
schiedenen  Wuraelelemente  nach  bestimmten  Regeln  comtiiniia, 
weil  man  sonst  zuviele  und  unrichtige  Ausdrücke  für  die  b- 
suchten  Gleichungswuraeln  erhalten  hiltte. 

Die  Analogie  legt  nun  nahe,  anzunehmen,  dass  die  WmiB- 
form  bei  den  algebraisch  lösbaren  Gleicbung-en  aller  Grade  ul 
diese  Weise  aus  Wuraelelementen  zusammengesetzt  sei.  Die 
vorausgesetzt,  handelt  es  sich  darum,  bei  einer  gegebenen  Gl» 
chung  zunächst  die  Zahl  der  Wurzelelemente  sowie  ihren  Grtil, 
d.  h.  den  Exponenten  des  Wurzelzeichens,  dann  die  Signiruoea 
die  man  ihnen  geben  muss,  um  die  vei-schiedenen  Gteichon^ 
wurzeln  zu  erhalten,  und  schliesslich  ihre  eigne  Einrichtung  ucUf 
dem  Wurzelzeichen  zu  ermitteln.  Es  sei  hervorgehoben,  iastt 
Beschaffenheit  der  allgemeinen  Wui'zelfoim  hiebei  als  eine  sokic 
vorausgesetzt  werden  soll,  dass  man  die  verschiedenen  Glei< 
wurzeln  erhalt,  indem  man  vor  die  Wurzelelemente  blos  dia 
schiedenen  Einheitswurzeln  als  Vorzeichen  setzt,  währendl 
absolute  Werth  der  Wurzelelemente  für  jede  GleicbuogB' 
derselbe  bleibt.  Es  giebt  nämlich  auch  gewisse  andere,  wtftff 
unten  zu  berührende  Formen  für  die  Gleichungswui-zeln,  bei  de« 
man  auch  den  Elementen  zweiter  Ordnung,  d.  h,  solchen  WnnW- 
grossen,  die  unter  dem  Wurzelzeichen  der  Elemente  stehen,  ihtt 
vei"schiedenen  Werthe  geben  muss,  um  die  verschiedenen  Wertk 
der  Gleichungswurzel  herzustellen. 

Der  Einfachheit  wegen   soll,   wie  schon  in    der  6.  Ni 
des  vorigen  Capitels  angekündigt  wurde,  vorausgesetzt 
dass  in  der  Gleichung,  deren  Wurzelform  untersucht  wird, 
zweite  Glied  entfenit  worden  sei,  was  bekanntlich    dadurcb' 

schieht,  dass  man  für  x  den  Ausdruck  —  —  +  x'  in  i 
gebene    Gleichuns    x"  -^  px"-'  +  qaf-'  -H  ■  . . 
setzt.     Hiedureh  erhält  man  eine  neue  Gleicirang  von  ■ 
stalt   X'"  +  »/'a;'"-^  +...+«'  =  U,    wo  $',  . . 
Functionen  von  p,  g,  .  . . ,  «  sind.    Alsdann  enthält  x"  nur  il 
nale  Wurzelelemente.     Addirt  man    nämlich  alle  Wurzeln  i 
Gleichung,   so  ist  die  Summe  dem  negativ  gesetzten  eraten  ( 


ficienten  gleich ;  uod  da  dieser  rational  ist,  mfissen  sich  die  Irra- 
tionalitäten bei  der  Summirung  aufbeben;  die  Summe  der  ratio- 
nalen Bestandtheile  muss  dann  für  sich  gleich  Null  sein,  und  da 
der  rationale  Bestandtheil  in  jeder  Gleichunpswurzel  dei-selhe  ist, 
muss  er  auch  ^'leich  Null  sein.  Folglich  enthält  der  algebraische 
Ausiiruck  der  Wurzeln  einer  Gleichung,  in  der  das  zweite  Glied 
fehlt,  keine  rationale  Gi'Qsee  ausserhalb  eines  Wurzelzeichens, 
d.  h.  keinen  einwerthigen  Bestandtheil.  Bezeichnet  man  nun  die 
absoluten  Werthe  der  Wurzelelemente  mit  e,,  e^,  e^,  ...  und  die 
zugehörigen  Vorsetzungen,  welche  natürlich  keine  andern  Ein- 
heitswurzeln, als  dem  Grade  des  Wurzelelements  entsprechen, 
sein  dürfen,  mit  j,  j',  j",  . . .,  so  haben  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung iE'  +  qx"-^  +  rx»-»  +...-+-«  ^  0  die  Gestalt: 

«t  =  itCi+j'j.e»+j"»C3+  ■■•;  3;«=j"ei4-i'«e,+j""„(^+ 

Die  Zahl  der  Wurzelelemente  e^,  e,,  e,,  ...  ist  genau  gleich 
dem  um  1  verminderten  Grad  der  Gleichung,  also  gleich  n  —  1. 
Für  den  Specialfall  n  =  3  haben  wir  diesen  Satz  in  der  dritten 
Nummer  des  vorigen  Capitels  bewiesen.  Die  Verallgemeinerung 
für  jeden  Werth  von  »i  ist  nur  eine  Erweiterung  der  dortigen 
Ausführung.  Man  kann  nämlich  die  Coefficienten  der  Gleichung 
als  Summen  der  binären,  temären  u.  s.  w.  Combinationen  der 
Gleich ungswijrzeln  und  folglich  auch  durch  die  Wurzelelemente 
darstellen.  So  ergeben  sich  dann  n  —  1  Gleichungen  zwischen 
den  Wurzelelementen.  Ware  nun  die  Anzahl  der  Wurzelelemente 
kleiner  als  w  —  1,  etwa  gleich  «  —  1  —  m,  so  würde  man  diese 
durch  Functionen  von  n  —  1  —  m  Gleichunpcoefficienten  aus- 
drücken können ;  und  da  die  übrigen  »i  Coefficienten  auch 
Functionen  der  Wui-zelelemente  sind,  so  müssten  sie  sich  durch 
die  ersten  h  —  l  —  m  Coefficienten  ausdrücken  lassen.  Die  An- 
zahl der  Wui-zelelemente  ist  also  nicht  kleiner  als  die  Anzahl  der 
von  einander  unabhängigen  CoelScienten ;  bei  einer  Gleichung, 
deren  Coefficienten  in  keiner  Beziehung  zu  einander  stehen,  ist 
also  die  Zahl  der  Wurzelelemente  wenigstens  n  —  1.  Grösser 
kann  sie  aber  auch  nicht  sein;  denn  dann  hätten  die  Wurzel- 
elemente keine  bestimmten  Werthe.  Die  Gleichungen  zwischen 
den  Coefficienten  und  den  Wuixelelementen  zeigen  nämlich,  dass, 
wenn  ebensoviele  Wurzeielemente  als  Coefficienten  vorhanden  sind, 
jene  durch  diese  völlig  bestimmt  werden;  ist  aber  die  Anzahl 
der  Wurzelelemente  grösser,  so  hat  man  sogenannte  unbestimmte 
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Gleichungen  vor  sich,  da  die  Elemente  nur  von  den  CoefficienteD 
abhängen  sollen  und,  wenn  die  Gleichung  algebraisch  lösbar  ist 
algebraische  Functionen  jener  CoefBcienten  sind.  In  jenem  Fall 
kann  man  nun  aber  soviel en  Wui'zelelementen^  als  Coeffidoiten 
vorhanden  sind,  einen  besondern  Werth  beilegen,  indem  man  die 
übrigen  gleich  Null  setzt;  dann  sind  aber  eben  nur  n  —  1  De- 
mente vorhanden.  Es  ist  also  bewiesen,  dass  die  Anzahl  der 
Wurzelelemente  bei  einer  des  zweiten  Gliedes  entledigten  Glei- 
chung dem  um  eine  Einheit  verminderten  Grad  dieser  Gleichniig 
genau  gleich  ist. 

Die  Vorsetzungen  j^ ,  j\,j"i ,  . . .,  i«,  /,,  i",,  . . .,  jj,  ... 
kann  man  alle  als  Potenzen  einer  und  derselben  Einheitswuixd 
J  darstellen ,  deren  Grad  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Viel- 
fachen m  aus  den  Gradzahlen  der  Wurzelelemente  gleich  ist 
Setzt    man   daher   an  Stelle  von  ji  J"» ,   für  j^  J^ ,  fiir  j\  «P^ 

u.  s.  w.,    so  hat   man  Xk  =  tT^Ci  +•  «T'^e,  +■  J^'^e^  +  ... 
Hier  ist  Xk  auf  die  Foim   eines  wei*thigen  Polynoms  gebradit 
dem  jedoch  einzelne  Glieder  fehlen  können.    Es  besteht  nun  em 
allgemeines  Gesetz,  dass  eine  algebraische,   rationale  und  ganie 
Function  eines  weithigen  Polynoms  ^  =  «o +i^i +i*€i +i'^ 
+  . .    4- j***"^«»!-!  wiederum  ein  werthiges  Polynom  von  derselbei 
Gestalt  ist,  welches  wir  mit  Z=  E^  +  j  JEi  +  pE^  +•  j^E^  -f- . . . 
+  j»»  - 1 JS^  _  1  bezeichnen  werden.  Hier  repräsentirt  j^  wie  immer, 
alle  Einheitswurzeln  m  ten  Grades.    Setzt  man  nämlich  den  Aos- 
dmck   für  z  in  die  betreffende  ganze  Function  von  8  ein  uod 
ordnet  nach  Potenzen  von  j,  so  kann  man  die  Glieder  mit  solchen 
Potenzen  von  j,   deren  Exponenten  durch  m  dividirt  denselben 
Rest   geben    und    welche   deshalb   gleich   sind,    welchen   seiner 
m  Werthe  j  auch  reprilsentiren  möge,  zusammenziehen  und  erhält 
so  eine  Reihe,  in  der  j  in  keiner  höhern  als  der  (n  —  1)  ten  Po- 
tenz vorkommt.    Die  Coefficienten  der  Potenzen  von  j  sind  natli^ 
lieh  unabhängig   von    dem  jeweiligen  Werth  von  j   und   hieoit 
haben  wir  für  Z  ein   dem   für  z  ähnliches   weithiges  Polynom. 
Da  nun  die   linke   Seite   der  Gleichung  a:"  +  gar^-^  ^fjm^i 
-+-  ...  4-  M  ^=  0  eine  algebraische,  rationale  und  ganze  Function 
von  X  ist  und  jeder  Werth  von  rr,  wie  gezeigt,   auf   die  Fonn 
eines  werthigen  Polynoms  gebracht  werden  kann,  so  liefert  leli- 
terer,  in  die  Gleichung  eingesetzt,  eine  neue  Gleichung  von  der 
Gestalt  X  =  0 ,  in  der  X  ein  werthiges  Polynom  von  der  Fora 
E^  -h  JE^  +  J^E^  +  J^E^  +  . . .  +  J"-1jE;h-i  ist,   wobei  i^ 


Ey,  Ej.  Es,  ....  E^,-i   ganze  Functionen  der   Wurzelelemente 
und  der  Coefficientea  dei'  ursprünglichen  Gleichung  sein 
dabei  auch  den  Werth  Null  haben  können. 

Wir  werden  nun  zeigen,  dass  nicht  blos  dieser  eine 
Ton  X  ^  0  ist,  sondern  dass  es  auch  alle  andern  sein  müssen, 
und  dass  folglich  alle  verschiedenen  Werthe  des  werthigen  Poly- 
noms xt  ebenfalls  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind.  Zu 
diesem  Zweck  müssen  wir  den  folgenden  Satz  beweisen,  den  wir 
Doch  öfter  brauchen  werden :  Wenn  ein  Werth  eines  mehr- 
werthigen  Polynoms  von  der  Gestalt  Eo  +jE^  +j*Ei  -{-j^E, 
-t-  .  ■  ■  +i"'~'-En-i-  worin  jf  eine  primitive  »«te  Einheitswurzel 
bezeichnet,  gleich  Null  ist,  so  sind  alle  Werthe  dieses  Polynoms,  die 
man  dadurch  erhält,  dass  man  /  die  verschiedenen  mteo  Einheits- 
wurzeln repräsentlren  lässt,  auch  gleich  Null,  vorausgeBetzt,  dass 

£,,  Ef,  Ei Ün-i    keine  ausziehbaren  Wurzeln  sind.     Wie 

wir  nämlich  weiter  unten  sehen  werden,  können  zwei  unreducir- 
bare  algebraische  Ausdrucke,  d.  h.  zwei  algebraische  Ausdrücke, 
die  keine  ausziehbare  Wurael  und  keine  rational  durch  die  an- 
dern ausdrückbare  Wurzelgrösse  enthalten,  einander  nicht  nume- 
risch gleich  sein,  wenn  einer  von  ihnen  weniger  Wuraelgrössen 
,  enthält  als  der  andere  oder  gar  rational  ist;  dieses  Gesetz  wer- 
den wir  das  der  Ungleichheit  nennen.  Ist  nun  ein  Werth  des 
Polynoms  E„  +  JE,  +  j^E^  ^j^E^  +  ■■■  +j'"~'E„,^i  gleich 
Null,  so  muss  das  erste  Glied  En  der  negativen  Summe  der  übri- 
gen gleich  sein.  Wären  nun  aber  auch  alle  Grössen  Ei,  E.,,  E3, 
..  .,£.-1  rational  durch  eine  von  ihnen  ausdrückbar,  so  bliebe 
doeb  diese  eine  als  unausziehbare  Wurzel  stehen  und  könnte 
nicht  rational  durch  Er,  und  die  unter  den  Wurzelzeichen  stehen- 
deo  Grössen  ausgedrückt  werden;  denn  der  Begriff  der  Unaus- 
ziehbarkeit  widerspricht  dem  der  Rationalitat.  Nach  dem  er- 
wähnten Gesetz  der  Ungleichheit  kann  auch  E^  dem  irrationalen 
Ausdruck  —  IjE,  -i-j'E,  +  pE^  h-  .  .  .  4-  ,"■-'£,_,)  nicht 
gleich  sein,  da  letzterer  selbst,  auf  eine  uuredueirbare  Form  ge- 
bracht, immer  noch  eine  Wurzelgrösse  enthielte,  welche  in  E„ 
nicht  enthalten  ist.  Da  nun  der  Voraussetzung  gemäss  E„  E,, 
Eg,  ...,E„^i  keine  ausziehbaren  Wurzeln  sein  sollen  und  da 
die  fragliche  Gleichung  ferner,  wie  eben  nachgewiesen,  nicht  be- 
Ctehen  könnte,  falls  jene  Grössen  unausziehbare  Wurzeln  wären, 
W  bleibt  nur  der  dritte  Fall  Übrig,  dass  die  fraglichen  Grössen 
ond  folglich  auch  Ei  gleich  Null  seien.    Dann  sind  natürlich  alle 
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■Wertbe  des  Polynoms  E^  -{■  j  E,  +  j^ E,   +  j'E,-*-  .. 
jM-i^j  ebenfalls  gleich  Null,  was  bewiesen  werden  EolUt 

Es  ist  nun  aber  noch  zu  zeigen,  dass  in  dem 
Falle  E,,  f^.  E,,  ...,  -E..-1  keine  ausziehbaren  Wundo 
können.  Die  Elemente  e,,  e^,  Cs,  ,..,em-i  können  nämlidi, 
sie  wertlÜRe  Signiningen  haben,  nur  durch  WurzelaoEziebaiu:» 
standen  sein,  und  ^ir  dürfen  aniiebmen,  dass  diese  Wurzeln  d- 
ausziehbar,  d.  h.  rational  nicht  ausziehbar  sind.  Wir  sind  tm 
lieh  nicht  genöthigt,  eine  Wurzelftirm  mit  ausziehbaren  ffaa* 
anzunehmen,  da  wir  eine  solclie  durch  Ausziehung  der  Wnnah 
auf  eine  einfachere  Form  zurückfuhren  köanten.  Der  L'aiGtiBd. 
dass  hiebei  die  Einhdtswuraeln ,  die  als  Signirangen  Tor  is 
Wurzeln  stehen,  nicht  mitreducirt  würden,  tritt  unsenn  RäIsok* 
ment  nicht  in  den  Weg,  da  wir  es  hier  nur  mit  der  ZusaonMfr 
Setzung  eines  einzigen  Wurzelwerths  zu  thun  haben,  und  die9|- 
nirungen  vor  den  Wuraeln  nicht  von  vomhereia  als  Zeitba  te 
Mehrwerthigkeit ,  sondern  nur  als  constante  Coefficienten 
sehen  sind.  Es  sei  nun  h  eine  Grösse,  die  eine  unausziebbiR 
«ite  Wurzel  aus  einer  beliebigen  rationalen  Function  von  Eolcba 
Grössen  bezeichnet,  wie  sie  unter  den  Wurzelzeichen  von  «,,  n- 
e^,  . . . ,  e™  _  i  stehen  und  in  c^  enthalten  sind.  Diese  Art  (irtao 
kann  als  relativ  einwerthig  und  rational  angesehen  werden,  f 
dass  h  eine  «»werthige  Grösse  vorstellt.    Alsdann  sind  die  (t» 
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velativ  einwerthig  und  foigüfl 


auch  rationale  Grössen,  da  die  mehrwerthige  Signirung  bei  i)e 
Division  wegfällt.  Man  kann  daher  das  Polynom  x  auf  die  Fan 
e,  +  -^Jh^^  iJh)*  +  -^  (J-A)s  +  . . .  +  -^^(Ji)' 

bringen.  Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  liegend  eine 
Function  X  von  x  ein  und  ordnet  nach  PütenzeB  von  Ji, 
bleiben  die  Coefficienten  von  Jk  dieselben,  welchen  sei«» 
mWerthe  J  auch  vorstellen  möge,  wie  wir  oben  hiDsichtÜch  der 
ganzen  Functionen  werthiger  Polynome  allgemein  bewiesen  habo. 
Wir  haben  also  X  =  A  +  .4,  JA  +  .djiJAj"  +  .4.,  (./*)»+ ... 
+  Am-i(Jh)''-\  wobei  die  Coefficienten  A^,  Aj,  A,,  A^,  .,-, 
A,„-i  relativ  einwerthige  und  rationale  Grössen  sind.  Nub  irt 
z.  B.  El  =  A^  h,  also  Ei"  =  A^'-'h'^.  Die  »» te  Wurzel  ans  Jl,"lir 
lässt  sich  offenbar  nicht  rational  ausziehen ;  denn  wäre  dies  äa 
Fall,  so  erhielte  man  durch  Division  mit  der  ebenfalls  rationalci 
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Grösse  Ai  einen  rationalen  Werth  für  *.  was  iregen  die  Voraus- 
setzung ist  Demgemäss  lUsst  sich  die  n>te  Wurzel  aus  dem  Aus- 
druck für  El"  nicht  ausziehen,  und  auf  analoge  Weise  folgt,  daas 
auch  Ejy  Ei,  . . .,  E„-\  unausziehbare  Wurzeln  sind,  ivas  be- 
wiesen werden  sollte.  Fassen  wir  nun  Alles  zusammeD,  was  bis- 
her festgestellt  wurde,  so  ergiebt  sich,  dass.  wenn  man  einen 
Ausdruck  für  x  hat,  man  m —  1  andere  erhält,  indem  man  in 
diesem  Ausdruck  der  Signirung  J  ihre  Terschiedenen  andern 
Werthe  ertheilt 

Hieraus  folgt  nun  auch  schon ,  dass  m  nicht  grosser  als  n 
sein  darf;  denn  sonst  würde  eine  Gleichung  nten  Grades  mehr 
als  M  Wurzeln  haben,  was  nach  einem  der  ersten  Haupts&tze  der 
Algebra  unmöglich  ist.  Folglich  können  die  Wurzeleiemente,  ans 
denen  die  Wurzeln  einer  Gleichung  nten  Grades  zusammengesetzt 
sind,  nur  Wurzelgrössen  vom  »teu  oder  niedrigeren  Grade  sein. 
Ist  »  eine  Primzahl,  so  können  sie  nur  vom  nten  Grade  sein. 
Es  ist  nämlich  nothwendig,  dass  die  Summe  der  Vorselzungen 
jedes  einzelnen  Wuraelelements  in  allen  Wurzeln  der  Gleichung 
Null  sei,  da  die  Summe  der  Wui-zeln  Null  ist  und  die  Wurzel- 
elemente von  einander  unabhängig  sind;  eine  Summe  von  nEin- 
heitswurzeln  ist  aber,  wenn  n  eine  Primzahl  ist,  nicht  gleich  Null, 
wenn  die  Einheitswurzeln  von  niedrigerem  als  ntem  Grade  sind. 
Folglich  ist  »M  =  n.  Nun  müssen  die  Vorsetzungen  },  j',  j'\ 
der  verschiedenen  Wui-zelelemente  von  einander  vei-schieden  sein, 
weil  sonst  zwei  oder  mehr  Elemente  sich  in  ein  einziges  zusam- 
menziehen Hessen.  Hieraus  folgt  weiter ,  dass ,  da  die  verschie- 
denen primgi-adigen  Einheitswurzelu  als  Potenzen  einer  unter 
ihnen  dargestellt  werden  können,  fQr  die  Exponenten  a,  a',a",  . . . 
einfach  die  ganzen  Zahlen  1.  2,  3,  . . .,  ti  —  1  zu  setzen  sind. 
Die  Wui-zeln  einer  Gleichung  ohne  zweites  Glied,  deren  Grad 
eine  Primzahl  ist,  haben  also  die  Gestalt  Xi  =  jci  +j*e,  -J-)'e> 
+  -..  +j"-'eM-i;  Xi  =i»ei  +j*e,  +/%  -h  . . .  -h  j"-*e»_i; 
^=j'^  +  j'^eg  +j*ei-i-  ...  +  j''-äe»^i;  . . .  x„  ==  e,  -+-  e, 
-H  fs  +  ...  H-  e„_i.  Hier  bezeichnet  j  eine  primitive  «te  Ein- 
haits  Wurzel. 

2.  Ist  der  Grad  der  Gleichung  keine  Primzahl,  so  sind  zwei 
Falle  besondei-s  hervorzuheben,  der,  in  welchem  der  Grad  der 
Gleichung  eine  Potenz  einer  Primzahl  und  der,  in  welchem  er 
aus  lauter  ungleichen  Factoren  zusammengesetzt  ist.  Es  wird 
gezeigt  werden,  dass  in  letzterm  Falle  die  unter  den  obigen  Vor- 
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aussetzungen  über  die  Beschaffenheit  der  Elemente  allein  mög^ 
liehe  Wurzelfonn  dieselbe  ist,  wie  bei  den   primgradigen  Glei- 
chungen.    Die   Yoi'setzungen    vor   den  Wurzelelementen  bQden 
hienach,  wenn  man  die  Ausdrücke  der  verschiedenen  Gleichonss- 
wurzeln   untereinandersetzt,   eine   Tabelle   aus    n   Vertical-  and 
n  —  1  Horizontalreihen.     Jede  zweite  Reihe ,  ob  horizontal  oder 
von  oben  nach  unten  genommen,  enthält  die  Quadrate  deijeniga 
Grössen ,  die  in  der  ei-sten  Reihe  stehen ,  jede  dritte  Reibe  die 
Kuben,  jede  vierte  die  Biquadrate  u.  s.  w.     Oben  in  der  linka 
und  in  der  rechten  Ecke  steht  je  eine  noth wendig  primitive  Ed- 
heitswurzel ,   während  in  der  untersten  Horizontalreihe  sich  wo 
positiv  reelle  Einheiten  vorfinden.   Die  Tabelle  würde  völlig  ebei- 
mässig  sein,  wenn  man  rechts  in  eine  Verticalreihe  noch  die  eis* 
werthigen  Bestandtheile  der  Wui*zel  stellte,  falls  man  eine  Glö* 
chung  vor  sich  hätte,   in    welcher  der  Coefficient   des  zwdtit 
Gliedes  nicht  Null  ist.     Es  sollen  jedoch  der  Kürze  w^gen  hier 
immer  unmittelbar  nur  solche  Gleichungswurzeln  untersucht  wer- 
den, die  kein  einwerthiges  Element  enthalten,  was  selbstveistiiri- 
lieh  der  Allgemeinheit  der  Schlüsse  keinen  Eintrag  thut 

Es  ist  zunächst  zu  zeigen,  dass,  was  m  auch  sein  möge,  e 
doch  immer  ein  Theiler  von  n  sein  müsse.  Man  denke  sicheiie 
beliebige  ganze  rationale  Function  von  x  und  setze  in  diese  (hi 
Ausdi-uck  J"  Ol  +  7"'  c,  +  J"*  ^8  +  . . .  ein.  Dann  ist  der  aüf^ 
meinste  Ausdinick  für  jedes  Glied  der  Function  C.  J««+6«'+"*t- 
Ci*» .  c^* .  Cs^  . . . ,  wo  C  ein  Coefficient  und  a,bfCj...  Exponentei 
sind ,  die  von  der  Gestalt  der  Function  abhängen  und ,  da  dii 
eine  beliebige  Function  wählen  darf,  beliebig  gesetzt  wenia  ff  ^ 
können.  Dieses  Glied  hat  im  Allgemeinen  nWerthe,  da  die&f  j^. 
ponenten  a,  a\  a", . . .  soviele  haben.  Im  besondem  Fall  ^1^ 
sich   die  Anzahl   der  Werthe   nur  auf  einen  Bruchtheil  tooi 

etwa  auf  -,-  Werthe  reduciren,  die  sich  /mal  wiederboJea  Ä 

a,  6,  c, . . .  beliebig  gewählt  werden  können,  so  müssen  die  i*  _ 

schiedenen  Werthe  von  a,  a\  a'\  ...    so  beschaffen  sein,  dill^-fi 

■'^  1  • 
jede  beliebige  ganze  lineare  Function  davon  -=-  Werthe  hat,  •■  ifi;,  ^. 

sich   /mal  wiederholen,  wobei  /  entweder  die  Einheit  oderül.'^^u 
beliebiger  Divisor  von  n  ist.     Dies  kann  nur  dann  gescbek*  J/"- 
wenn  J  irgend  eine  wte  Wurzel   der  Einheit,  also  J"  =  l'*_^ 
Wenn  nun  gleichzeitig  J  eine  primitive  m  te  Einheitswnnd  «•  ■  ;'^ii 


I. 


8oU,  80  musa  n  ein  Vielfaches  von  m,  also  m  ein  Divisor  von  n 
sein,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Aus  dem  soeben  herpeleiteten  Satze  folgt  nun,  dass  wenn  der 
Grad  der  GleichunK  aus  lauter  ungleichen  Priinfactoren  zusammen- 
pesetzt  ist,  er  dem  kleinsten  pemeinschaftliehen  Vielfachen  mder 
Grade  der  Wurzeleleniente  gleich  sein  muss.  Denn  die  Grade 
von  J",  J"',  J'', .  ,  .  sind,  da  a,  «',  e",  . .  ,  ^anze  Zahlen  Bein 
sollen,  jedenfalls  nur  gleich  m  oder  Divisoren  von  m\  das  Pro- 
duct  aus  Divisoren  einer  Zahl  m  wird  nun  aber  entweder  die 
Factoren  dieser  Zahl  mehrfach  enthalten  oder  ihr  sleich  oder 
kleiner  sein.  Da  aber  m  nicht  kleiner  als  m  sein  kann  nnd  den- 
selben Factor  immer  nur  einmal  enthalt,  so  bleibt  nur  noch  die 
Möglichkeit,  daits  n  und  m  einander  gleich  sind,  d.  h.  doss  die 
vielwerthigsten  Elemente,  die  in  der  Wurzelform  vorkommen,  zu- 
gleich die  primitivsten  Einheitswui-zeln  «ten  Grades  zu  Vor- 
setzungen haben  müssen.  Unter  dem  Grade  der  Primitivität  einer 
Einheitswni-zel  vei-stehen  wir  hiebei  den  Exponenten  der  niedrig- 
sten Potenz,  zu  der  man  sie  erheben  muss,  um  die  positive  und 
reelle  Einheit  zu  erhalten,  so  dass  die  primitivsten  Einheitswurzeln 
diejenigen  sind,  bei  denen  dieser  Exponent  am  gi'össten  ist.  Der 
grösste  Werth,  den  dieser  Exponent  haben  kann,  ist  n,  so  dass 
denjenigen  Einheitswurzeln ,  die  man  gewöhnlich  schlechthin  pri- 
mitiv nennt,  der  ftussei-ste  Gvad  der  Piimitivität  zukommt. 

Es  ist  oben  gezeigt  worden,  dass,  wenn  man  in  einem  Werth 
für  x  den  Vorsetzunpen  ihre  verschiedenen  Werthe  giebt,  man  andere 
Werthe  für  a:  erhalt.  Wir  haben  nun  eben  gesehen,  dass  in  der  Wurzel- 
form einerGleichung,  deren  Grad  m  aus  lauter  ungleichen  Primfacto- 
ren  zusammengesetzt  ist  (z.  B.  der  Gleichung  des  sechsten  Grades), 
die  Voi^setzungen  aller  Wurzelelemente  Potenzen  einer  primitiven 

"V'^j  sind;  also  ist,  wenn  man  V  I  mit  j  bezeichnet,  j:  =  j"Ci  -{- 
j"'  >^i  4-  i" '  ^  -1-  ■  -■  Man  erhält  also  alle  n  Werthe  für  x,  indem 
man  j  alle  seine  n  Werthe  giebt.  Die  Grössen  «,  a\a",... 
können  sämmtlieh  kleiner  als  n  gemai-ht  werden;  ihre  Zahl  ist 
«—1;  sie  müssen  übrigens  alle  von  einander  vei-schieden  sein; 
denn  wenn  mehrere  Elemente  in  allen  Gleichungswurzeln  gleiche 
Vorsetzungen  hätten,  so  würden  sie  sich  zu  einem  zusammen- 
ziehen lassen.  Ihre  Anzahl  muss  aber,  wie  oheu  gezeigt  worden, 
n  ^  \  sein;  und  da  die  Zahlen  u,  «',  a", . . .  nur  ganze  Werthe 
zwischen  0  und  n  annehmen  können ,  so  sind  ihre  »  —  1  ver- 
schiedenen Werthe  eben  alle  ganzen  Zahlen  von   1  bis  »  —  1. 


I 


Man  hat  also  *  ^jci  4- j'e»  +  J*«8  +  ■  ■  ■ -+- j"~*«»--i-  J^H 
ist  dieselbe  Wui'zelform ,  wie  bei  Gleichungen ,  der«)  Gn^'^^l 
Primzahl  ist.  Man  erhält  nun  (He  Werthe  von  «,,  2«.  Xj, -i'^| 
indem  man  in  dem  eben  anp:egebenen  allgenieineD  AosdnickJ^I 
X  an  Stelle  des  allgemeinen  j  seine  verschiedenen  Werthe ^^| 
}',....  1  substituii-t.  Das  Gesetz  der  Auswahl  und  Combifl^H 
der  Einheitswurzeln  ist  also,  wie  schon  angekündigt,  ßlr  ^^| 
chungen,  deren  Gradzahl  aus  lauter  ungleichen  Primfactor^^H 
sammengesetzt  ist,  dasselbe  wie  fQr  die  Wurzelformea  ^^H 
gradiger  Gleichungen.  ^^M 

Kehren  wir  jedoch  zu  dem  allgemeinen  Fall  zurOck.  ^^| 
man  in  der  Wurzelform  J"  Cj  -|-  J"'  Cj  -f-  J""  Cs  +  -  -  •  +  J"  ^^| 
alle  möglichen  Combinationen  der  Elementevorsetzungen  t^^| 
erhält  man  soviele  verschiedene  Ausdrücke,  als  das  ProdM^^| 
Grade  der  Wurzelelemente  Einheiten  enthrdt.  Die  Gleichanl^H 
jedoch  nur  n  Wurzeln;  es  müssen  daher,  ^vie  schon  gesagl^^| 
stimmte  Beziehungen  zwischen  den  Vorsetzungen  der  vei)^^| 
denen  Elemente  vorhanden  sein,  wie  wir  es  bei  den  prin)gri^^| 
Oleichungen  gesehen  haben.  Diese  Beziehungen  zwtsebe^^H 
Versetzungen  können  nur  darauf  beruhen,  dass  die  versehte^^l 
Werthe  der  Wurzelelemente  von  den  entsprechenden  Wa^^| 
anderer  Elemente  abhängen.  Um  dies  zu  untersuchen,  ist  snH 
Einfachheit  der  Darlegung  wegen  nöthig,  die  Elemente  auf  AsE- t 
drücke  zurückzufuhren,  die  alle  gleich  viele  Werthe  haben.  Da»  I 
ist.  da  die  Anzahl  der  Werthe  jedes  Wurzelelenients  eutwed^^l 
oder  ein  Theiler  von  vi  ist,  nur  nötliig,  aus  jedem  Warz^eM|^| 
das  Dicht  grade  m  Werthe  hat,  eine  gewisse  Wurzel  au&zuä^^l 
die  es  m  werthig  macht.  Die  so  erhaltenen  Grössen  raögea^^l 
statt  mit  Ci,  e^,  e^,  . . .,  e„_  i  bezeichnet  zu  werden,  A,,  H^H 
.,.,  h„-i  heissen.  Zwischen  zweien  solcher  Grossen,  ä^^H 
und  Äj,  findet  nun  entweder  eine  Beziehung  statt,  die  ihre  wl 
Setzungen  von  einander  abhängig  macht,  oder  es  findet  keiw  | 
solche  Beziehung  statt.  Im  erstem  Falle  muss  diese  Bezidiuot  I 
eine  rationale  und  einwerthige  sein;  denn  wäre  sie  ii-rations],  at  I 
gehörten  zu  einem  Werth  von  A,  mehrere  Werthe  von  A,  ote 
umgekehrt,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist,  dass  A,  und  \ 
gleichviele  Werthe  haben  sollen.  Im  andern  Fall  sind  die  Werthig- 
keiten  von  Ai  und  h^,  also  auch  die  entsprechenden  von  f,  tuä 
d,  von  einander  unabhängig,  und  man  kann  daher  der  Wunri- 
form  soviele  Werthe  geben,  als  das  Product  der  Grade  von  (, 
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-und  e^  Einheiten  ODtfaült  Sind  aber  h-,  und  /i,  rationale  Functionen 
«▼OD  etoander,  so  kann  man  der  Wurzelform  nicht  mehr  Wertbe 
.j^ben,  als  der  Grad  des  höhergradigen  der  beiden  Elemente  e^ 
jtuid  e,  Einheiten  entliält. 

,  Untersucht  man  nun  eine  dritte  Grösse  h^,  so  ist  diese  ent- 
j  weder  von  /i,  oder  von  A,  oder  von  beiden  zusammen  oder  von 
^^keiner  von  beiden  abhängig.  Für  den  Fall,  dass  ha  eine  Function 
);VOQ  hl  und  iif  zusammen  ist,  muss  diese  Function  natürlich  auch 
^eine  rationale  sein,  denn  sonst  hätte  h^  mehr  Werthe  als  h^  und 
h,,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Durch  Fortsetzung  dieser 
.Betrachtungen  kommt  man  zu  dem  Ergebniss,  dass  man  der 
Wurzelform  durch  Combination  der  Voi-setzungen  soviele  Werthe 
geben  darf,  als  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  aus  m 
"und  dem  Product  der  Grada  deijenigen  Grappe  von  Wurzel- 
eleroesten,  in  der  jedes  von  jedem  andern  unabhängig  ist,  Eio- 
heiten  enthält.  Die  Gruppe  gegenseitig  unabhängiger  Wurzel- 
elemente ist  indess  keine  bestimmte,  sondern  man  kann  aus  der 
Seihe  aller  Wurzel elemente  allerlei  solche  Gruppen  bilden.  Wir 
werden  auch  bald  sehen,  dass  es  verschiedene  Wurzelformen  füj' 
dieselbe  Gleichungswurzel  giebt,  bei  denen  die  Anzahl  der  un- 
abbäiigigen  Wurzelelemente  verschieden  oder  nur  eins  ist.  Jedoch 
wissen  wir  n  priori,  dass  man  hiebei  immer  nur  dieselbe  Anzahl 
möglicher  Werthigkeitscombinationen  erhalten  kann. 

3-  In  der  vorigen  Nummer  ist  dargethan  worden,  dass,  wenn 
der  Grad  einer  Gleichung  aus  lauter  ungleichen  Primfactoren 
zusammengesetzt  ist,  die  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
nnzig  zulässige  Wurzelform  dieselbe  ist,  wie  bei  den  primgradigen 
Gleichungen.  Es  ist  indessen  nicht  wahrscheinlich,  dass  diese 
Wurzelform  unter  allen  überhaupt  möglichen  die  einfachste  sei. 
Nach  einem  von  Abel  angekündigten  Satze  über  die  Lüsbarkeits- 
bedingungen  der  Gleichungen  zusammengesetzten  Grades,  den 
wir  gegen  Ende  dieses  Capitels  beweisen  werden,  wird  z.  B.  die 
einfachste  Wurzelform  für  die  Gleichung  i«  +  qx*  +  rx^  +  sa;*  -f- 
fic  -(-  t4  =  0,  soweit  diese  liJsbar  ist,  aus  drei  Elementen  bestehen, 
TOD  denen  das  eine  eine  Quadratwurzel,  die  beiden  andern  Ku- 
bikwurzeln sind.  Die  Ausdrucke  aber,  die  unter  den  Kubik- 
wurzeln stehen,  sind  nicht,  wie  bei  der  Cardanischen  Fonnel, 
bloe  aus  einem  rationalen  Bestandtheil  und  der  Quadratwurzel 
einer  ratioaalen  Grösse  zusammengesetzt,  deren  Werth  bei  ilet 
einen  Kubikwurzel  positiv,  bei  der  andern  negativ  wäre,  sondern 
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unter  und  neben  dieser  Quadratwurzel  mOssen  auch  noch  Qu- 
dratwurzeln  aus  rationalen  Grössen  stehen,  deren  WertUgkot 
von  der  des  zweiwerthigen  Elements  abhängt.  Es  ist  indaa 
ausserdem  noch  der  Fall  möglich,  dass  unter  der  Qnadratwnmi 
des  quadratisch  irrationalen  Elements  sich  nicht  blos  ein  rationier 
Bestandtheil,  sondern  auch  noch  zwei  Kubikwurzeln  nach  Art  dv 
Cardanischen  Formel  befinden,  deren  Werthigkeit  durch  diejoiR 
der  dreiwerthigen  Elemente  bestimmt  wird,  die  jedoeh  in  dien 
Falle  nicht  complicirter  zusammengesetzt  sind ,  als  in  der  Co- 
danischen Formel. 

Beide  Arten  von  Wurzelformen  kann    man   auf  die  Gestik 

j^i  +  P^  •+-  j^^9  H-  i*«4  +  i*^  bringen,  wodurch  aber  & 
Schachtelung  der  Wurzeln  noch  vermehrt  wird.     Es  sei  nlmU 


X 
8 


=  '^Va+{jJ^,ß)]/  b  +  cVa  +  rd  +  'eVa  +  (j',i,f\ 


y  b  ±  c  V~ä  —  f    d+eV  a,  wo  a.b^  c,(l^  e  rationale  und  gaue 

Functionen    der  Goefficienten   der    vorgelegten    Gleichung  siil 
Setzt  man  nun 


und 


=  8  [yb-^-cV'a  +  J^d-i-eVa+yb—cVa+Kd-eycj 


€6^^Q^\yb  —  cVa  +  }^d—eVa—yb+cVa  +  ]^d+ey'a]\ 
bezeichnet  die  analogen  Ausdrtlcke,  die  man  erhält,   wenn  mfl 

1  d+elTä  negativ  setzt,  mit  C4*  und  ^i®und  setzt  0  =  65*,» 
wird  x=jei  -hj^e^  +i'^s  +/«4  +  j^^s-  Auf  analoge  Wöe 
könnte  man  auch  die  andere  der  beiden  Abelschen  WnrzeUontfi 
in  die  unsrige  vei*wandeln.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass,  wenn  A 
erste  Form  statthat,  unser  Wuraelelement  e^  die  Quadratwimd 
aus  einer  rationalen  Grösse  ist. 

Was  nun  die  Gleichungen  anbetrifft,  deren  Grad  mehro? 
gleiche  Primfactoren  enthält,  so  sind  mehrere  Wurzelformeo  nHlf- 
lich.  Nimmt  man,  da  nichts  dem  entgegensteht,  an,  ans  der 
Wui-zelelemente  sei  von  demselben  Grade  wie  die  Gleichong,  tf 
ist  aus  den  oben  mitgetheilten  Regeln  zu  ersehen,  dass  dannA 
Wurzelform  ebenso  beschaffen  sein  muss,  wie  bei  den  Gleicbango^ 
deren  Grad  eine  Primzahl  oder  aus  lauter  ungleichen  Factarti 
zusammengesetzt  ist.    Ausserdem  sind  aber  noch,  wie  sogifli 


ausgeführt  werden  wird,  soviele  Wuraelforaien  mCk^licIi  als  der 
Grad  der  Gleichung  Theiler  euthält,  welche  so  beschaffen  sind, 
dass  sie  selbst  alle  verschiedeneu  Primfacloren  des  Gieichungs- 
grades  enthalten.  Hat  man  z.  B.  die  Gleichuof:  vom  72.  Grade, 
80  ist  M=  2^.8*  und  m  kann  die  Werthe  6,  12,  18,  24,  72  an- 
nehmen, so  dass  es  fünf  verschiedene  Wiii-zelformen  giebt,  in 
denen  die  primitivsten  Wuvzelelemente  vom  6len,  12ten,  ISten. 
24sten  oder  72sten  Grade  sind.  Um  es  z.  B.  zu  veranstalten, 
dass  kein  Wurzelelenient  mehr  als  sechswerthig  werde,  genügt 
es,  zwei  sechswerthige  und  ein  zweiwerthiges  oder  ein  sechs-,  ein 
drei-  und  zwei  zweiwerthige  oder  zwei  drei-  und  dm  zwei- 
«erthige  als  unabhängig  zum  Ausgangspunkt  zu  nehmen.  Am 
einfachsten  wird  immer  die  Wuraelform,  wenn  man  für  jeden 
Primfactor  des  Grades  der  Gleichung  ein  unabhängifres  Wurzel- 
element, bei  der  Gleichung  72.  Grades  also  zwei  drei-  uud  drei 
2weiwerthige  Wurzelelemente  annimmt 

In  der  vorigen  Nummer  haben  wir  gesehen,  dass,  da  uicht 
die  Werthigkeiten  aller  Wurzelelemente  von  einander  unab- 
hängig sein  können ,  sie  als  abhängig  von  den  Werthigkeitsvor- 
setzungen  j,  j\  j" ,  ...  einer  gevfissen  Anzahl  unabhängiger 
unter  ihnen  angesehen  werden  müssen.  Diese  Abhängigkeit  bat 
darin  ihren  Grund,  dass  die  betreffenden  Wurzeletemente 
Functionen  derjenigen  Wurzelelemente,  deren  Werthigkeiten  von 
einander  nicht  abhängen,  und  zwar  einwerthige  und  rationale 
Functionen  dei-selben  sind.  Man  hat  nämlich  impier  unter  allen 
Wurzelelementen  die  Walil,  von  welchen  unter  ihnen  man  als 
unabhängigen  ausgehen  wolle,  um  die  übrigen  zu  berechnen,  und 
kann  sie  denigemäss  so  wählen,  dass  das  Product  ihrer  Grade 
durch  «I  theilbar,  also  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Viel- 
fachen aus  sich  selbst  und  m,  d.  h.  dem  Grade  der  Gleichung 
gleich  sei.  Dann  sind  auch  die  andern  Wnrzelelemente  rationale 
Functionen  davon ,  da  ihr  Grad  ein  Divisor  des  Grades  der 
Gleichung  ist.  Es  ist  daher  auch  die  Gleichungswurael  x  selbst 
eine  rationale  Function  der  unabhängigen  Wurzelelemente.  Man 
setze  hienach  ar  — /*  (je, ,  j'tj, /"e,,  ...).  Wäre  die  Function  /' 
eine  gebrochene,  so  könnte  man  sie,  wie  jede  gebrochene,  in 
eine  ganze  verwandeln.  Die  Glieder  werden  also  stets  die  Vor- 
zeichen j,  j',  j",  . .  .,jj\jj",  ■ .  -,  j'j", . . .  j',  }'*,  . . .  und  im  All- 
gemeinen wird  das  Vorzeichen  jedes  Gliedes  die  Form  j''/'j  "■''". . .  . 
haben,  wo  ß,  ß',  ß'\  ...  positive  Zahlen  vorstellen,  die  kleiner 

UlUrlng,  GrqndinitUl  lar  Aulriii.  12 
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als  der  Grad  der  betreffenden  Einheitswurzel  oder  gleich  Nnl 
sind.  Ordnet  man  nun  die  Glieder  nach  ihren  Vorsetzungen,  so 
zerfällt  der  Ausdruck  für  a*  in  genau  n  Stücke,  von  denen  eines 
einwerthig  und  folglich  gleich  Null  ist;  die  Qbrigen  sind  offenbar 
als  die  Wurzeleleniente  anzusehen. 

Bei  den  Gleichungen,  deren  Grad  die  vte  Potenz  einer  Prii- 
zahl  p  ist,  hindert  nichts,  die  Wurzelfomi  aus  lauter  piea  Wur- 
zeln   zusammenzusetzen.      Die  Wurzelform    für     die    GleidniK 

a^p'  H-  qxP"  -  -  +  rx^'  - »  +  . . .  +  m  =  0  ist  alsdann  .r  =j^e^  * 
h ^2  +^3  ^3  4-  . . .  +  j.^i  +  jih «•  +1  +  . .  Dadurch,  dass  nm 
den  Vorsetzungen  jj ,  j%,  h,  . . . ,  jv  alle  ihre  p  Werthe  und  aDe 
p'  Combinationen  dieser  Weiche  giebt,  erhält  man  die  |)' Glei- 
chungs wurzeln.  Ein  Beispiel  hiezu  möge  die  aus  drei  Quadrat- 
wurzeln bestehende  Wurzelfonn  der  Gleichung  vierten  Grade 
sein.  Die  Voi*setzungen  zweier  Wurzelelemente  müssen  von  ea- 
ander  unabhängig  sein,  damit  die  Gleichung  vier  Wurzeln  habe; 
aber  das  dritte  Wurzelelement  ist  von  diesen  beiden  ratioBil 
abhängig ;  denn  sonst  hätte  die  Gleichung  mehr  als  vier  Woneh. 
Die  einzig  mögliche  Wurzelform  ist  demgemäss  .r  =  ye,+/ei 
+  jj'e^,  wie  sie  im  sechsten  Gapitel  bei  der  Auflösung  der  Gte 
chung  vierten  Grades  gebraucht  worden  ist  Nun  ist  e^  als  Quadrat- 
wurzel zweiwerthig  und  kann  folglich  nur  eine  ZweiwerthigU 
als  Vorsetzung  haben.  Alle  aus  den  j  und  j*  zu  bildenden  Zw- 
werthigkeiten  sind  j ,  j*  und  jj* ;  die  beiden  ersteren  sind  ftr  dtt 
Element  63  natürlich  ausgeschlossen ;  es  bleibt  daher  nur  jj*  tk 
Voi-setzung  übrig. 

Für  eine  Gleichung  achten  Grades  ohne  zweites  Glied  ist 
die  Wurzelform  x  =  je,  +ye^  -hf'es  +  i;'c^  +  jj"e^  +  jft^ 
+  jj'j"^7^  worin  j,  j\  f*  wiederum  drei  von  einander  UDabh&ngip 
quadratische  Einheitswurzeln  vorstellen.  Bezeichnet  man  nk 
j,  j'  zwei  kubische  Einheitswurzeln,  so  ist  für  die  Gldehiof 
neunten  Grades  ohne  zweites  Glied  x  =  j^i  -|-  fe^  +i*«i  +i/'^ 
+  j'*^5  +  j*/^6  +jJ'^e,+j^j'Us>  Eine  analoge  ZusamoMi- 
setzung  hat  die  Wui-zelform  für  jede  andere  Gleichung,  dewi 
Grad  die  Potenz  einer  Primzahl  ist. 

Was  nun   die  Gleichungen  anbetrifift,  deren    Grad  aus  v«^ 
schiedenen  Factoren  besteht,  so  sind,  infolge  freier  Wahl  hii- 
sichtlich  unabhängiger  Wurzelelemente,  soviel  Wurzelfonnen  mit 
lieh,  als  es  Arten  giebt,  den  Grad  der  Gleichung  in  Factoren  fl 
zerlegen.    Diese  verschiedenen  Wurzelformen  sind  aber  nnrdaaa  1 
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mehr  als  blos  durch  die  lieiheafolRe  dev  Elemente  von  einander  ver- 
schieden ,  wenn  die  kleinsten  f>emeingchaftlicheD  Vielfachen  der 
Grade  der  UDal>hängi«en  Wurzeleleniente,  also  die  Grössen  tti 
verschieden  sind.  Die  Beschaffenheit  dieser  vei-schiedenen  Wur- 
zelformen  ist  schon  oben  an  der  Gleichung  72.  Grades  erläutert 
worden.  Für  die  Gleichungen,  deren  Grad  die  Potenz  p'  einer 
Primzahl  p  ist,  giebt  es,  wie  aus  dem  eben  Festgestellten  her- 
vorgeht, soviel  Wurzelformen,  als  der  Exponent  v  Einheiten  ent- 
hält. Die  einfachste  Wurzelform  ist  jedoch  diejenige,  die  aus 
lauter  pten  Wuraeln  besteht.  In  diesem  Fall  ist  nitmlich,  wie 
Eich  durch  eine  nm  Schluss  dieses  Capitels  anzugebende  Ver- 
fahrungaart  zeigen   lässt,  die  Resolvente  höchstens  vom  Grade 

p'-i. 

4.  Hie  in  den  vorigen  Nummern  eingeschlagenen  Wen- 
dungen, in  denen  bei  einzelneu  Punkten  von  Gleichungen  nied- 
rigeren Grades  her  bekannte  Analogien  maassgebend  wurden, 
enthielten  nur  insofern  etwas  Hypothetisches,  als  vorausgesetzt 
wurde,  dass  die  Grössen,  welche  in  den  Wurzelelementen  untei' 
dem  Wurzelzeichen  stehen ,  Irrationalitäten  niedrigeren  Grades 
seien.  Ohne  letztere  Voraussetzung  nämlich  bliebe  das  Kaisonne- 
Rient  gegen  Ende  der  ersten  Nummer  ohne  die  gehörige  Stütze. 
Dieser  hypothetische  Charakter  einer  der  Beweisstützen  soll  nun 
endgültig  beseitigt  und  zugleich,  unter  Verfolgung  der  in  diesel 
Richtung  liegenden,  aber  unvollendet  gebliebenen  Untersuchungen 
Abels  dargethan  werden,  dass  die  von  uns  vorausgesetzten  Wuiv 
zelfonnen  in  der  Natur  algebraischer  Ausdrücke  überhaupt  und 
specieller  in  der  Natur  von  Gleichungswurzeln  begründet  siniL 
Auch  werden  wir  hiebet  die  Abelschen  Untersuchungen  ergilnzeil, 
da  das,  was  er  hinsichtlich  der  Wurzelform  sowie  in  Beziehui% 
auf  die  Lösungsbedingungen  gefunden  hat,  ebenso  wie  bei  Galois 
sich  auf  die  priragradigen  Gleichungen  beschränkt.  Alles,  was 
wir  für  zusammengesetzte  Grade  von  diesen  beiden  Mathema- 
tiken! haben,  besteht  im  günstigsten  Fall  in  unbewiesenen  Aus- 
sprüchen und  Behauptungen  bezüglich  besonderer  Beispiele.  Alles 
dies  beschränkt  sich  darauf,  dass  gelegentlich  in  Briefen  oder  in 
unvollendeten  Bruchstücken  geäussert  wird,  irreducible  Glei- 
chungen zusammengesetzter  Grade  würden  nur  lösbar  sein,  wenn 
sie  nach  Maassgabe  der  Factoren  des  Exponenten  zerlegbar 
wären.  Letzteres  erläutert  sich  bestimmter  daliiu ,  dass  eine 
Gleichung  vom  Grade  mn  nur  lösbar  sein  könne,  wenn  sie  sich 
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in  m  Factorengleichungen  vom  nten  Grade  zerfallen  lasse,  derei 
Goefficienten  von  einer  Gleichung  mten  Grades  abhängen.  Hie- 
bei  können  m  und  n  irgend  welche  zwei  Factoren  des  ExpcmeDta 
sein.  Nun  haben  derartige  Verlautbarungen  oder  VorwegDaloM 
auch  ohne  Beweise  immerhin  Werth ;  wir  aber  werden  hier  & 
Beweise  geben,  die  bisher  Niemand  geliefert  hat 

Es  ist  zunächst  nöthig,  sich  zurückzurufen,  dass  jedeoi- 
werthige,  algebraische  und   ganze  Function    auch    rational  m 
muss.    Bekäme  man  etwa  dafür  in  der  Rechnung  einen  imtie- 
nalen   Ausdruck,   so  wäre  nur  der  rationale    Bestandtheil  des* 
selben  zu  berücksichtigen ;  die  Irrationalitäten  mttssten  sich  uf- 
heben,  weil,  wie  im  fünften  Capitel  gezeigt  worden,  MehrwertUf- 
keiten  und  Einwerthigkeiten  jede  für  sich   in  Gleichung  std« 
müssen.    Wenn    wir   nun    solche   Grössen,    die    in    den  mato- 
matischen  Problemen  als  direct  gegeben  und  von  keiner  and« 
Grösse  abhängig  vorkommen,  in  den  hiehergehörigen  Aufgaba 
also   z.  B.  die    Coefficienten   der   gegebenen    Gleichung,  dem 
Wurzeln  untersucht  werden  sollen,  Elementargrössen  nennen, 9 
ist  jede  Grösse   entweder  eine  Function    von    Elementargrössa 
oder    selbst    eine    Elementargrösse.    Alle    Grössen,  die  als  ge* 
brochen,  mehrwerthig ,   irrational  oder  transcendent   bexächnet 
werden,  können  keine  Elementargrössen  sein,    da  diese  Wötff 
keine  Eigenschaften  bezeichnen  können,  die  eine  Grösse  an  sick 
selbst  hätte,  sondern  eine  Beziehung  zu  andern  Grössen  andei* 
ten.     Elementargrössen  müssen  aber  in  jedem  Problem  der  raoa 
und  angewandten  Mathematik  vorkommen;  das  GregenstQck  diu 
sind  die  Operationen ,  durch  welche  die  andern  Grössen  aus  d» 
Elementargrössen  zusanmiengesetzt  werden  und  die    das  We« 
der  Form  jeder   Function  ausmachen.    Man   muss  also  dem  eta 
bewiesenen   Satz   der  Genauigkeit  wegen   so   aussprechen:  eiM 
algebraische  und  ganze  Function,  die  der  Form  nach  eiDweitkijf 
ist,  muss  deswegen  in  Beziehung  auf  ihre  Elementargrössen  uA 
rational  sein.    Ein  analoges  Gesetz  besteht  auch   für  die  tx» 
cendenten  Functionen.    Erhielte  man  nämlich  für  eine  einwertkig* 
ganze  transcendente  Function  einen  der  Form  nach  mehrwertUgB 
Ausdruck,  so  mlissen  sich   die   mehi-werthigen  Bestandthefle du 
letzteren  aufheben,  da  eine  Einwerthigkeit  nicht  zugleich  eil* 
Mehrwerthigkeit  sein  kann. 

Mit    Hülfe    dieser   beiden  Sätze   kann   man    nun  jeder  p' 
brochenen ,   sei  es   algebraischen ,   sei   es  transcendenten  mAr^ 


werthigen  Function  eine  solche  Form  geben,  dass  die  Mehr- 
werthigkeit  blos  im  Zähler  vorkommt,  während  der  Nenner  eiii 
werthig  wird.  Man  kann  nämlich  zuerst  alle  Brüche  auf  einen 
gemeinschaftlichen  Nenner  bringen  und  erhält  so  einen  Quotienten 
zweier  ganzer  Functionen,  die  wir  F  und  /'  nennen  wollen  Be- 
zeichnet man  nun  mit  /i,  f^,  f^,  . . .,  /"„  die  verschiedenen  Werthe 
der  Function  f  und  multiplicirt  dann  den  Zähler  und  Nenner  von 


/". 


mit  demProduct  fi-Uft--  ■  /»■  ^o  ^i*'''  ^^^  Nenner  zu  einer 


einwerthigen  Function  und  der  Zähler  enthält  nur  diejeniijen 
Mehrwerthigkeiten,  die  auch  in  f  und  F  vorkommen.  Das  Tro- 
duct  aller  Werthe  einer  mehrwerthigen  Grösse  ist  nämiich  immer 
einwerthig;  denn  wenn  man  den  Factoren  andere  Wertlie  giebt, 
80  vertauschen  sie  sich  nur  unter  einander  und  der  Werth  eines 
Products  ist  ja  immer  von  der  Reihenfolge  der  Factoren  unab- 
hilngig.  Ebenso  ist  jede  Function  der  verechiedenen  Werthe 
einer  mehrwerthigen  Grösse  einwerthig,  wenn  sie  die  Eigenschaft 
hat,  dass  eine  Vereetzung  dieser  verschiedenen  Werthe  nur  die 
Reihenfolge  der  Glieder  oder  Factoren,  nicht  aber  die  Form  und 
den  numerischen  Werth  dieser  Function  ändert.  Da  nun  eine 
Function  von  »Grössen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  keine 
der  h!  Permutationen,  die  man  zwischen  diesen  Grössen  aus- 
führen kann,  jemals  den  numerischen  Werth  oder  auch  nur  die 
Foi-m  der  betreffenden  Function  ändert,  eine  symmetrische  ge- 
nannt wird,  so  kann  man  den  allgemeinen  Satz  aussprechen,  dass 
jede  symmetrische  und  zugleich  den  Reehnungsoperationen  nach 
einweithige  Function  aller  Werthe  einer  mehrwerthigen  Grösse 
einwerthig  sei.  Wenn  mau  dagegen  alle  Werthe  einer  mehr- 
werthigen Grösse  bis  auf  einen  miteinander  multiplicirt,  so  ist 
das  Product  gleich  dem  Quotienten  aus  dem  einwerthigen  Product 
aller  Werthe  und  diesem  einen  Werth  und  hat  folglich  ebenso- 
viele  Werthe,  wie  dieser  eine  Werth.  Diese  Thatsache  Iflsst  sich 
ebenfalls  verallgemeinern,  so  dass  man  den  Satz  erhält:  eine 
symmetrische  Function  von  n  —  1  Werthen  einer  «werthigen 
Grösse  hat  h  Werthe.  DemgemÄss  kann  man,  wie  gesagt,  eine 
gebrochene  mehrwerthige  Function  als  den  Quotienten  aus  einer 
ganzen  ebensovielwerthigen  und  einer  ganzen  einwerthigen  dar- 
stellen. Der  Satz,  dass  eine  einwerthige  Function  auch  von  ein- 
werthiger  Form  sein  müsse,  gilt  also  auch  für  jede  gebrochene 
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^iL^er.hiie  YiLriioi^.  da  erce  solche  sich   hienadi  als  Qaotieit 
zweier'  .'anzer  e:iwenh:rer  Functioiieii  ausdrücken  lisst 

Der  Vol2ftc^ii'i:2ke::  ies  Zasammeiihaiigs  w^en  and  um  ftr 
•las  Weiterfolizec-je  kefr^e  Lücke  zu  lassen .  wiederbolen  wir  a 
dieser  uL^i  'ien  iSlzenien  Nuzcmera  auch  den  Beweisgang  AImIi, 
•1er  1^  eii3^5tens  für  priirffraiiiee  Gleicfannsen  kein  Bmchstflck  ge- 
Mieben  ist .  hinsi'.hilich  der  zosammengesetztgradigen  aber  nr 
bis  zu  'lern  tod  jenem  Mathematiker  aufgeldndenen  Exponenioi' 
ge^etz  reicht  Wer^n  ein  irrationaler  algebraischer  Ansdrodt 
Wurzelsrrössen  enthält,  die  als  rationale  Functionen  anderer, ii 
demselben  algebraischen  Aosdruck  enthaltener  Wurzdgrössei 
rlargestellt  werden  können,  so  kann  man  jene  l>eseitigen,  indea 
man  an  ihrer  Stelle  die  ihnen  entsprechenden  Ausdrücke  is  da 
andern  Wurzelsrrössen  einsetzt.  In  der  Cardanischen  Fonnd 
z.  B.  ist  die  eine  der  beiden  Kubikwurzeln   rational  durch  & 

andere  ausdrückbar :  denn  man  hat  /iw  =  ^ -^und  folgiick 

^w  ^^         r.  j  ^   ö<ier  I  =  — ^,   —  .      Schreibt     mau   aber  x  = 

—  75  -r  '  -r        (1/      '  -^  ^^*  ™*°  ^  ^^  ®™®  Form  gebradt, 

welche  keine  Wurzelgrösse  mehr  enthält,  die  durch  eine  rationik 
Function  einer  andern  au^rückbar  wäre.  Bei  der  Glädkotf 
vierten  Grades  ist  das  Product  der  drei  Wurzelelemente  /,  «,* 
wenn  wir  die  aus  drei  Quadratwurzeln  bestehende  Form  yontt- 

setzen,  gleich  ~'  ^  '^   f^       '" .     Wenn  man   aber  x  =  —  t 

0-*  4 

+  1+  m+  ""— i^v^^^^^  -  setzt,  so  enthält  dieser  Ausdrod 

keine  Wurzelgrösse  mehr,  die  rational  durch  eine  andere  VBr 
gedrückt  werden  könnte.  Wir  wollen  nun  diejenigen  Wuid* 
grossen  eines  algebraischen  Ausdrucks,  die  selbst  unter  eiMi 
Wurzelzeichen  stehen  (also  z.  B.  die  Quadratwurzel  in  der  Ctf* 
dänischen  Formel ,  die  Kubik-  und  die  darunter  stehenden  Qoft- 
dratwurzeln  im  Wurzelausdruck  der  Gleichung  vierten  Graiksli 
innere,  die  übrigen  dagegen  äussere  Wurzelgrössen  nenM 
Wenn  eine  Wurzelgrösse  in  einem  algebraischen  Ausdruck  si^ 
wohl  isolirt  als  unter  einem  Wurzelzeichen  vorkommen  sofltt; 
wollen  wir  sie  ebenfalls  eine  innere  nennen.  Diejenigen  Weitk 
die  eine  Wurzelgrösse   dadurch   annimmt,  dass  man  ihr  die  fr- 


schiedenen  ihrem  Exponenten  entsprechenileii  Einheits wurzeln 
vorsetzt ,  sollen  die  äUBsern  Werthe  dieser  Wurzel  heissen ;  die- 
jenigen aber,  <lie  dadurch  entstehen,  ilass  man  dem  unter  dem 
Wurzelzeichen  stehenden  Ausdruck,  falls  dei-selbe  irrational  ist, 
seine  verschiedenen  Werthe  giebt,  mögen  die  innern  Werthe 
dieser  Wurzelgrösse  heissen.  Dementsprechend  werden  wir  auch 
von  den  äussern  und  innern  Werthen  eines  iiTationalen  algebrai- 
schen Ausdrucks  zu  reden  haben.  Sodann  werden  wir  jedem 
inationalen  algebraischen  Ausdmck  eine  solche  Form  geben,  dass 
er  nur  Wui-zelgröEsen  mit  Primzahlexponenten  enthält;  denn  man 
kann    eine  Wui'zelgrösse  zusammengesetzten  Grades  durch   eine 

Ineinanderschachtelung  von  primgradigen  Wurzeln,  z.  B.  V^  durch 

f  Va  oder  durch   y  V^  ausdrücken. 

Zu  diesen,  bereits  von  Abel  angegebenen  Transformationen 
eines  algebraischen  Ausdrucks,  welche  nothwendig  sind,  um 
Schlüsse  hinsichtlich  des  Baues  eines  solchen  algebraischen 
Ausdrucks  zu  machen,  der  Wui-zel  einer  gegebenen  rationalen 
Gleichung  sein  soll,  fügen  wir  der  grossem  Bequemlichkeit 
und  Einfachheit  wegen  noch  eine  hinzu,  welche  darin  besteht, 
dass  wir  auch  eventuell  alle  diejenigen  Wurzelgrössen ,  die  sich 
etwa  durch  die  fünf  rationalen  Grundoperationen  aus  den  übrigen 
und  deren  etwaigen  verschiedenen  inneren  Werthen  zusammen- 
setzen lassen  sollten,  eliminiren,  indem  wir  sie  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Functionen  ersetzen.  Wenn  hienach  ein  alge- 
braischer Ausdruck  neben  irgend  einer  Wui'zelgrösse  auch  noch 
einen  oder  mehrere  andere  innere  Werthe  derselben  enthält,  so 
müssen  diese  itls  verschiedene  selbständige  AVurzelgrössen  an- 
gesehen werden.  Dies  findet,  wie  wir  sehen  werden,  bei  allen 
algebraischen  Ausdiücken  statt,  die  Wurzeln  einer  sogenannten 
irreducibeln  Gleichung  sind,  deren  Gradzahl  irgend  einen  Prim- 
factor  mehrfach  enthält. 

5.  Wenn  ein  irrationaler  algebraischer  Ausdruck,  der  in 
jeder  Beziehung  nach  den  Ausführungen  der  vorigen  Nunimei' 
umgeformt  worden,  gebrochen  ist,  so  kann  man  ihn,  nach  der  am 
Anfange  derselben  angegebenen  Methode  für  gebrochene  Functio- 
nen überhaupt,  in  einen  ganzen,  d.h.  in  einen  Quotienten  aus 
einem  ganzen  irrationalen  und  einem  ganzen  rationalen  Aus- 
druck, verwandeln.  Es  ist  jedoch  nöthig,  noch  besonders  zu 
zeigen,   dass  bei  diesem  Verfahren  keine  neuen  Wurzelgi-össen 
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eingeführt  werden,  dass  die  neue  Form  deshalb  auch  keSoe 
Wurzelgrösse  enthalten  kann,  die  rational  durch  die  Qbrigennid 
deren  innere  Werthe  ausgediückt  werden  könnte.  Die  Umwandlng 
wird  nämlich,  wie  oben  gezeigt,  dadurch  bewerkstelligt,  dass  miB 
zunächst  alle  Brüche  auf  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  /'bringt 
und  so  den  betreffenden  gebrochenen  algebraischen  Ausdruck  als  da 

F 

Quotienten-^  zweier   ganzer  Ausdrücke  darstellt.     MultipBdrt 

man  alsdann  Zähler  und  Nenner  mit  dem  Product  aller  anden 
äussern  Werthe  des  Nenners,  so  wird  hiedurch  keine  neue  Wund- 
gi-össe  oder  ein  anderer  innerer  Werth  einer  solchen  eingeführt 
Der  Nenner  des  neu  gewonnenen  Ausdrucks  enthält  nun  kriie 
Wurzelgrösse  mehr,  die  in  dem  vorigen  Ausdruck  eine  äussere  war; 
denn  da  das  Product  aller  Werthe  einer  mehrwerthigen  FuDCtn 
einwerthig  und  f  eine  durch  seine  äussern  Wurzelgrössen  mdr 
werthige  Function  der  inneni  ist,  muss  das  Product  aller  dieecr 
Werthe  eine  einwerthige  Function  der  innem  Wurzelgi-össeo  seil 
und  enthiUt  folglich  die  äussern  Wui'zelgrössen  von  f  nicht  mehr. 
Ist  der  Nenner  rational,  so  ist  damit  die  Aufgabe  gelöst;  «• 
nicht,  so  kann   man  dieses  Verfahren  nun   an    dem  neuen  Aus- 

F 

druck  für     --     wiederholen,    und    es   lässt    sich    dann   diesdbe 

Schlussweise  anwenden.  Da  nun  /"eine  endliche  Anzahl  Wunei- 
grössen  enthält,  muss  man  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens 
schliesslich  zu  einem  Ausdmck  mit  rationalem  Nenner  kommeo. 
dessen  Zähler  nach  den  eben  gemachten  Ausfuhrungen  ktine 
neue  Wurzelgrösse  enthält 

Wir  werden  einen  ganzen  algebraischen  Ausdruck  unredud^ 
bar  nennen ,    wenn  er  entweder  rational  ist  oder    im  Falle  der 
Irrationalität  keine  Wurzelgrösse  enthält,    deren  Exponent  eine 
zusammengesetzte  Zahl  ist  oder  die  rational   durch   die  anden 
Wurzelgrössen  und  die  verechiedenen  inneren  Werthe  derselb« 
ausdrückbar  wäre,  es  sei  denn,  dass  sie  selbst  ein  anderer  innerer 
Werth  einer  in   dem  betreffenden  algebraischen   Ausdruck  ent- 
haltenen  Wurzelgrösse    wäre.    Wir    haben  gesehen,    dass  dib 
jeden    algebraischen    irrationalen    Ausdruck    auf    eine   derartige 
Fonn  bringen  kann;    und  da  die  Wurzel  einer  algebraisch  lös- 
baren Gleichung  schon  dem  Begriff  der  algebraischen  LösbaAeit 
gemäss  eine  algebraische  Function  ihrer  Coefficienten  sein  iuhI 
entwedei'  rational  sein  oder  eine  endliche  Anzahl  Wurzelgrössei 


t  Hithalten  muss,    so  muss  die  Wurzel  einer  at^'ebraisch  Ifisbai-en 
1  Gleichung  durcb  einen   unreducirbaren    algebraischen  Ausdruck 
t  darstellbar  sein.    Ausserdem  sei  noch  bemerkt,  dass,  weun  eine 
i  Gleichung  inationale  Coefßcienten  hat,    und  man  eliminiit  aus 
I  jedem  Coefficienten  alle  Wurzeigi-össen ,    die  als  i-ationale  Func- 
tionen der  in  allen  Coefficienten  entlialtenen  Wui-zelprössen  und 
deren  verschiedener  innerer  Werthe  darstellbar  sind,  und  macht 
ihn  ganz,  falls  er  gebrochen  ist,  so  werden  wir  sagen,  dass  diese 
irrationale  Gleichung  auf  die  unreducirbare  Form  gebracht  oder 
dass  ihre  Coefficieüten  unreducirbar  gemacht  worden  seien. 

Die  wichtigsten  Eisenthümlichkeiten,  welche  ein  unreducir- 
barer  algebraischer  Ausdruck  besitzt,  sind  die,  dass  erstens  die 
"Werthe,  die  er  annimmt,  wenn  man  den  darin  enthaltenen  äussern 
Wurzelgrössen  ihre  vei-schiedenen  Werthe  ertbeilt,  sämmtüch  von 
einander  numerisch  verschieden  sind  und  zweitens,  dass  kein 
anderer  unreducirbarer  algebraischer  Ausdruck  vorhanden  sein 
kann,  welcher  aus  denselben  Wurzelgrössen  zusammengesetzt 
wäre  und  deoselben  numerischen  Werth  hätte;  oder  mit  andern 
Worten,  dass  eiue  algebraische  Function  nicht  zwei  oder  mehrere 
Gestallen  haben  kann,  die  zugleich  unreducirbar  wären  und  aus 
denselben  Wurzelgrössen  beständen.  Diese  Sätze,  die  zur  Fest- 
stellung der  Wuraelform  einer  Gleichung  nothivendig  sind,  lassen 
sich  auf  folgende  Art  beweisen.  Es  sei  F^fix)  eine  alge- 
braische, rationale  und  ganze  Function  der  Grösse  x,  die  selbst 
wieder  eine  rationale  und  ganze  Function  gewisser  Elementar- 
grössen,  zu  denen  auch  die  primgradigen  Einheitawurzeln  ge- 
rechnet werden  müssen,  und  der  Wurzelgiössen  w,  w',  w", ...  ist, 
von  denen  keine  durch  die  andem  rational  ausdrttckbar  sein 
möge.  Der  Ausdruck  x^  if  («',  w\  w",  . . .)  kann  also  eine  be- 
liebige algebi'ai.sche  Function  vorteilen.  Nun  ist  F  eine  Function 
von  X  und  folglich  auch  der  Grössen,  von  denen  x  selbst  Function 
ist,  also  auch  eine  Function  von  «,»',«;",...  Wir  schreiben 
daher  J*  =  i/'  (w,  w',  w', . . .). 

Es  ist  klar,  das.s  die  Form  der  Function  ip  nicht  von  den 
Werlhen  abhängt,  welche  die  Grössen  m-,  u-',  «.",  . .  .  haben,  wie 
überhaupt  die  Form  einer  Function  mit  den  Wertben  ihrer 
Argumente  nichts  zu  thun  hat.  Wenn  man  also  x  einen  andern 
Weith  repräsentiren  iässt,  indem  man  einer  oder  mehreren  der 
Wurzelgi-össen  ip,  w',  tc'\. .  ,  andere  Werthe  giebt,  so  erhält  man 
den  entsprechenden  Werth  von  F  —  /"  {x),  indem  man  in  dem  Aus- 


I^M^ 
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druck  üf  {u\  tv\  w'\  . . .)  dieselben  Werthändeiiingen  an  da 
Wurzelgrössen  vornimmt,  wie  sie  in  qp  (tr,  w\  tc"^  . . .)  vorgawa- 
men  wurden,  um  den  andeni  Werth  von  x  zu  erhalten.  Na* 
dem  dies  festgestellt  ist,  ergiebt  sich  zunächst,  dass,  weDnek 
Werth  von  f{x)  gleich  Null  ist,  es  auch  alle  übrigen  sind.  OrdMt 
man   nämlich  den  Ausdruck  von /"(a;)  nach   den  Potenzen' eiiur 

m 

darin  enthaltenen  Wurzelgrösse  w  =  VJ  und  setzt  ihn  gleick 
Null,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  tr,  von  welcher  ei« 
Wurzel  zugleich   Wurzel  der   Gleichung  tc?*"  —  r  =  Oist,(bji 

ic  =  Vjer  ist.  Jene  Gleichung  ist  vom  (m  —  1)  ten  Grade  in  c 
da  eine  höhere  Potenz  von  w  als  eine  Potenz  von  js  oder  als 
Product  einer  Potenz  von  j?  mit  einer  niedngeren  als  mten  Potoi 
von  w  aufzufassen  ist.  Hieraus  schliessen  wir ,  dass  die  Coei- 
cienten  der  Gleichung  in  w,  die  wir  mit  -4,  Ä  C,  2), . . .,  Zte 
zeichnen  wollen,  alle  gleich  Null  sein  müssen.  Hat  man  nämlid 
A  +  Btv-\-  Civ^  +  Dw^  +  . . .  +  Kw  »»-1=0,  worin  i,  J, 
C,  D,  , .  .j  K  rationale  Functionen  von  z  und  den  andern  Wnnel' 
grossen  sind,  so  folgt  daraus  A  =  —  (Bw  +  Ctp^  -f-  Dir*  + ... 
+  Kw"'-^).  Die  linke  Seite  der  Gleichung  ist  relativ,  ik 
in  Beziehung  auf  z  und  die  übrigen  Wurzelgrössen,  rational;  & 
rechte  Seite  aber  relativ  irrational,  da  w  nicht  rational  durcl 
die  in  A,  B,  C\  D,  . . .,  K  enthaltenen  Wurzelgrössen  ausgedrückt 
werden  kann. 

Ein  rationaler  Ausdruck  kann  nun  offenbar  nicht  einoi 
irrationalen  gleich  sein,  es  sei  denn,  dass  letzterer  nur  derFom 
nach  irrational  und  die  Wurzeln  ausziehbar  wären.  Um  jedod 
noch  deutlicher  zu  machen,  dass  auch  durch  Combination  mehrerer 
unausziehbarer  Wurzeln  keine  Rationalität  entstehen  könoe, 
wollen  wir  den  Satz  streng  beweisen,  indem  wir  zeigen,  dass  di« 
Gleichung  A  +  Bw  +  Cw^  +  Dw^  +  ...  -f-  Ktv  »•  - 1  =  0  da 
der  Gleichung  iv '"  —  z  =  0  keine  Wurzel  gemeinsam  haba 
könnte ,  wenn  eine  der  Grössen  A,  B,  C,  D^  , ,  .,  K  einen  tob 
Null  verschiedenen  Werth  hätte.  Nach  einem  Satz  der  afl- 
geraeinen  Gleichungstheorie  müssen  nämlich  zwei  GleichungcD, 
die  eine  oder  mehrere  Wurzeln  gemeinschaftlich  haben,  eiw 
oder  mehrere  gemeinschaftliche  rationale  Divisoren  haben,  die, 
gleich  Null  gesetzt,  Gleichungen  vorstellen,  deren  Wundn 
beiden  Gleichungen  gemeinschaftlich  sind.  Diesen  gemeinsctafr 
liehen  rationalen  Divisor  oder,    wenn  mehrere   vorhanden  ätA 


denjei)i(;eD ,  der  den  niedrigsten  Gvad  in  w  hat,  werden  wir  mit 
w' -J- nMi*~  ^+ 6«'*^-+  ...  -h  h  bezeichnen,  wo  dann  die 
Coel'ficienten  a,h,  . . .,  A  rationale  Functionen  derjenigen  Wureel- 
grössen  sind,  die  ausser  tc  in  dem  Ausdruck  von  x  enthalten  sind. 
Ware  nun  k  =  l,  so  hätte  man  tp  +  o  =  0,  woraus  w  =  —  o 
foltrt,  -was  nicht  möglich  ist,  da  dann  u>,  der  Voraussetzung  zu- 
wider, rational  durch  die  Ubrifjeu  Wui-zelprössen  ausdrückbar 
wäre.  Es  ist  also  it  grösser  als  1 ,  und  da  sämmtliche  Wui'zeln 
der  Gleichung  w'+aw*-'+6w*~--l-  ..  -t-A  auch  Wurzeln 
von  tv  "•  —  e  sind,  so  ist.  wenn  f«i  eine  Wurzel  dieser  Gleichung 
bezeichnet,  jtCi  eine  andere,  wenn  man  mit  j  einen  imaginären 

Werth  von  Vi  bezeichnet.  Man  hat  also  auch  j' Wi*-)- «j  *  ~' 
w,  *  *  '  -h  ti  '  ^  '^  Wi  '  -  ^  +  ...  +  A  =  0,  Multiplicirt  man  die 
ei-ste  Gleichung  mit  j*  und  zieht  diese  davon  ab,  so  erhält  man 
eine  Gleichung  in  %  vom  Grade  k  —  1.  Diese  Gleichung  hat 
die  Wurzel  w,  mit  der  Gleichung  iten  Grades  gemeinschaftlich; 
beide  haben  also  einen  gemeinschaftlichen  Divisor,  der  zugleich 
gemeinschaftlicher  Divisor  der  ursprünglichen  Gleichungen  in 
u>  ist;  dies  wJlre  aber  gegen  die  Voraussetzung,  derzufolge  die 
Gleichung  Aten  Grades  der  niedrigstgradige  gemeinsame  Divisor 
jener  beiden  Gleichungen  sein  sollte.  Es  Hesse  sich  noch  ein- 
wenden, dass  die  Coefficienteu  der  Gleichung  (k  —  1)  ten  Grades 
alle  gleich  Null  sein  könnten.  Aber  der  letzte  Coefficient  dieser 
Gleichung  ist  gleich  A{j''  — 1);  wäre  dieser  gleich  Null,  so 
müsste  entweder  h  oder  y '  —  1  gleich  Null  sein.  Es  kann  aber  Ä 
nicht  gleich  Null  sein;  denn  dann  wäre  die  Gleichung  w*  + 
aH!*-'  +  Ä«'*~-+  -■■  -|-A^0  durch  w  theilbar  und  folg- 
lich nicht  der  kleinste  Divisor  von  der  Gleichung  j1 -H  Bw  4- 
Cmj»  -I-  Dtc^  +  ...  +Kw-'=  0.  Sollte  aber  j*  —  1  =  0 
sein,  so  niüsste.j*=  1  sein,  was  unmöglich  ist,  da  die  Potenz 
einer  von  Eins  verschiedenen  primgradigen  Einheitswurzel  nicht 
gleich  1  sein  kann,  sofern  nicht  ihr  Exponent  durch  m  theilbar 
ist;  k  ist  aber  kleiner  als  m. 

Die  Gleichungen  A  +  Btc  -\-  Ctc*  +  Dtc^  -H  . . .  +  Kui  "  -  ' 
—  0  und  w  —  Ä  =  0  haben  also  keine  Wurzel  gemeinschaftlich,  da 
eine  solche  Voraussetzung  auf  einen  Widerspruch  führt.  Es  ist  daher 
^^  0,  B-  0,  C—  0,  ...,£:=0  und  die  Gleichung /(j;)  =  0 
bleibt  demgemäss  noch  besteben,  wenn  man  tc  einen  beliebigen 
seiner  m  äussern   Werthe  giebt.    Wendet  man  dieselbe  Schluss- 
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weise  auf  die  Gleichungen  A  =  0,  JB  =  0,  C^O,  ...,Z=Ö 
an,  so  ergiebt  sich,    dass  man  auch  jeder  andern  in  A,ByC,dj 
. .  .y  K  enthaltenen  äussern  Wurzelgrösse  alle  ihre  äussern  Werthe 
geben  darf,    ohne  dass  die  Gleichung  f(x)  =  0  unerfüllt  bleibt 
Auch   die   innern  Wui'zelgrössen  können   alle  ihre   Werthe  an- 
nehmen ,   da  die  Coefficienten  der  aussein  Wurzelgrössen , '  unter 
denen  sie  stehen,    zu  Null  werden.    Durch   Fortsetzung  dieses 
Yei*fahrens  gelangt  man  schliesslich  zu  dem  angekündigten  Sat^ 
dass,    wenn  ein  Weith  von  f(x)  =  0  ist,    es  auch   alle  übriga 
sein  müssen.    Es  besteht  hienach  ein  allgemeines  Gesetz,  das» 
wenn   irgend   eine  Function   eines  Werthes  eines   algebraisdia 
Ausdrucks  gleich  Null  ist,  dieselbe  Function  jedes  andern  Werthes 
desselben    algebraischen    Ausdrucks    ebenfalls    gleich   Null  seil 
müsse.    Zugleich  zeigt  sich,  dass,  wenn  eine  Gleichung  zwischei 
Wurzelgrössen    besteht,    von    denen    keine    rational    durch  die 
andein  ausdrückbar  ist,  diese  Gleichung  auch  dann  noch  bestdiei 
bleibt;    wenn  man  den  darin  enthaltenen  äussern  Wurzelgrässa 
ihre  verschiedenen  Werthe  giebt.    Aus  diesem  Gesetze  folgt  daai 
auch  das  Gesetz  der  Ungleichheit  der  aus  der  Mehrwerüu^eä 
der  äussern  Wurzelgrössen   entstehenden  verschiedenen  VfetÜ» 
eines  unreducirbaren  algebraischen  Ausdrucks.     Um   dies  zu  b^ 
weisen,    ist  es  zunächst  nöthig,    den  schon  oben  angekündigtei 
Satz    zu    beweisen,    dass,    wenn    zwei  algebraische    AusdrQeb 
numerisch  gleich  sind,    sie   auch  der  Form   nach  identisch  seja 
müssen,  vorausgesetzt,   dass  sie  auf  die  unreducirbare  Form  ge- 
bracht worden  und  einer  von  ihnen  keine  Wurzelgrösse  enthaltet 
soll,  die  der  andere  nicht  auch  enthielte.    Die  beiden  Ausdrfieke 
mögen  x  und  x'  heissen  und  es  sei  to  eine  beiden  gemeinsehift- 
liche   äussere  Wurzelgrösse.     Man   ordne  nun    beide   nach  dei 
Potenzen    von   w,    so    hat    man   x  =  a+  htv  -i-  ctr*  +  . . .  t 
Äw;»"-!   und  x'  =  a'  +  b'w  +-  c'w^  +  . ..  +  h'tc^-K    Sek 
man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab ,    so  erh&It  mfl 
X  ^  X'  =  0  =  (a  —  a')  +  (b  —  h')  to  +  (c—  &)  «?«+..,+ 
(h  —  h')  w"*"-  ^    Da  wir  vorausgesetzt  haben,  dass  die  Ausärtdoe 
X  und  x'  unreducirbar  sind ,  so  kann  to  nicht  rational  durch  ft 
in  a,  a'j  h,  b',  c,c',  . . . ,  h,  h'  enthaltenen  Wurzelgrössen  ausgedrihÜ 
werden,  woraus  dann  folgt,  dass  die  Goef6cienten  der  letztem 
Gleichung   alle  einzeln  gleich  Null  sind,    so  dass  man  a  =  < 
6  =  6',  c  =  c',  ...,/*  =  *'  hat.   Es  ist  deshalb  nöthig,  den  S* 
auch  f(lr  die  algebraischen  Ausdrücke  a  und  a\  h  und  VyC^Wi 


.,k  und  h'  zu  beveisen;  man  kann  also  den  Beweis  des 
!  ftti'  den  Fall,  daps  x  und  x'  m  Wurzelgrässen  enthalten, 
''  auf  den  Fall,  dass  sie  höchstens  »<  —  1  Wui^elgrössen  enthalten, 
zurDckfUhren.  Den  Fall  ftlr  nlgebraische  Ausdvücke  mit  m  —  l 
Wurzelgrössen  kann  man  aber  ebenso  auf  den  von  m  —  2  Wurzel- 
grÖFse'n  zuiilckfUbven  und  so  fortfahren,  bis  man  zu  dem  F.rgebnisa 
kommt,  dass  zwei  numerisch  identische,  auf  die  unreducirbare  Fonn 
gebrachte  algebraische  Ausdrücke  der  Form  mich  identisch  sind, 
sofern  dies  für  AusdiUcke  mit  0  Wurzelgrössen,  d.  h.  fttr  rationale 
Ausdrücke,  stattfindet.  Die  in  den  beiden  Ausdrücken  unter  den 
Wuraelzeichen  enthaltenen  rationalen  Ausdrücke  müssen  nun 
aber  nicht  nur  numerisch,  sondern  auch  der  Form  nach  identisch 
sein,  weil  es  sonst  die  Wurzelgrössen  nicht  sein  könnten;  und 
hiemit  ist  jener  Satz  erwiesen,  den  wir  das  Gesetz  der  Gleichheit 
nennen  wollen. 

6,  Wenn  ein  Werth  eines  algebraischen  Ausdi-ucks  oder  einer 
mehrwerthigen  Gleichung  auf  die  unreducirbare  Form  gebracht 
worden  ist,  so  haben  natürlich  alle  Werthe,  die  derselbe  infolge 
der  Mehrwerthigkeit  der  darin  enthaltenen  Wurzelgrössen  durch 
die  vei-schiedene  Signirung  dei'selben  annimmt,  die  gleiche  Kigen- 
schaft.  Da  nun  zwei  Werthe  von  x,  die  sich  nur  durch  ver- 
schiedene Signirung  einer  oder  mehrerer  äusserer  Wurzelgrössen 
unterscheiden,  aus  denselben  Wurzelgrössen  zusammengesetzt  und 
beide  unreducirbar  sind,  so  können  sie  auch  nicht  numerisch 
gleich  sein:  denn  nach  dem  Gesetz  der  Gleichheit  mUssten  sie 
dabei  auch  der  Form  nach  identisch  sein;  dies  sind  sie  aber 
nicht,  weil  sie  verschiedene  Einbeitswurzeln  enthalten.  Demnach 
sind  alle  verschiedeneu  Werthe  eines  algebraischen  Ausdrucks, 
die  derselbe  infolge  der  Mehrwerthigkeit  seiner  äussern  Wurzel- 
grössen anzunehmen  vermag,  auch  numerisch  von  einander  ver- 
schieden, welches  Gesetz  wir  kurz  als  Gesetz  der  Ungleichheit 
bezeichnen. 

Wir  haben  oben  gezeigt ,  dass ,  wenn  eine  algebraische, 
rationale  und  ganze  Function  eines  Werthes  eines  unreducirbaren 
algebraischen  Ausdrucks  gleich  Null  ist ,  dieselbe  Function  jedes 
andern  Werthes  desselben  algebraischen  Ausdrucks  auch  gleich 
Null  sein  müsse.  Wenn  also  ein  Werth  eines  unreducirbaren 
algebraischen  Ausdrucks  einer  solchen  Gleichung,  deren  Coeffi- 
cienten  entweder  die  Elementargrössen  des  algebraischen  Aus- 
drucks oder  rationale  Functionen  der  letzteren  sind,   oder,  kurz 
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gesagt,  einer  rationalen  Gleichung  genügt ,  so  thun  es  alle  Wenhe 
dieses   algebraischen    Ausdrucks   gleichfalls.     Ist    die    Gleichusg 
jedoch  irrational,   so  genügen  ihr  im  Allgemeinen  nur  diejenigei 
Werthe   des    algebraischen  Ausdrucks,    welche    aus    der  Mehr- 
werthigkeit  von  Wurzelgrössen  entstehen,  die  nicht  in  den  Coefi- 
cienten  dieser  Gleichung  enthalten  sind.    Ein  Seitenstück  zu  diesei 
Gesetzen  ist  jenes,  dass,  wenn  ein  keine  gleichen  Wurzeln  aufweisa- 
der  Werth  einer  mehrwerthigen,  d.  h.  einer  solchen  Gleichung,  die 
irrationale  Coefficienten  hat  und  deswegen  mehrere  GleichuBga 
repräsentirt,  Divisor  oder  Factor  einer  rationalen  Gleichung  ist,  aBe 
andern  Werthe  dieser  Gleichung  es  auch  sein  müssen.    Ist  nlifi- 
lich  f  (X)  =  0  die  rationale  Gleichung  und  tp  (x)  =  Q  die  mdir- 
werthige,  so  ist  entweder  f{x)  durch  ip  (x)  theilbar  oder  nicht  Ii 
erstem  Falle  ist  das  Gesetz  festgestellt;    im  letztem  Falle  bleih 
ein  Rest  übrig,  von  dem  jedoch  ein  Werth  gleich  Null  sein  wm, 
weil  wir  vorausgesetzt  haben,  dsLS&f{x)  durch  einen  Werth  vonyii' 
theilbar  sei.   Der  Rest  kann  deshalb  kein  x  mehr  enthalten;  den 
sonst  stellte  sein  Nullwerth  eine  Gleichung  dar,    die  niedrigne 
Grades  als  die  Gleichung  q^  (a)  =  0  wäre  und   alle  Wurzeta  wi 
ihr  gemeinschaftlich  hätte.    Letztei'es  ist  aber  unmöglich,  da  der 
Voraussetzung  gemäss  qp  (rc)  =  0  lauter  ungleiche   Wurzeln  to 
Es  könnte  also  der  Rest  nur  ein  algebraischer  Ausdruck  ohoei 
sein,  der  jedoch  unreducirbar  sein  müsste,  weil  die  CoeffiäenM 
des  Divisors  </>  (x)  unreducirbar  sind  und   durch   die  Opent» 
der  Division  keine   neuen  Wurzelgrössen  eingeführt  werden;  iä 
aber  ein  Werth  eines  algebraischen  Ausdrucks  unreducirbar,  » 
sind  es  alle  andern  auch  und  daher  kann  keiner  gleich  Kuli  m 
Folglich  ist  es  unmöglich,  dass  f(x)  durch  einen  Werth  vonyi^ 
theilbar  sei,  wenn  es  nicht  zugleich  auch  durch  alle  andern  tbeü- 
bar  ist,  was  wir  zu  beweisen  hatten. 

Wenn  man  eine  Anzahl  vei-schiedener  Grössen  a,  6,  c,  ...  tat. 
so  kann  man  daraus  immer  eine  Gleichung  bilden,  die  ditte 
Grössen  und  keine  andern  zu  ihren  Wurzeln  hat,  indm  n» 
das  Product  (x  —  a)  (x  —  h)  (x  —  c)  ...  entwickelt  und  gleÜ 
Null  setzt.  Dieser  Gleichung  wird  dann  und  nur  dann  geoigtr 
wenn  man  x  einen  der  Werthe  a,b,c,,..  giebt ,  weil  nur  }» 
durch  ein  Factor  des  Products  und  folglich  dieses  selbst  gk*t 
Null  wird;  wenn  aber  kein  Factor  Null  ist,  so  kann  es  aochö 
Pmduct  nicht  sein  und  folglich  hat  die  Gleichung  keine  Wund 
weiter,  als  a,  6,  c, Das  Product  (.r  —  ä)  (x  —  h)  (x  — f) 


ist  überdies,    wie  mau  sieht,   eine  symmetHsche  Function  von  n. 

b,  c,  . . . ,  woraus  sich  evgiebt,  dass,  wenn  man  aus  allen  Werthen 

I  einer  mehrwerthigen  Grösse  eine  Gleichung  bildet,  diese  Gleichung 

I  eicwerthig  ist,    d.  h.  einwerlhige  Coefßcienten  hat.    Folglich  ist 

II  die  GleichuDg,  die  man  nach  der  erwähnten  Methode  aus  allen 
I  Werthen  eines  unreducirbaren  algebraischen  Ausdrucks  bilden 
I  kann,  rational.  Wenn  man  jedoch  nicht  aus  allen  Werthen  eines 
I  algebraischen  Ausdrucks,  sondem  nur  aus  denjenigen,  die  er 
I  durch  die  Mebi-werthigkeit  einer  äussern  WurzelgrÖsse  oder  einer 
I  gewissen  Anzahl  äusserer  Wmzelgrössen  annimmt,  eine  Gleichung 
I  bildet  und  diese  auf  die  unreducirbare  Form  bringt,  so  enthalten 
I  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  die  betreffenden  VTurzelgrössen 
.   nicht,    wohl  aber  alle  übrigen   ilussern.    Denn   wenn   man    die 

andern  Wurzelgrüssen  als  relativ  rational  ansieht,  so  ist  eine 
symmetrische  Function  der  Werthe,  die  der  algebraische  Aus- 
druck wegen  der  Mehi-werthigkeit  der  erwähnten  aussein  Wurael- 
grössen  annimmt,  eine  synimetrische  Function  aller  Werthe  einer 
Irrationalililt,  also  rational  und  kann  deshalb  die  betreffenden 
äussern  Wmzelgrössen  nicht  mehr  enthalten.  Der  Grad  dieser 
Gleichung  ist  gleich  dem  Product  der  Exponenten  dieser  Wurzel- 
grössen;  ihre  Coefticienten  müssen  deshalb  alle  andern  äussern 
Wurzelgi-össen  enthalten.  Enthielten  sie  dieselben  nämlich  nicht,  so 
tnüsste  die  Gleichung  mehr  Wurzeln  haben,  als  ihr  Grad  Ein- 
heiten enthält,  da  sie,  wie  oben  gezeigt,  alle  Werthe  des  alge- 
braischen Ausdrucks  zu  Wuraeln  hat,  die  durch  Mehrwerthigkeit 
dieser  Wurzelgrösse  entstehen ,  wodurch ,  da  diese  verschiedenen 
Wurzelwerthe  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind ,  die  An- 
zahl ihrer  Wurzeln  so  oft  vervielfacht  wird,  als  der  Exponent 
der  betreffenden  Wurzelgrösse  Einheiten  enthält.  Durch  Hervor- 
treten dieses  Widei-spmcbs  ist  das  fragliche  Gesetz  indirect  be- 
wiesen. Ein  Seitenstück  hiezu  ist  das  auf  analoge  Weise  nach- 
weisbare Gesetz,  dass  das  Product  aller  Werthe  einer  auf  die 
unreducirbare  Foi-m  gebrachten  mehrwerthigen  Gleichung,  die 
dieselbe  infolge  der  Mehrwerthigkeit  einer  gewissen  Anzahl  der 
in  ihren  Coefficienten  enthaltenen  äussern  Wurzelgröasen  an- 
nimmt, eine  Gleichung  ist,  deren  Coefficienten,  wenn  sie  un- 
reducirbar  gemacht  werden,  diese  Wurzelgrössen  nicht,  wohl 
aber  alle  andern  äussern  enthalten. 

7.  Ehe  wir  zu  der  Untersuchung   der  Beschaffenheit  der- 
jenigen algebraischen  Ausdrucke  übergeben,    die  Wurzeln  ratio- 
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nalei-  Gleichungeo  sind,  stellen  vir  alle  SAtze.   die  wir 
beiden    voiigen    Nutnmern    gewonnen    haben,    befaufe 
Uebersichtlichkeit  zusammen :      * 

1)  Jede  symmetrische  Function,  insbesondere  das  PnM 
der  verschiedenen  Werthe  einer  mehrwerthigen  Grösse .  ist  a- 
werthig.  Da  eine  mehrwerthijie  Grösse  dadurch  entsteht,  ha 
an  einer  oder  mehreren  Elementar^Össen ,  die  übrigens  sdM 
beschaffen  sein  können,  wie  sie  wollen,  aber  relativ  als  dnweiüii 
angesehen  irenlen  mOssen,  eine  Functionsoperation  vargenomnfl 
wird,  die  für  einen  Werth  dieser  Grössen  mehrere  Wertlie  <!> 
functionellen  Grösse  liefert,  so  ist  jede  symmetrische  Fuodia 
aller  dieser  Werthe  eine  ihrer  Natar  nach  eiuwei-lhige  Fnnctiti 
der  Elementnrgrössen. 

■>)  Es  ist  demsjemäss  jede  symmetrische  Function  der  t» 
Bchierlenen  Werthe  eines  irrationalen  algebraischen  Aasdmdi 
eine  rationale  Function  der  Elementargrössen  dieses  Aosdrndik 
da  jede  einwerthige  algebraische  Function  auch  rational  sein  mW 

3)  Eine  synmietrische  Function  derjenigen  Werthe  am 
algebraischen  Ausdrucks,  die  man  erhält,  wenn  man  einer  g» 
wissen  Ani?ahl  darin  enthaltener  äusserer  WurzelgrÖsseB  ibt 
vei'schiedenen  äussern  Werthe  giebt,  während  alle  übrigen  Wurrtl- 
grossen  unvermindert  bleiben ,  ist  eine  rationale  PunctioD  ia 
letzteren.  Da  nun  die  Coefßcienten  einer  Gleichung,  welche  <& 
durch  die  Mehrwerthigkeit  einer  gewissen  Anzahl  Äusserer  Wnntl- 
grossen  entstehenden  Werthe  eines  algebraischen  Ausdrucics  n 
Wurzeln  hat,  symmetrische  Functionen  dieser  Werthe  sind,  si 
enthalten  dieselben  die  fraglichen  Wui-zelgrössen  nicht.  Si« 
entliHlten  jedoch  alle  andern  ilusseni  Wui'zelgrössen  und  is 
Gleiche  gilt  von  der  durch  Multiplication  der  versdiiedooeB 
äussern  Werthe  einer  mehrwerthigen  Gleichung  eutsteheuda 
Gleichung. 

41  Wenn  ein  Werth  eines  unreducirbaren  algebraischen  A» 
drucks  einer  rationalen  Gleichung  genügt,  so  thun  dies  alte 
andern  Werlhe  auch.  Wenn  ferner  ein  Werth  eines  un^edIld^ 
baren  algebraischen  Ausdrucks  einer  irrationalen  Gleichung  !•■ 
Bügt,  so  thun  dies  alle  Werthe  auch,  in  welchen  die  Wertkt 
deijenigeu  Wurzclgi-össeu  unverändert  enthalten  sind,  welclM 
durch  die  in  den  Coefticienten  der  Gleichung  enthaltenen  Wunel- 
grössen  rational  ausdrüekbar  sind.  Wenn  ausserdem  eine  Gleichung 
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;ben  Wuraelgrössen  besteht,  von  denen  keine  rational  durch 
indem  ausgedruckt  werden  kann,    so  bleibt  diese  Gleichung 

noch  bestehen,    wenn  man  den  darin  enthaltenen  Warzel- 
len alle  ihre  Wertlie  giebt. 

5)  Die  verschiedenen  Werthe  eines  unreducirbaren  alge- 
ichen  \usdrucks,  die  derselbe  infolge  der  Mehrwerthigkeit  der 
;rn  Wurzelgrössen  annimmt,  sind  von  einander  verschieden. 
Nach  (Heser  Zusammenstellung  fahren  wir  zunächst  in  dem 
Abel  in  seinem  nachgelassenen  Memoire  über  die  Lösung 
algebraischen  Gleichungen  entwickelten  Beweisgange  fort, 
i  man  aus  den  verschiedeneu  Werthen,  die  ein  unreducir- 
^  algebraischer  Ausdruck  durch  die  Verschie<lenheit  der 
wn  Werthe  einer  oder  mehrerer  äusserer  Wurzelgrössen  an- 
it,  eine  Gleichung  bildet,  so  ist  diese  Gleichung  eine  so- 
nnte ineducible ;  d.  h.  sie  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  jede 
re  Gleichung ,  deren  Coefficienten  aus  denselben  Wurzel- 
en und  Elementargrössen  zusammengesetzt  wären  und  welche 
üzeitig  eine  oder  mehrere  Wurzeln  mit  ihr  gemeinschaftlich 
D  soll,  von  höherem  Grade  sein  und  diejenige,  die  man 
ucibel  nennt,    als  Factor  enthalten  muss.    Allgemein  nennt 

nämlich  ein  Polynom  irrediicibel,  welches  keinen  in  Be- 
log auf  die  darin  vorkommenden  Klementargiössen  rationalen 
!or  hat.  Nun  kann  jene  mehrwerthige  Gleichung ,  deren 
ücienten  eine  gewisse  Anzahl  Wurzelgrossen  nicht  enthalten, 
als  eine  kleinere  Gradzahl  haben,  als  das  Product  der  Ex- 
mten  aller  dieser  Wurzelgrössen,  weil  sie  nach  den  Aus- 
angen  der  vorigen  Nummer  sämmtliche  durch  die  Mehr- 
higkeit  dieser  Wurzelgrössen  entstehenden  Werthe  von  x  zu 
zeln  haben  und  diese  überdies  sämmttich  von  einander  ver- 
ideo  sein  müssen.  Es  lässt  also  jene  mehrwerthige  Gleichung 
BFerthe  von  x  zu,  die  durch  die  Mehrweilhigkeit  der  frag- 
■  äuBsern  Wurzelgrössen  entstehen.  Die  Gleichung,  die  alle 
fVerthe  zu  Wurzeln  hat,  ist  mithin  irreducibel. 
Est  ein  Werth  einer  mehrwerthigen  Gleichung  eine  irreducihle 
liung,  so  sind  es  alle  andern  natarlich  auch.  Bildet  man 
was  allen  äussern  Werthen  eines  unreducirbaren  algebraischen 
iks  eine  Gleichung,  so  sind  alle  Werthe  derselben  irre- 
,  und  ihre  Coefficienten  sind  entweder  rational  oder  ent- 
ir  noch  solche  Wuraelgrössen,  die  in  jenem  algebraischen 
innere  sind.     Diejenigen  Wui-zelgrössen  aber,  welche 
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in  deT.  r'oefncienten  ilieser  Gleichunsr  äussere  sind,  wollen  wir  bb 
den  äu>>oni  »ies  Wurzelausdrucks  unter  der  Bezeichnung  HmH- 
win7ekrü><en  zusammenfassen.  Multiplicirt  man  nun  alle  aosan 
Wfithe  «lieser  mehrwerlhigen  Gleichung  mit  einander,  so  ist* 
neu  'gewonnene  Cileichunir  ebenfall?  irreducibel  und  ein  Pivisar 
der  rati'-naleu  iileiohuncr.  von  der  x  abhängt,  sofern  sie  nicht  ni 
dirser  identisob  ist.  I»ie  in  ihren  Coefficienten  enthaltenen  än^os 
WurzelLTössen  werden  wir  ebenfalls  Hauptwurzeljrrössen  neoDS 
K<  ist  klar,  dass  bei  Fortsetzung  des  Verfahrens  alle  Wunft- 
zeichen  verschuin«ien  und  man  schliesslich  eine  rationale  Glei- 
oluim:  erbalten  nniss.  deren  Grad  dem  Product  der  Exponent« 
aller  Ilau|>twurzeli:rössen  deich  ist.  Diese  rationale  Gleidmr 
ist  dieieniue.  die  bei  dem  niedriffsten  Grad  die  Eigenschaft  hl 
den  alirebraischen  Ausdruck  .r  zur  Wurzel  zu  haben.  E?  tafl 
keine  andere  rationale  Gleichung  geben,  die  niedrigeren  Gräfe 
wi\re  oder  Ihm  höherem  Grade  nicht  diese  zum  Divisor  bäte 
weil  diese  eine  irreducible  sein  muss.  Hieraus  erjLriebt  sieb  ta 
schon  von  Abel  bewiesene  Gesetz  der  Exponenten:  Der  Grada* 
irreducibeln  Gleichung  ist  gleich  dem  Product  der  Exponena 
aller  in  ihrem  Wurzel ausdnick  enthaltenen  Hauptwurzelgrüso. 
S.  Nachdem  wir  die  Wurzelgrössen  eines  algebraischen  Ae* 
drucks  in  Haupt-  und  Nebenwurzelgrössen  gesondert  haben,  voBa 
wir  zur  grössern  Bequemlichkeit  in  der  Bezeichnung  folgnk 
Ordnung  der  Hauptwurzelgrössen  zu  Grunde  legen :  Die  ftassfli 
Wurzelgrössen  von  x  mögen  die  erste  Stelle  einnehmen  ^ 
Wurzelgrössen  erster  Ordnung  heissen;  die  in  den  CioeffideDta 
der  aus  allen  äussern  Werthen  von  x  gebildeten  Gleichong  eri* 
haltenen  äussern  Wurzelgrössen  seien  zur  zweiten  Ordnung^ 
rechnet;  die  äussern  Wurzelgrössen  derjenigen  GleichoDg,  6 
durch  Multiplication  aller  äussern  Werthe  dieser  mehrweilhi|!B 
Gleichung  entsteht,  seien  Wuraelgrössen  dritter  Ordnung  n.  s^  I 
In  jeder  Ordnung  sollen  dann  wieder  die  Wurzelgrössen  nach  da 
Reihenfolge  ihrer  Exponenten  geordnet  werden,  so  dass  di^eoff 
äussere  Wui-zelgrösse  von  rc,  die  den  grOssten  Exponenten  U 
die  ei-ste  genannt  werde.  Eine  solche  Anordnung  macht  es  BN'' 
lieh,  die  rationale  Gleichung  niedrigsten  Grades,  die  einen  c«f^ 
benen  unreducirbaren  algebraischen  Ausdruck  zur  Wurzel  ^ 
oder,  kürzer  gesagt,  die  Ui-spinngsgleichung  eines  irratiowlei 
Ausdrucks  aus  letzterem  durch  eine  Reihe  von  mehrwertbifff 
Zwischengleichungen,  deren  jede  eine  HauptwurzelgriVsse  weoi* 


enthftlt  als  die  vorangehende  und  welche  wir  Zerlegungsgleichungeu 
nennen  werden .  entstehen  zu  Iftssen ;  diese  Operation ,  welche 
RückzerlesuuK  genannt  werden  möse,  wird  dadurch  ausgeführt, 
dass  man  aus  allen  Werthen  des  nlKehraischen  Ausdrucks,  die 
derselbe  durch  die  Mettrwenhigkeit  der  ei-sten  Hauptwuizelgrösse 
annimmt,  eine  Gleichunt;  bildet,  dann  aus  den  Werthen  dieser 
Gleichung,  welche  dieselbe  wegen  der  Mehrwerthipkeit  der  zweiten 
Hauptwurzelgrösse  repräsentirt ,  wiederum  eine  Gleichung  bildet 
und  so  fortfahrt,  bis  keine  Wurzelgriisse  mehr  übrig  bleibt  und 
man  folglich  zu  der  Ursprungsgleichung  gelanct  ist. 

Hieraus  sieht  man  zugleich,  auf  weiche  Weise  eine  Gleichung 
zusammengesetzten  Grades  zerlegbar  sein  müsse,  wenn  sie  einen 
algebraischen  Ausdmck  zur  Wurzel  haben  soll.  So  enthält  z.  B. 
der  Wurzelausdiiick  einer  algebraisch  lösbaren  Gleichung  sechsten 
Grades  nach  dem  Gesetz  der  Exponenten  zwei  Hauptwurzel- 
grossen,  eine  vom  zweiten  und  eine  vom  dritten  Grade.  Ist 
letztere  eine  äussere,  so  kann  man  nach  den  obigen  Ausführungen 
eine  zweiwerthige  Gleichung  dritten  Grades  bilden,  deren  Coeffi- 
cienten  eine  Hauptwurzelgiösse  und  zwar  eine  zweiten  Grades 
enthalten.  Sie  sind  also  Wurzeln  einer  Gleichung  zweiten  Grades, 
«nd  die  Gleichung  sechsten  Grades  zerfällt  demnach  in  diesem 
Fall  in  zwei  Gleichungen  dritten  Grades,  deren  Coefficienten  von 
einer  Gleichung  zweiten  Grades  abhängen.  Ist  dagegen  die 
W'urzelgrÖsse  zweiten  Grades  eine  äussere ,  so  ergiebt  sich  auf 
dieselbe  Weise,  dass  die  Gleichung  in  drei  Gleichungen  zweiten 
Grades  zerlegbar  sei,  deren  Coefficienten  von  einer  Gleichung 
dritten  Grades  abhilngen.  Sind  beide  Hauptwui'zelgrössen  äussere, 
so  sind  beide  Zerlegungsarten  möglich ,  wie  dies  z.  B.  bei  den- 
jenigen Gleichungen  der  Fall  ist,  von  denen  die  Sechstheilung 
des  Winkels  oder  die  Dreizehntheilung  des  Kreises  abhängt, 
insbesondere  auch  bei  der  einfachen  binomischen  Gleichung 
Ä*^  —  1  =0.  Auf  dieselbe  Weise  zeigt  sich,  dass  jede  algebraisch 
lösbare  Gleichung  vom  Grade  tun,  wo  m  und  n  zwei  beliebige 
complementäre  Factoren  des  Grades  sind,  entweder  in  m  Glei- 
chungen Mten  Grades  oder  in  nCleichungen  »iten  Grades  zerfällt, 
deren  Coefficienten  von  einer  Gleichung  wten  beziehungsweise 
«ten  Grades  abbäugen. 

Dieses  Gesetz  erführt  jedoch  eine  Modification  für  den  Fall, 
dass  der  Exponent  der  Gleichung  einen  oder  mehrere  Primfactoreu 
mehrfach  enthält.      In  diesem  Fall  darf  man  im  Allgemeinen  l'ei 
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iiTTLr^TC»  iis*  .-t-'t  'S'^tci ZT":»»*,  üe  im  alcebraifcfaen  Ausdrod 
riir:  >'.t:  'i:ii-;:5"»*Lrr'r!  t  rii^ri:.  r&ixndJ  durrh  die  vers^liie' 
'leLri  '^rzzi-z  i:ei*r:  •>l'e.±^:jsT:;:xei:  ASs£e»irückt  werden  köw» 

I5:  il>:  !•:  -  '•  :  r.z-z  iü^c-rTr  ^ifT  innere  TTanelgrosse  von  j. 
c-irr  eil  i:ii  >:l:lfi.  ni^; — -rr^pss^^iner  Ausdruck  oder  auch  eiie 
T^'j.:ziLz:  irSsc.  iit  ~«:cr  ifc:  'W";;rTe' reichen  steht,  so  hatmii 
izLTi-z:  'r:  =  .  .- .  j^.  -;.  .  .', .  »^r-n  n  den  Grad  der  GleichuK 
nüi  7  eiLr  r^ri-il-r  F:ir:r:i  rezeichne:.  Der  Ansdruck  f  ii;. 
r^. -j.  .-\  iiLi  A:i5>cr  ien  "^-rrela  noch  ZahlencoeffirienteB, 
F.:r.he::5^^rzrlL  :iii  j.Lierr  c-ekAsnie  Grössen  enthalten;  & 
C-:-rfi!:r:i:e:i  if:  G'r::h^^  rri->:ben  nicht  mit  darin  enthalta 
z-  >e:L.  ii  ziiL  i:t-^^l':rr-  r'r-entilis  dorrh  rationale  Wurzd- 
fuL:::  'rL  ersetze"  ki-i.  EiLr  Klebe  Worzelfiinction  kannmifi 
ferner,  »tl-  >:e  jerrxhe-  i<;.  duivh  Anwoidong  der  in  der 
vieneL  N::ziner  iuizestell-.e::  Siize  als  Quotient  zweier  ganz« 
Viune.izzr.iizzz.  v.l  ienen  üe  Nenneifanction  s:b-minetrLs€h ist 
ilarsielleL.  Al>ij.:ir.  kizi.  n^n  a'jL:h  Toraussetzen .  sie  sei  in  6e- 
riehun.:  au:  ^...  ^\.  -.,  ,r.  eiL-e  ^acze  Function^  enthalte  jedoch 
cebiwhene  rditonäle  C- eff.<r:en;ennmctionen ;  denn  es  giebt  aB- 
L'erceine  Me:h>.:en.  njch  denen  man  den  Werth  jeder  svmme 
irischen  Funciion  als  Function  der  Coef&denten  berechnen  kanD- 
Wir  äürfen  als*?  voraussetzen,  dass  jede  in  dem  algebraisclieB 
Ausdruck  iier  W-rze'.  eir.er  Gleichung  enthaltene  Wurzelgrüsse 
eine  ganze  uni  nui.na'.e  Function  der  verschiedenen  Werthe 
dieser  GleichucjiSTTurze]  ist.  Der  Beweis,  den  Abel  hiefÜr  gegeb« 
hat,  ist  folizei. ier.  Man  se*.ze  x  ^=  f^-r-  fi9c  -i-  f^tc^  +  ü^ 
—  . . .  -r  •'  - :  :r' "- ,  wie   ..'ber..     Alsdann  substituire  man  ftr  if 

ilen  Austli-ück     -.   wodurch  die  Wurzelform  die    Gestalt  /ö-r« 


r* 


-.*- 1-—      .r-—  ...r-  -T— ^■.-  r  '*  ~ '  annimmt.    Es  seien  nitf 
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Xi,  Xft  Xi, . . .  Xa  die  verschiedenen  Werthe  für  x,  die  man  erhftlt, 
wenn  man  für  e  je,j*e,pe,...,j''e  setzt,  wobei  j  eine  primi- 
tive mte  Einheitewurzel  bedeutet.  Berechnet  man  nun  die  Summe 
j"'~'^Xi  4-i''~'a^  +^'""^2^»  -f- . . .  +  x„,  80  findet  man  dafür  c; 
analog  findet  man  j'"-'-Xi  -f-  j'"~*a^  4-  j"'~''x<i  4-  . . .  +  r„,  ^ 
•—e*  und  ebenso  die  Übrigen  Glieder  des  Ausdrucks  für  x  als 
Functionen  der  verschiedenen  Werthe  von  x.  Erhebt  man  den 
Ausdmck  für  e  zur  in  ten  Potenz,  so  findet  man  e"  als  Function 
der  verschiedenen  Werthe  von  x.  Ebenso  kann  man  die  Werthe 
von  fc-|„f  ._...,. 

drücken.  Anstatt  VJ  hätte  man  auch  eine  andere  ilussere  Wurzel- 

grösse  nehmen  können,  etwa  'V~?  und  hiitte  dann  alle  Glieder  des 
Ausdrucks  für  x  ebenfalls  durch  Functionen  der  verschiedenen 
Werthe  von  x  darstellen  können,  so  dass  alle  im  Ausdruck  von 
X  vorkommenden  äussern  Wurzelgrösseu  diese  Eigenschaft  besitzen. 

Auch  die  innern  Wurzelgrösseu  können  auf  diese  Weise  aus- 
gedrückt werden.  Zerlegt  man  z.  B.  e"  in  dei-selben  Weise  wie 
vorher  x  in  einzelne  Glieder,  so  können  diese  analog  wie  oben 
durch  die  verechiedenen  Werthe  von  O"""^^! +J"'~''^* +i"'~^*s 
4-  ...  -f-a^n,)™  rational  ausgedrückt  werden  und  folglich  auch 
durch  die  verschiedenen  Werthe  von  x.  Durch  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  erhält  man  schliesslich  alle  Wuraelgrösseu  als  rationale 
Functionen  der  vei-schiedenen  Werthe  von  x.  Diese  Functionen 
kann  man  alsdann,  wenn  sie  gebrochen  sind,  auf  die  in  der 
vorigen  Nummer  angegebene  Weise  in  ganze  verwandeln. 

Eine  solche  Wurzelfunction  wird  nun  durch  gewisse  Pemiu- 
tationen  der  Werthe  von  x  geändert.  Wird  sie  durch  alle  Per- 
niutationen  der  Werthe  von  x  geändert,  so  hat  sie  1.2.3.  .. 
«Werthe;  wenn  aber  gewisse  Permutationen  nur  die  Reihenfolge 
ihrer  Glieder  und  die  Reihenfolge  der  Factoren  in  ihren  Gliedern 
ändern,  so  ist  die  Anzahl  der  Werthe,  die  sie  durch  die  andeiii 
Pennutationen  annimmt,  ein  Theiler  vun  1.2.3.,.,«.  Diese  ver- 
schiedenen permutativen  Werthe  entsprechen  verschiedenen  Werthen 
der  Irrationalität;  doch  ist  die  Anzahl  der  pei-mutativen  Werthe 
einer  Wurzelfunction,  wie  mau  später  sehen  wird,  im  Allgemeinen 
viel  grösser  als  die  Anzahl  der  Werthe.  welche  die  entsprechende 
Irrationalität  infolge  der  Mehi-werthigkeit  ihrer  Wurzeln  hat. 
Wurzelfunctionen,    die   durch  dieselben  Permutationen  geändert 
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wei  Jeu  UDil  durch  dieselbeu  ungeändert  bleiben,  und  deren  pe^ 
uiutativ  verschiedene  Werthe  auch  numerisch  alle  Tendiieda 
sind«  heissen  ähnliche  Functionen  und  haben,  wie  Lagnusgeoir 
deckt  hat.  die  Ei^renschaft,  dass  man  jeden  Werth  der  einen  dcnl 
je^Ieu  Werth  der  andein  rational  ausdrQcken  kann.  Uebefb^  | 
kann  man  jeden  AVerth  einer  Wurzelfünction  rational  durch  jtda 
Werth  einer  andern  ausdrücken,  vorausgesetzt,  dass  die  er» 
Function  durch  keine  Permutation  geändert  werde,  welche« 
letztere  nicht  än«lert,  die  permutaliv  verschiedenen  Werthe  diitf 
auch  numerisch  von  einander  verschieden  sind  und  die  eine  Faa^ 
tion  nicht  eine  solche  ist.  die  blos  durch  PerroutatioB  m 
Werthen  von  x  aus  tier  andern  entsteht.  Es  müssen  jedoch  inuM 
die  Coetricienten  der  Gleichunjr  bekannt  sein,  deren  WunelDfc 
Ari^unienie  der  fiaclichen  Functionen  sind. 

F.in   Beispiel   von   ähnlichen    Functionen    sind   die  ^f^rA 
eleniente  t  ^ ,  e^.  €^ e^-i   der  primgradigen    Gleichunia 

Multiplicirt  mau  die  Gleichheiten  Xi  = — — [-  jci  +  j**.^ 

r^3  —  ■    •  —  .r-^-,.-i,  Tj  =-  — -^  4-i*ei  4-7*Cg  +i*^3T 

i».  =-  —  - — r  t .  -^  f •  -T-  ^3  -r  •  ■  •  4-  ^H - 1  beziehungswe« 

mit  J  -^. /--./-%  —  1  und  addirt,  so  erhält  man  6  = 
/•  -  Ml  —  /•  -  -r.  -i-  j"~^-rz  H-  . . .  +  ^«-  Analog  findet  utf 
's  r-'-i'i  —  /"*.»"*  ~  /-■  ^3  -r  •  •  -  +  a:„  u.  s,  w.  Di« 
Functionen  sind  in  der  That  Ähnlich;  da  aber  dui-ch  Einsetznif 
von  J'  an  die  Stelle  von  /  aus  e^  c^.  aus  e,  c^,  aus  e^  c^  u.s.*' 
entsteht,  so  ist  ersichtlich,  dass  e^  dieselbe  rationale  FunfM 
i^l^c^»  von  e.  ist,  als  i^  selbst  von  e^  ist  Man  hat  also  e^  =9*\^ 
f  4  ^iti).  i\  -  ^^{(^^  u.  s.  w.  Setzt  man  analog  c,  =^'ifij' 
1^0  ist  fj,  =--  it'\'^\  (,;  =-^  ^'{Cü^  u.  s.  w.  Ist  nun  c  eine  Zahl.* 
«lie  Eiiienschaft  hat,  dass  die  i^ii  — Dte  Potenz  von  ihr,  dorrH 
dividirt,  <len  Rest  1  lässt.  d.  h.  die  sogenannte  primitive  Wciri 
von  ij,  so  kann  man  alle  Wurzelelemente  in  einer  solchen  Rak* 
folge  ordnen .  dass  jedes  dieselbe  Function  des  zunächst  Voi* 
gehenden  wird.  Man  erhält  in  diesem  Falle  alle  Wurzeldeoieii« 
aus  f , ,  indem  nmn  in  dem  Ausdruck  e^  =j»  — ijp^  -j-^ü-si^-f 

j"~^'Xi  4-  .  - .  H-  .r„   nacheinander  /,  j^,  ;<•,  .  . .,  /""*  an  & 
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Stelle  von  j  setzt;  denn  die  Potenzen  /,  j'\  /''', . .  .,-/"""  sind 
alle  unter  sich  und  von  ,;  verschieden,  da  nach  einem  Satze  der 
Zahlentheorie  die  verschiedenen  Potenzen  von  f  und  die  Reste 
derselben  in  Beziehung  auf  n  vod  einander  verschieden  sind, 
wenn  c"-'  durch  n  dividirt  den  Hest  1  läset  und  ii  eine  Prim- 
zahl '  ist.  Dieselben  Eigenschaften  haben  aber  auch  die  n  ten  Po- 
tenzen   von    Bi,    ßj,    fg,  .   ,     ,    C  _  |. 

Bildet  man  nun  die  Gleichung  (y  —  ei")(j/ — ej")(j/ —  fs"). . . 
(9  —  fn-i")  =  0,  SO  ist  dieselbe  eine  sogenannte  Abelsche  lilei- 
chung;  denn  so  nennt  man  bereits  herkömmlich  jede  irreducible 
Gleichung,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihre  Wurzeln  in  einer 
solchen  Reihenfolge  aufgestellt  werden  können,  dass  jede  folgende 
dieselbe  Function  der  unmittelbar  vorangehenden  und  die  erste 
eine  ebensolche  Function  der  letzten  wird.  Eine  Ähelsche  Gleichung 
hat  die  Eigenschaft,  dass -in  dem  Ausdruck  ihrer  Wurzeln  nur 
Hauptwui-zelgrössen,  aber  keine  Nebcnwurzelgrössen  enthalten  sind. 
Wir  werden  spÄter  zeigen,  dass  jene  Gleichung,  deren  Wui-zeln 
*"!"*  ^j"i  Cs".  ■  ■  ■■  Cb-i"  sind,  eine  Gleichung  (»  —  llten  Grades  mit 
rationalen  Coeflicienten  ist;  und  da  sie  zugleich  eine  Abelsche 
Gleichung  ist,  so  enthält  ihr  Würze lausdruck  nur  solche  Wurzel- 
griJssen,  deren  Exponenten  Factoren  von  ti  —  1  sind  Man  kann 
nun  der  Wui'zel  einer  Abelscben  Gleichung  Im— Ijten  Graties 
stets  die  Form  */,  +  (*/j  +  t'is  +  . . .  +  ("-'/„_i  geben,  wo  t 
eine  (m  — Ijte  Einheitswurzel  bezeichnet  und  ?i,  /j.  I3,  ...,4-1 
Wurzeln  aus  rationalen  Grössen  sind.  So  ergiebt  sich  z.  B.,  dass 
die  Wurzel  einer  irreducibeln  Gleichung  fünften  Gradt's  aus  vier 
fünften  Wurzeln  besteht,  unter  deren  jeder  eine  rationale  Grösse, 
eine  Quadratwurzel  und  zwei  vierte  Wurzeln  aus  rationalen 
Grössen  stehen.  Bei  allen  primgradigen  Gleichungen  sind  also 
die  Wurzeleiemente  zweiter  Ordnung  Wurzeln  aus  rationalen 
Grössen.  Stellt  man  diese  rationalen  Grössen  nach  der  oben 
angegebenen  Methode  als  Functionen  der  verschiedeneu  lilei- 
chungBwurzeln  dar,  so  haben  diese  Functionen  die  Eigenschaft, 
dass  sie  durch  alte  möglichen  Permutationen  der  Gleichungs- 
wurzeln nur  (n  —  2)[  vei-schie<iene  Formen  annehmen,  die  man 
schon  erhält,  wenn  man  blos  h  —  2  Wurzeln  unter  einander  per- 
Diutlrt,  während  andererseits  jede  Permutation,  die  nicht  zwei 
Wurzeln  zugleich  an  ihrer  Stelle  lässt,  die  Form  dieser  Functionen 
nicht  verändert.    Auf  diese  kritischen  Functionen  werden  wir  im 
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neunten  Capitel  zurückkommen  und  bemerken  hier  nur,  dafi.  ä 
zwei  ahnliche  Functionen  von  Gleichungswurzeln  rational  tatk 
einander  und  die  Coefficienten  der  Gleichung  ausdrflckbar  sik 
jede  Function  der  Wurzeln  einer  primgradigen  irredudbch  te- 
baren  Gleichung ,  welche  durch  alle  Permutationen ,  die  menib 
zwei  Wurzeln  an  ihrer  Stelle  lassen,  nicht  geAndert  wird,  ratinil 
durch  die  Coefficienten  ausdrückbar  sein  muss.  Dieser  Sü, 
sowie  seine  Umkehrung  ist  von  Galois  direct  bewiesen  und  n 
Grundlage  seiner  Forschungen  gemacht  worden.  Wir  werii 
jedoch  hier  den  Abelschen  Beweisgang  wiederholen,  bei  den  k 
Hauptzweck,  nämlich  die  Beschaffenheit  der  Wurzelelemente,» 
mittelbar  erreicht  \\ird. 

9.    Wenn   man    in   dem  Ausdiiick    /ö  +  /i  Vlf+ft\}i^ 

+  /»(V^)*  H-  . . .  +  /'h-iOG?)"-!  einer  andern  Wurzelgrösse 4 
ti 

y  z   einen  andern  W^erth  giebt ,  so  verwandeln   sich   dadurcb  Ä 

Werthe  von  /i,  /i,  /i, ^-i  sowie  von  ^r   in   andere,  die  n 

Dait  f'ij  f\,  f  3,  ...,/'„_!  und  e'  bezeichnen  werden.  Die  uWeiAe. 
die  der  so  verändeile  Ausdruck  durch  die  verschiedenen  Wade 

von  Vz'  annimmt,  müssen  jedoch  auch  die  n  Wuraeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  sein.     Man  erhält  dann  a?i  =  <f(f\  ^^  ».  c-.l 

wenn  man  mit  a^,  a^,  a^,  . . .,  «m  die  von  einander  verschiedenes 
Exponenten  der  zu  den  vei-schiedenen  Werthen  von  x  gebörigö 
Eiuheitswurzeln  bezeichnet. 

Da  nun  alle  in  dem  Wurzelausdruck  enthaltenen  Wunel- 
grossen  als  rationale  Functionen  der  Gleichungswurzeln  aus- 
gedrückt werden  können,  diese  aber  wieder  rationale  Functit«» 
'von  /'o,  /;,  /i,  /i,  ...,/;_!  und  einem  Werthe  von  w  sein  mössa 
so  hat  man  w'  =-  <ir (/i ,  /i ,  /i ,  /i ,  ...,/;.- 1,  tr).  Erhebt  m 
nun  diese  Gleichung  zur  9^ten  Potenz,  so  hat  man,  wenn  wsi 
nach  Potenzen  von  w  ordnet,  g'  =  «o  +  «i«'  +  a^to^  +  a^^r 
. . .  +  (/» -1  w?"  "^    Hieraus  folgt  ^er'  =  o^,  «i  =  0,  «i,  =0,  «j  -^^ 

H 

. . .,  «„1-  =-  0.  In  der  Gleichung  'Vjs'  ^=  g>(w)  kann  man  il* 
i€  alle  seine  w  Werthe  geben;  die  entsprechenden  Werthe  vobc* 
sollen  die  Vorzeichen  j"i,  j"'^,  j«8,  . . . ,  j"  haben.  Man  hat  ah 
beispielsweise  tv'  =hQ  +  A,  w  -f-  h  «<'*  +•  A3 «?*-+-...  +  Äk-iit"'' 
und    zugleich   f^w'  ^  Jiq  +  h^jw  +  hptv^  -f  h^j^w^  + . ..  t 


Ä«-ij"~'«'..-i.     Multiplicirt  man    die  erste  Gleichuog  mit  j"' 

uod  zieht  sie  von  der  zweiten  ab,  so  erhält  man  ho,  /«i«  ''■<    •  -• 

L  Äb,-i,  Au,+!,  ...,  /*»-i=0,  also  w'=A,,w"i,  tiüDisifo  +  f'iW' 

I    +  f^W-*  +  fsW'»  -i-  .  .  .  +  fn-iW^-'  =   /Ö  +  /;W  +   f,W'-t 

'  /jw' -)-...  + /"n-iW'^',  woraus  folgt  fiU/"  ^fu,ur>.  Hieraus 
folgt  weiter,  dass  die  versuhiedenen  Glieder  von  x  die  verscliie- 
deiien  Werthe  von  /i  w  sind  und  dieses  höchstens  n  —  1  innere 
Werthe  hat.  Hiemit  findet  sich  die  in  der  ersten  Nummer  vor- 
ausgesetzte Wurzelform  bestätigt,  indem  sich  zeigt,  dass  sie  die 
einfachste  und  natürlichste  ist,  die  man  überhaupt  bei  algebraisch 
lösbaren  Gleichungen  voraussetzen  kann.  Ausserdem  zeigt  sich, 
dass  die  nten  Poten/en  der  Wuraelelement«,  wie  schon  ange- 
kündigt, Wurzeln  einer  Gleichung  (» — ]}ten  Grades  sind.  Was 
nun  die  Gleichungen  anbetrifft,  deren  Grad  die  ete  Potenz  einer 
Pnnizahl  p  ist,  so  könnte  man  auf  ähnliche  Weise  zeigen,  dass 
die  einfachste  Wurzelform  im  Falle  der  Lösbarkeit  die  in  der 
dritten  Nummer  hergeleitete  sein  muss,  dass  die  Wurzelelemente 
lauter  jite  Wurzeln  sind  und  alle  durch  p  von  ihnen  rational 
ausdrQckbar  sein  müssen,  sowie  dass  ihre  ptea  Potenzen  Wurzeln 
einer  lösbaren  Gleichung  sind,  die  höchstens  vom  (p'^^l)ten 
Grade  sein  kann.  Da  diese  Sätze  aber  schon  aus  den  Aus- 
führungen der  dritten  Nummer  folgen,  so  verzichten  wir  auf  die 
Herleitung  derselben,  welche  deijenigen  für  primgiadige  Glei- 
chungen ganz  »nalog  ist. 

Hiemit  haben  wir  nun  alle  Sätze  bewiesen,  die  Abel  theil- 
weise  ebenfalls  bewiesen,  theilweise  aber,  wie  namentlich  für  die 
Gleichungen  zusammengesetzter  Grade,  blos  angekündigt  hatte. 
Ueberdies  wird  der  Oberlegende  Leser,  vorausgesetzt  dass  er  in 
den  Gegenstand  selbstthätig  eingedrungen  ist,  nunmehr  auch  er- 
messen können,  inwiefern  von  der  ganzen  Möglichkeit  algebraischer 
Wui-zelformen  eine  vollständige  und  abschliessende  Rechenschaft 
gegeben  sei,  über  die  hinaus  sich  keine  wesentliche  Frage  mehr 
absehen  lässt,  die  unerledigt  geblieben  wäre.  Im  Allgemeinen 
und  für  jeden  Fall  liegt  die  algebraisch  mögliche  Verfassung  der 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  klar  vor  Augen,  so  dass 
sich  mit  Hülfe  unserer  Lineamente  jedesmal  nicht  nur  der  Haupt- 
rahmen des  Wm-zelausdrucks ,  sondern  auch  alle  Bestandtheile 
dieses  Rahmens  angeben  lassen.  Wie  sieh  aber  der  hiemit  fest- 
gestellte Rahmen  nun  auch  mit  einem  Bilde,  also  die  Wurzel- 
form   überall   mit   einem    Wurzelinhalt   nach   zum   Theil  neuen 
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Älie-rii^ieL  M^ii»:«.   ÄCsfuiJeD   lasse,   wird,   soweit  es  lü* 
5-:  iL  irlier  r-^-r^ri-eik  is:.  :l  den  beäden  nächsten  Capildn;» 


Achtem  Capitel. 
BrhaDdlan^  Bb^rrierendiser  Gleiehimsen. 

i      I»:e  FixiriiLC  ier  ULiersuehungen  auf  allgemeine  Wini 
e>ir.rL:e.  Trr'ruzien  mii  deii  Rechnangsvortheilen.  die  sich» 
der  ^  leserlich  sichtbar  ^ematbten  and   leicht   zu  handhabeodt 
AVerthi^kei:   «iie^er  E'.emeiiie  ergeben,  setzt    uns  in  den  Stai 
Dich:  il'.»s  vereinzelte  Typ.en  der  Gleichongen  ohne  Rücksichiirf 
die  Hoie  äes  Grades  nach  dem  gewöhnlichen  Gange  algebraisete 
C^peraiionen  r^  :<:<sen .  s*:*nderD   aach  überhaupt   eine  tiefer  eo- 
driii^ende  und  mehr  übei^ichiliche  Behandlung  aller  Gleiohuufei 
eintreten  zu  lassen.    Zunächst  besinnen  wir  mit  der  Bestimmu; 
derjenigen  T}pen.  die  -ich   ohne  Weiteres    und    in   der  elem* 
tarsten  Weise  als  nach  der  W>rthigkeitsrechnung  lösbar  erweise 
Die   GleichuDizen   zwischen   den   Coefficienten    und    den  Wunel- 
eleiuenteu   müssen    bezüglich   der  fraglichen    Gleichungstjpeo  ii 
ähnlicher  Weise  den  An^elponki  der  Operationen  bilden,  wie  die 
bezüL'lich   der  Gieichunüen  bis  zum  vierten    Grade  im  sechste 
Capitel  der  Fall  war. 

Es  würde  nur  eine  unnütze  Erschwerung  der  Uebersiehtlirt- 
keit  sein,  wenn  wir  darauf  Gewicht  legen  wollten,  die  Fes^ 
Stellungen  auch  der  Form  und  den  Zeichen  nach  ganz  im  AUg^ 
meinen  für  den  Nten  Grad  auszuführen.  Man  hält  das  Ver&hrei 
in  der  Hauptsache  nicht  weniger  allgemein ,  wenn  man  das  eil- 
fachste  Schema  bearbeitet,  welches  zugleich  Beispiel  ist,  des&ei 
Rahmen  aber  beliebig  erweitert  werden  kann.  Ohnehin  mOssta 
wir  zunächst  die  primgradigen  Fälle  von  den  andern  sonden. 
und  da  sich  überdies  der  erste  entscheidende  Schritt  für  iü0 
Theorie  der  Lösung  der  Gleichungen  übervierten  Grades  auf  di«- 
jenigen  fünften  Grades  gerichtet  hat,  und  dieser  Ausgangspuib 
auch  für  alles  Uebrige  der  natürliche  ist,  so  bethätigen  wir  woA 
die  neuen  Verfahmngsarten  voi*zugsweise  an  diesem  FundameB- 
talfall. 


Aus  den  früher  angegebenen  Gründen  können  wir,  da  sicli 
das  rationale  Wurzelelenient  A-  auch  nach  unserer  Methode  sehr 
einfach  bestimmt,  sofort  von  einer  Gleichung  fünften  Grades  ohne 
vierte  Potenz  von  a:,  also  von  der  Gleichungsforni  x''  +  5a;'+  ra* 
-|-  ae  -r  i  =  Ü  auBgehen.  Die  zugehörige  Wurzelfoi-m  ist  alsdann 
Bach  den  AusfUbrungen  des  vorigen  Capiiels  x^jl  +  j"«»  +j-'n 
-i- j*o,  in  welchem  Ausdruck  j  fUnf  Werthe  repräsentirt  und 
zwar  an  ei-ster  Stelle  irgend  eine  der  vier  primitiven  Einheits- 
wurzeln  fünften  Grades  und  ausserdem  noch  alle  übrigen  in 
irgend  einer,  am  besten  aber  in  derjenigen  Reihenfolge,  dass  sie 
durch  j* ,  j'^ ,  j* ,  ß  dargestellt  werden.  Denken  wir  uns  hienach 
die  besondern  Werthe  für  die  einzelnen  Wurzeln  x,,  x^,  x^,  .r^ 
und  Xi,  einen  unt^r  den  andern  hingeschrieben,  so  ist  sowohl  in 
den  Horizontal-  als  in  den  Vertical reihen  die  Abfolge  der  Po- 
tenzen maassgebend.  und  ein  einziges  primitives  ,/  liefert  alle 
Werthigkeitsvorsetzungen  der  Wurzelelemente.  Zur  speciellen 
Erliluterung  und  Veranschaulichung  des  fraglichen  tabellarischen 
Gesetzes  vergleiche  man  die  folgenden  Parallelen.     Rs  ist 


Xi  ^  jl  +j''M  +j^n  -hi^n  jl  +fm  +J^n  +j*o 

Xt^j'l  +  j'tn  +  j'n+j'o  j'l+j*m  +  jn+po 

■•■s  =i'/+//« -(->»«+ j'^rt  j'f  +  jm-i-j*u  -i-i'o 

,Ti  =  j^l +  )•"»!  +  j'^K  +,;'"o  f'l  -f- ./■■■»»  +  r«  -f-/o 

wahrend  die  Werthe  links  die  Bildungsart  der  Element- 
werthigkeiten  für  die  verschiedenen  Wui-zeln  erkennen  lassen, 
zeigen  die  auf  die  kleinsten  Potenzen  reducirten  Werthe  rechts, 
dass  die  vier  Wurzeln  von  primitiver  Werthigkeitsform  dieselben 
Elementwerthigkeiten ,  aber  versetzt  und  zwar  nur  derartig  ver- 
setzt enthalten,  dass  stets  die  nämlichen  Elemente,  binär  ver- 
bunden gedacht,  Einwerthigkeiten  ergehen.  Hier  iin  speciellen 
Fall  muss  das  Product  der  äussern  Elemente  /  und  o  und  ebenso 
dasjenige  der  innern  tn  und  n  in  jeder  Wurzel  einwerthig  aus- 
fallen. Verallgemeinert  man  sich  diese  Bemerkung,  so  kann  man 
im  Voraus  absehen,  dass  in  jeder  allgemeinen  Foim,  die  man  als 
werthiges  Polynom  für  eine  Gleichungswurzel  aufstellt,  die 
Werthigkeitsergebnisse  aus  den  Elementverbindungen  an  der  an- 
mittelbaren ersten  Form  des  reprilsentativen  Schema  auch  in  dem 
angegebenen  Sinne  für  die  andern  Formen,  d.  h.  fur  die  andern 
Wurzeln  gelten.  In  der  Thnt  heisst  dies  auch  nichts  weiter,  als 
dass,  wenn  sich  aus  der  unmittelbar  repräsentativen  Form  durch 
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Verbindung  von   Elementen   eine  Einwerthigkeit  ergid)t,  te 
nicht  dadurch  verschwinden  kann,  dass  sie  potenzirt  wird. 

Durch  Einsetzung  der  Wurzelform  in  die  Gleichung  wt* 
diese  in  'die  erforderlichen  Theilgleichungen  zerfallen.  Der  pnt 
tisch  bequemere  Weg  ist  aber,  wie  wir  im  sechsten  Capitdp- 
zeigt  haben,  das  sofortige  Anknüpfen  an  die  bekanntoi  (äi' 
chungen  zwischen  den  Coefficienten  und  den  Summen  derWuni 
potenzen.  Diese  wurden  für  3,  r  und  s  bereits  im  sedi» 
Capitel  bei  Gelegenheit  der  kubischen  und  der  biquadntisda 
Gleichungen  angeführt.  Hier  brauchen  wir  ausserdem  vA 
t^  \^S(x*)S{x^)  —  iS{x%  Denkt  man  in  die  fünf  Gleichi^ 
dieser  Art  nun  unsere  Wurzelformen  für  x^^  x^\x.  s.  w.  eingeseft 
verfährt  aber  nach  der  früher  begiUndeten  abkürzenden  IM 
dass  aus  den  Potenzen  für  das  allgemeine  x  nur  die  £inweitlDf> 
keiten  zurückzubehalten  sind,  so  lassen  sich  mit  Hülfe  so  geräf' 
fügiger  Rechnung,  dass  diese  im  Kopf  auszuführen  ist,  fol^ 
Coefficientengleichungen  hinschreiben:  q  =  —  5(7o  +  »nr. 
r^  —  h{nn  +  Im*  +  mo^4- w*o);  5  =  —  5(7*m  —  J«o*+f«*v 
+  In^-^m^o  —  m'n*-^  uo^)\  t=..  —  {J^  —Sl^fw  +  5/*fii-0T 
5/*mw-  —  blm'^n  — 5?mo^+  57w^o*-|-  »»*  +  5f»*no*  —  5«»** 
+  n^  +  0^). 

Es  versteht  sich,  dass  sich  derartige  Gleichungen  zwisd« 
den  Coefficienten  und  den  Elementen  auch  für  jeden  anders 
Gleichungsgrad  mit  entsprechender  Bequemlichkeit  bilden  lassa 
mag  dieser  Primgrad  sein  oder  nicht ,  sobald  man  nur  jedesrnd 
die  im  vorigen  Capitel  schematisirte  Wuraelform  anwendet  udI 
nach  dem  Princip  verfährt,  aus  den  Wurzelpotenzen  die  Ein- 
w  erthigkeiten  zurückzubehalten.  Es  hat  aber  vorläufig  weit» 
kein  Interesse,  derartige  Coefficientengleichungen  in  höher« 
Graden  allgemein  aufzusuchen,  da  wir  zunächst  nur  auf  speddk 
Fälle  dei*selben  einzugehen  haben  werden, 

2.  Schon  aus  den  für  den  fünften  Grad  angegebena 
Coefficientengleichungen  lässt  sich  absehen,  wie  sich  im  All^ 
meinen  die  Gleichung  für  ein  Wurzelelement  stellen  müsste.  Ke 
Gleichung  für  q  ist  zweidimensional  und  zweiten  Grades  und  di- 
nach  steigen  die  Dimensionen  und  Grade  für  die  übrigen.  Nadi 
den  allgemeinen  Grundsätzen  müsste  daher  der  Grad  der  Sehlus»- 
gleichung,  wenn  man  vorher  auch  alle  Künste  der  höhen 
Eliminationsmethoden  aufböte,  die  ihn  nicht  über  sein  natjdp* 
liches  Maass  steigeni,  die  Zahl  2.3.4.5  erreichen.     Das  Wurzel- 


^  element  würde  also  Wurzel  einer  Gleichung  120sten  Grades  sein 
h  und  demgemilss  120  Werthe  haben.  Aus  der  Ebenmässigkeit  der 
4  'Wurzelelemente  lässt  sich  aber  auch  im  Voi-aus  ennessen.  dass 
sich  für  jedes  Element  dieselbe  Gleichung  ergeben  muss  und  so 
^  worden  wir  denn  120  Werthe  haben,  von  denen,  falls  man  30 
für  das  eine  setzt,  je  30  auf  die  andern  drei  fallen.  Es  fallen 
also  immer  90  der  120  Werthe  eines  jeden  Elements  mit  denen 
der  andern  zusammen.  Da  jedes  Element  schon  nach  Maassgabe 
*  der  WurzelTorm  fünf  ausdrückliche  Werthigkeiten  hat,  so  folgt 
-  hieraus,  dass  in  den  fünften  Potenzen  der  Elemente  die  Fünf- 
'  werthigkeiten  fortfallen  müssen,  also  nur  24  Werthe  übrig  bleiben 
können;  denn  jeder  der  24  Werthe  wird  dadurch,  dass  man  von 
ihm  die  fünf  Wurzeln  nimmt,  verfünffacht.  Es  werden  also  ?\ 
m^,  »*^  und  ö^  in  der  Schlussgleiehung  nur  24werthig,  d.h.  die 
etwa  in  /  ausgedrückte  Schlussgleichung  vom  120sten  Grade  ist 
in  Beziehung  auf  l'^  nur  vom  24sten,  und  analog  ist  es  dieselbe 
Gleichung  in  Beziehung  auf  wi*,  Ji*  und  o*.  Die  fraglichen  vier 
fünften  Potenzen  sind  also  Wurzeln  einer  und  derselben  Gleichung 
24sten  Grades.  Ausserdem  wissen  wir,  dass  die  Elemente  ein- 
ander vertreten  können,  da  immer  nur  von  den  120  W'erthen 
für  das  einzelne  Element  je  30  individuell  in  Anschlag  zu  kom- 
men brauchen,  Hieraus  folgt,  dass  analog  die  fünften  Potenzen 
einander  vertreten,  d.h.  dass  von  den  24  Wertben  für  jede 
einzelne  Potenz  individuell  nur  jedesmal  sechs  in  Anschlag  zu 
kommen  hmuchen,  und  dass  die  übrigen  Werthe  alsdann  in  den 
andern  Potenzen  gegeben  sind.  Fasst  man  hienach  die  vier  Po- 
tenzen zu  einer  Summe  l''  +  m*  -}-  «^  +  o*  zusammen ,  so  liegt 
in  der  angegebenen  Vertheilung  der  Werthe  bereits  die  That- 
sache,  dass  in  der  Summe  nur  sechs  bestehen  bleiben;  denn  nur 
zu  je  sechs  lassen  sich  nebeneinander  aus  den  24  Werthen  wirk- 
liche Verschiedenheiten  formiren;  die  übrigen  Formationen  würden 
sich  nur  durch  die  Reihenfolge  der  Nehenordnnng  unterscheiden, 
welche  aber  hei  einer  Summe  gleichgültig  ist.  So  ist  denn  die 
Function  l^  4-  m^  +  n''  +  o''  sechswerthig  und  muss  die  Wurzel 
einer  Gleichung  sechsten  Grades  sein. 

Wir  wollen  die  eben  angeführte  Function  die  kritische 
Function  nennen,  weil  durch  ihre  Beziehung  zu  den  Coefficienten 
über  die  algebraische  Lösbarkeit  oder  Nichtlösbarkeit  entschieden 
wird.  Im  besnndern  Fall  kann  sie  auch  die  Lösungsfunction 
da    durch    ihre    besondere    Gestaltung    nicht   nur    die 
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Lösunprsbedinpungen  erfüllt ,  sondern  der  Regel  nach  aadi  tt 
Lösungen  selbst  vermittelt  werden.  Ist  für  irgend  eine  Glekkni 
die  kritische  Function  einer  gegebenen  Function  der  CoeffideM 
gleich,  so  liegt  in  dieser  Thatsache  bereits  das  Wesenüidie  der 
Lösung.  Auch  können  wir  den  Satz  vorwegnehmen,  dass  nur  ä. 
wo  eine  Gleichung  zwischen  der  kritischen  Function  und  m 
Function  der  Coefticienten  zu  beschaffen  ist,  fttr  das  Woml- 
elenient  und  mithin  für  die  Wurzeln  der  Hauptgleichung  eix 
reine  algebraische  Form,  d.h.  eine  solche  existirt,  id  die  keiK 
Transcendonte  eingemischt  zu  werden  braucht.  In  allen  bisheriiei 
Lösungsfallen,  die  wir  im  sechsten  Capitel  erledigt  haben,  eai 
sich  das,  was  wir  jetzt  kritische  Function  genannt  haben,  t« 
selbst  als  einer  Function  der  Coefticienten  gleich.  So  hatten  wii 
für  die  lileichung  des  dritten  Grades  die  kritische  Functki 
7*  +  wr"*       —  r  und  fUr  die  biquadratische   Gleichung  J*  +  tr 

+  M-  -     —   y.    Für  den  jetzt  vorliegenden  Fall  einer  GleichuD? 

fbnften  Grades  zeigt  ein  Blick  auf  die  letzte  CoefficientengleichQV 
fbr  t,  dass  die    kritische  Function,  welche   in    dieser  Gleichmf 
ebenfalls  als  Bestandtheil  vorkommt,  erst  in  Summation  za  äner 
Anzahl   anderer  Elenientefunctionen  mit  einem   Coefficienten  • 
Gleichung  steht.    Auch  kann  man  von  vornherein  wissen,  dasse^ 
zunächst  keine  derartige  einweiihige  CoefficientenfiiDCtion  gebo 
kann ;   denn  das   wäre  ein  Widerspruch  gegen   die  bereits  fest- 
gestellte Sechswerthigkeit  der  kritischen  Function.     Auch  sind  ii 
Allgemeinen,  wie  sich  später  zeigen  wird,  keine  Mittel  vorhandci 
aus  der  sechswerthigen  Function  durch  algebraische  Operationei 
wie  durch  Potenziren,  Summii-en  u.  dgl.  eine  Function  von  einer 
geringem  Werthzahl,  also  von  drei  oder  zwei    Werthen,  zu  cdI- 
wickeln.    Lilsst  sich  aber  überhaupt  keine  solche  Function  d«r 
Wurzelelemente  linden,  von  welcher,  während   ihr  Werth  durck 
eine  Coefiicientenfunction  ausgedrückt  werden  kann,  zugleich  di 
algebraischer  Rtlckw^  wieder  zum  Wurzelelement  führt,  so  ist 
klar,  dass  hiemit  auch  die  Lösung  selbst  abgeschnitten  ist.    Irgeei^ 
eine  solche  Function  der  Wui"zelelemente  muss  es  offenbar  seir- 
vermöge  deinen  sich  eine  Lösung  vollziehen  kann. 

3.  In  der  Elementegleichung  für  i  sind  ausser  der  kritisches 
Function  nur  noch  Glieder  enthalten,  in  deren  jedem  drei  der 
Elemente  und  zwar  multiplicativ  verbunden  vorkommen.  Setzt 
man  also  im  besondera  Fall  eine  solche  Gleichung   voraus,  ftr 


Blche  irgend  welche  zwei  der  werthigen  Wurzelelemente  gleich 
I  weiden,  so  bleibt  in  jener  letzten  Coefßcientengleichung  nur 
die  kritische  Function ,  von  welcher  aber  ebenfalls  zwei  Glieder 
gleich  Null  werden,  stehen,  und  es  ist  so  dem  Knierium  der 
Lösbarkeit  entsprochen.  Nennen  wir  alle  derartigen  Gleichungen, 
in  deren  Wui-zelform  nur  zwei  mehrwerthi[.'e  Elemente  vorzu- 
ifommen  brauchen,  zweielementige,  so  können  wir  sagen,  da^ 
sich  die  Lösung  der  zweielementigen  Gleichungen  vermöge  unserer 
Coefficientengleichungen  ebenso  leicht  bewerksteUigt,  wie  diejenige 
der  kubischen  Gleichungen,  die  ja  übrigens  auch  der  Classe  der 
zweielementigen  zugerechnet  werden  können.  Was  an  den 
Coefficientengleichungen  des  fünften  Grades  unmitlelbar  sichtbar 
ist,  Ulsst  sich  auch  für  jeden  sonstigen  Grad  nachweisen.  Es  gilt 
also  ohne  ii^end  welche  Beschränkung  auf  einen  Grad  der  allge- 
meine Satz ,  dass  alle  zweielementigen  Gleichungen  auf  dem 
Wege  der  Wertbigkeitsrechnung  lösbar  sind. 

Betrachten  wir  zunächst  wieder  den  Fall  des  fünften  Grades. 
Hier  ist  ein  Unterschied  zu  machen,  je  nachdem  man  zwei  Ele- 
mente, deren  Product  einwerthig  ist,  oder  aber  zwei  andere  bei- 
behält. Diese  Unterscheidung  ergiebt,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugen kann,  wesentlich  nur  zwei  Fälle;  denn  ob  man  beispiels- 
weise die  Äussern  oder  die  inneni  Elemente  nimmt,  ändert  nur 
die  Reihenfolge  der  Wurzeln.  Behalten  wir  also  l  und  o,  indem 
wir  III  und  ti  gleich  Null  setzen,  so  reducirt  sich  die  kritische 
Function  auf  /*  4-  o*  =  —  t.  Die  andern  drei  Coefficienten- 
gleichungen   verwandeln    sich    in   g—  —  blo,  r~Q    und   s  = 


hJ^o' 


Entnehmen   wir   aus   der  Gleichung  für  q  einen 


Ausdruck  für  eines  der  Elemente,  etwa  0  ^  -  ^,  und 
setzen  ihn  in  die  Gleichung  der  kritischen  Function  ein,  so  er- 
halten wir  nach  Wegschaffung  des  Bruches  /'"  -|-  (I*  —  f -|-)  ^0, 
eine  Gleichung,  die  in  Beziehung  auf  l^  quadratisch  und  die 
eigentliche  Resolvente  ist.    Aas  ihr  ergiebt  sich 


1/-4±IW^KI)"' 


Analog  würde  sich  „  =  l/_  i-  +  y[ff+{~)' 
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jux:  7ü*!«::ieLe  JLl  rv>siiieBifSKt»er  GleicfaniigeB.  ■ 
i-rTtra  i.:»ärnH?s  las  r"r:«iiiir:  üsr  itäDfü  ELesKence  einverthi^  >»• 

ii.  *:  rtgriira.ir':  t:»*  -rrjizLDi  Cumh?  'MT^eni:£ea  Gldchiugn, 
*  1  :»taei  L-f  "^i£ii"±»tilT3i:  "Eut  Ji«r  iai  CHSsooilern  Baspid 
:-??  7tir:-ai  -ni:e?  ijf  JtrriyrlTnj  W5  Wiokess  abhiagi.  Bis- 
'i**r  iüc  r.L.1  f.'Tj.  L»zs.»  ».»äTa^a  miir  Aof  trsüsceodeita 
""r^^  n^T  HL5*  le:  M  L~ras4!ä«i  Jimwi  MrsceCen  ktanoi  oii 
s»*  Li'ii  n-iLÄ  >f:L^T«srij  -V.^aäiiiiiKa  fnrnnr  Unser  W«riÄ 
•53.  •^zzi.rii  iük:  T^Lsrfü«:  Tn>i  lü^  amK  aSceneiii:  denn  viM 
f?¥L  :j.!^  i:*f  ^r-TTif^Jir-'j^ar   >I.fD:ftza«n.   stgawieiu  noch  die  alkr 

SeTr-r^fTTiTj^.:^.:!  vr*:  lua  s>Ä  li»:»:  •i5e  Mttke  geben,  die 
C  «izi  r--*a*^ii^»a';iTXMi  ä«:  rm  iat  Alj^naesnen  nofnstdlei, 
^zi  iixi  iz.  iijfs^  LJt  ±I*f!XL*fii».  aiii  ABsankaie  der  zwo  zi- 
n»rin:eiil-fC':-e:.  ^ei-ri  NiZ  ix  secDcn.  soadem  mnn  wird  t« 
Tirii-frsa.  -:a  fi2>*r  xrerilzTsaL  Wcneiannn  niisgehen.  Mu 
w:::  ':-f25gL-fi?FÄ5.r  ftr  ••a.  serisCÄ  Gmd  sofort  x=jl  +  ff 
j-eiTc-  -::z;i  fzri  ii-eriis  ixä.  i-en  frftner  Mcebenen  Regeln* 
ftzi  y.-T.'/izz^ic.  rr:s:z-fa  >ä  Cc<£i*:äefttai  und  den  Wnnal- 
cirnfüVfc  ArrjTcC-r::.  Ai'±  bfssea  ach  jüe  diese  Glachungei 
fiii  lU^'Xi-riz  ~  lÄ.  *.:fc  GrLi  Sehjadein.  indem  man  t« 
der  '^::r:cl::Tn  r  = ; :  —  •  •  -  ^  asscbw  und  ebenso  allgemdi 
T^zh  izsic^L  zrzl-ETL  EÄTfLZ.  ii-r  •  —  1  CoeffidenteDgkächimgfli 
til:r;ir.  ZzT  T.rsz.Lrzzs  ':i  Faxs  venidiseB  wir  jedoch  anfdi« 
Vrrii:>rii.il: :  1  :ii:^  !:=<  r'.Äsei  Me^rfiantSBOs,  der  übrigens  VB 
Jeir-.  irr  s::J:  fu:  be  A^5ftiraa*  der  VeraDgemeineniBg 
inicre&j^ir:.  ohi-e  ^eiieres  ercLirt  v«fden  knnn. 

r*i:e::rn  <ed  s>:h  *:::  die  £=-Jei«  Abut  toä  Gleichnngai 
hingewiesen .  die  \snz  ez;<:e£: .  wenn  mnn  zwei  Elemente  bci- 
l«!!: .  irrer.  Prwiuc;  tich;  änwenhii  wird.  Auch  diese  Gki- 
chuL^en  weriea  iuf  ifeselr-e  Ar:  behandelt.  Beiiält  man  abo 
in  uLScTTL  BeL<p:el5:.uI  dr$  finnea  Grades  I  wnd  m  zmUck,  in- 
dem r^an  r.  .:r.i  o  cleich  X'jlI  seir;.  so  wird  die  kritische  Fniw- 
tion  ■  —  ».,  =^  —  -  uni  die  übrltn^n  Coefficientengleichaiigai 
Terwaije'.n  5i-.h  ir.  q  =  M  r=— oT«*;  5  =  —  o7'jn.  A»- 
jA:hl:e?ä;:ch  aus  den  G'eichuü^ei  für  r  and  *  erhalt  man  bereits 
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'ie  beiden  Elemente,  und  die  Gleichung  der  kritischen  Function 
rückt  alsdann  nur  die  Beziehungen  der  letzten  drei  CoefRcienten 
BS.  Entwickelt  man  /unäclist  eines  der  Elemente,  also  etwa  m 
IS  derjenigen  Gleichung,  in  welcher  es  linear  vorkommt  und 
itzt  den  gefundenen  Ausdruck  in  die  andere  ein,  so  bat  man 
ftcfa    Wegschaffung   des  Bruches  eine    reine  Gleichung  fünften 

=  0.  Durch  die  Entwicklung  des  andern 
■  nT-  =  0-      ^^ir    haben    also   x  = 


lements  hndet  sich  m' 


^ ^-  4- j'  K  ^->  wobei  daran  erinnert  werden  mag,  dass 

alle  fünften  Einbeitswurzeln  repräsentirt  Die  Gleichung  der 
ritischen  Function  verwandelt  sich,  indem  man  für  1^  und  m^ 
ie  gefundenen  Werthe  setzt,  in  eine  Bestimmung  von  '  durch  die 


ipefßcienten  r  und  s,  nämlich  ia  i  = 


.  Die  Gleichung 


B  den  gefundenen  Wurzelwerthen  mttsste  also  die  Form  x'-" 


»  +  sar-f 


5r        25s 


-  0  haben.     Es  versteht  sich,  dass  auch 


«■  dieser  Abart  die  Gleichung  des  fünften  Grades  nur  ein  erster 
fjpas  ist,  nach  welchem  sich  auch  die  übrigen  Grade  und  zwar 
teilt  blos  die  Primgrade  erledigen  lassen. 

4.  Wie  wir  oben  gesehen  haben,  ist  eine  in  Beziehung  auf 
0  Elemente  rationale  Function  dieser  Elemente  mit  einer  an- 
fbbaren  Function  der  Coefficienten  in  Gleichungsbeziehung  zu 
tzcn ,  wenn  eine  Lösung  der  Hauptgleichung  stattfinden  soll. 
ir  gelangen  also  mit  der  fraglichen  Elementefunction,  deren 
Kiehung  2u  den  Coefficienten  ein  Kriterium  der  Lösbarkeit  ist, 
diejenige  Grenze,  jenseit  deren  sich  jede  weitere  Behandlung 
r  Elemente  und  irgend  welcher  Functionen  derselben  von  selbst 
rschliesst,  falls  nicht  ebenso  von  selbst  jene  Beziehung  der 
itiselien  F'unction  auf  die  Coefficienten  mitgegeben  ist.  Letzteres 
t,  im  Allgemeinen  bei  den  hberviergradigen  Gleichungen  nicht 
i.tt;  denn  in  der  letzten  Coefficienlengteichung  sind  noch  andere 
leder  mitenthalten.  Hieraus  folgt,  dass  die  fragliche  erforder- 
be  Beziehung  auf  besondern  Gestaltungen  beiiiht,  die  wir  uuf- 
Buehen  haben;  denn  es  wäre  eine  willkllrliche  Voraussetzung, 
i«r  die  zwischen  den  F^lementen  und  den  Coefticienten  in  unsern 
ikreffeBiIen  Gleichungen  allgemein  und   ei-schöpfend    formulirten 
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Beziehungen  hinaus  noch  andere  speciellere  anzunehmeo,  & 
ebenfalls  allgemeingültig  und  trotzdem  nicht  in  den  vorifn 
enthalten  wären.  Derartiges  wäre  ein  vollendeter  Widerspinek: 
denn  ein  Specielles,  welches  nicht  in  dem  ÄllgemeiDen  enthalta 
ist,  schränkt  dasselbe  gleichsam  von  aussen  ein  und  moss  daher 
auf  besondere  Gründe  zurückgeführt  werden.  Ist  daher  die 
Gleichung  der  kritischen  Function  von  der  entsprechenden  Coefi- 
cientengleichung  verschieden,  so  kann  sich  die  Ällgemeinbei 
der  letzteren  nicht  mit  der  Specialität  der  ersteren  deckoi,  oder, 
mit  andern  Worten,  jene  völlige  Allgemeinheit  der  Beziehanga, 
die  aus  einer  allgemein  gefassten  Hauptgleichung  folgt,  besteh 
nicht  mehr.  Demgemäss  haben  wir  uns  nach  besondem  Yit 
schränkungen  umzusehen,  vermöge  deren  die  kritische  Faoctis 
auch  zur  lösenden  werde. 

Für  die  Untei*suchung  dieser  Einschränkungen  bieteo  tu 
Wui-zelelemente  der  Kegel  nach  keine  Handhabe,  obwohl  wirii 
den  zweielementigen  Gleichungen  einen  Fall  nachgewiesen  haba 
für  welchen  eine  solche  Handhabe  vorhanden  war.  Das  Hißdo' 
niss  weiterer  Behandlung  ist  der  Umstand ,  dass  die  kritisde 
Function  in  Beziehung  auf  die  einfachen  absoluten  Ausdrflcb 
der  Wul-zelelemente  nur  einweithig  ist,  während  sie  mit  Röd- 
sieht  auf  die  Vielwerthigkeit  jedes  Elements  effectiv  sechswertki? 
sein  muss,  wie  wir  dies  aus  der  Gradzahl  der  Endgleichong  ii 
Voraus  bestimmt  haben.  Diese  sechs  Werthe  sind  nun  t« 
anderer  Beschaffenheit,  als  diejenigen  zwanzig,  die  wir  als  eine 
Combination  von  gewöhnlichen  Fünfwerthigkeiten  und  von  da- 
jenigen  Vierwerthigkeiten  behandeln  konnten,  die  dadurch  rqwfr 
sentirt  sind,  dass  jedes  Element  auch  die  andern  zu  Wertha 
hat.  Jene  fünfmal  vier  Werthe  Hessen  sich  daher  unmiltelbii 
an  den  Elementen  selbst  erkennen  und  signalisiren;  denn  nidä 
erst  die  Wurzeln  der  F.ndgleichung,  sondern  die  auch  schon  ^ 
vornherein  in  der  Wurzelform  bestehende  Vertauschbarkeit  iß 
Elemente  machte  die  fragliche  Vierweilhigkeit  bemerklich.  S« 
aber  ist  im  Bereich  der  Elemente  selbst  von  weitem  \VerthuDt«' 
Scheidungen  nichts  mehr  unmittelbar  sichtbar.  Man  muss  scici 
auf  die  Endgleichung  ausgreifen,  um  nur  die  Zahl  120  alsi* 
nothwendige  Werthezahl  jedes  Elements  zu  erschliessen.  3ltf 
würde  diese  Endgleichung  selbst  brauchen,  um  auf  dem  » 
geschlagenen  Wege  Weiteres  über  die  Weithüntei-schiede  m  ^ 
fahren.     Dies  liiesse  aber,    das  Ziel  erreicht  haben  müssen,  o* 
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1  zu  verfügen,  mit  deneu  es  eiTeicht  werden  soll, 
nber  die  Werthe  sind  nur  Mittel,  um  zu 
1  oder  Functionen  zu  gelangen.  Es  ist  da- 
nöthig,  die  fraglichen  Sechswerthigkeiten 
ihlen,  die  ihnen  in  kritischen  Functionen 
byi  ri  entsprechen,  sichtbar  zu  machen. 
iili^estellten  Wurzelformen  ist  jede  einzelne 
"unction  der  Wuraeleleniente  ausgedrückt, 
eine  genügende  Anzahl  von  Gleichungen, 
!  lineare  Functionen  der  Wurzeln  zu  erhalten. 
;  die  Wurzel  als  lineare  Function  des  sich  nach 
iVerthen  individualisirendeu  Wurzelelements,  so  können  wir 
die  Unikehrung  der  Function,  nämlich  das  Wurael- 
Ünent  als  Function  der  sich  fünfwerthig  unterscheidenden 
urzel  halten.  Für  die  vier  Elemente  genügten  sogar  vier 
leicbungen:  aber  diese  vier  sind  unter  den  fünf  vorhandenen 
iltebig  wählbar,  und  da  doch  alle  diese  Möglichkeiten  auf  irgend 
le  Weise  mitberUcksichtigt  werden  mOssten,  so  empfiehlt  es 
•it,  von  vornherein  gleich  alle  fünf  Gleichungen  an  der  Bildung 
r  Wureelfunction  iheilnehnien  zu  lassen.  Das  Wurzelelement 
\  Wurzelfunetion  betrachten,  nimmt  sich  zunächst  etwas  sonder- 
r  aus.  Doch  zeigt  sich  bei  näherer  Üeberlegung,  dass  in 
icksicht  auf  Werthigkeit  es  ganz  in  der  Ordnung  ist,  eine 
[>  werthige  Function  aus  Bestand  theilen  zusammenzusetzen, 
reo  jeder  nur  fünfwerthig  ist.  Obwohl  daher  die  Auffassung 
ps  natürlich  ist,  die  Wurzel  als  aus  ihren  Elementen  zusammen- 
letzt  vorzustellen,  und  demgemUss  nach  der  algebraischen  Con- 
tntion  das  Wurzeielement  einfacher  ist  als  die  Wurzel,  so  kehrt 
■  doch  der  Gesichtspunkt  der  Einfachheit  gradezu  um,  sobald 
m  riie  Werthezahl  zum  Maass  macht.  Nacli  Maassgabe  der 
pjrthezahl  ist  die  Wui-zel  24  mal  einfacher  als  ihr  Element.  In 
r  Ordnung  der  Werthgrnde  gehen  wir  also  zum  Einfacheren  über, 
Bli  vir  in  der  Zusammensetzung  der  Ausdrücke  vom  Wurzel- 
noDt  zur  Wurzel  selbst  fortschreiten. 

Letzterer  Sachverhalt  ist,  wenn  auch  nicht  der  bewuaste 
IpDd,  so  doch  die  in  der  Natur  des  Gegenstandes  thatsachlich 
mde  Ursache  gewesen,  aus  welcher  Lagranpe  von  vornherein 
Weg  der  Wui*zelfunctionen  eingeschlagen  hat.  Er  wuitie 
ircb  der  Begillnder  der  modernen  Gleichungstheorie,  und 
der  Ausdi-uck   moderne  Algebra  im  Unter-schiede  von  der- 
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jenigen  des  16,  und  17.  Jahrhunderts  überhaupt  noch 
haben  soll ,  so  muss  er  auf  jene  epochemachende  Metbodt  1> 
granges  bezogen  werden ,  die  man  wohl  ant  besten  als  die  te 
Worzelfunclionen  bezeichnen  kann.  Auf  ihr  hat  bisher  ilM 
Spätein  beruht  und  insbesondere  haben  Abel  und  Galois  ia 
Rahmen  dieser  Methode  die  wichtigsten  Einsichten  gewinn, 
die  bisher  seit  Lagrange  zu  Tage  gefördert  worden  sind.  Esa 
jedoch  sogleich  bemerkt,  dass  Lagrange  seine  Methode  der  ffumi- 
functionen  dadurch  etwas  unmotivirt,  ja  man  könnte  sagra.  tiH- 
kUrlich  einleitet,  dass  er  ohne  weitere  Vermittlung  eofort  »n 
der  Idee  ausgeht,  alle  Methoden  der  Gleichungslösung  «tni« 
schliesslich  immer  darauf  zurückkommen ,  eine  FnnctioD  ia 
Wurzeln  zu  suchen,  die  selbst  Wurzel  einer  lösbaren  GMcbsa 
sei.  Der  willkürliche  Zug  des  Verfahrens  steiirert  sich  noch  *► 
durch,  dass  von  vonihei-ein  mit  irgend  einer  Wurzelfunctioo  t«- 
gönnen  wird,  ohne  dass  man  erfahrt,  warum  grade  diese  Wnrtci- 
functioD  und  nicht  eine  andere  gewählt  worden  sei.  Stillsi^n^ 
gend  ist  freilich  das  Wurzelelement  auch  der  Compass  gewrsMi 
denn  Lagi-ange  ist  von  den  Eulerschen  Betrachtungen  «& 
gegangen,  und  diese  hatten  irgend  welche,  wenn  auch  noch  nk 
unbestimmte  und  unzulilngliche  Vorstellungen  über  die  Wund- 
form  im  Auge.  Wir  haben  also  das  naturgemässe  System  b» 
gestellt,  indem  wir  von  den  Wurzelelementen  ausgingen,  ÖM 
Function  der  Elemente  als  die  Lösuugsfunction  im  Sinne  hattn 
und  dann,  nls  die  Werthbetrachtungen  dazu  führten,  den  Ans- 
druck  der  Elemente  und  mithin  auch  der  lösenden  Function  dindi 
die  Wui'zeln  als  denjenigen  erkannten,  der  zum  wertbig  £!■■ 
fächeren  führe. 

5.  Bleiben  wir  hei  dem  Typus  der  Gleichung  fünften  Grad«. 
an  welchem  sich  die  jetzt  fragliche  Wendung  in  hinreichemki 
Allgemeinheit  kennzeichnen  lässt.    Aus   den   Gleichungen  r,  = 

erhält  man  1.  indem  man  jede  dieser  Gleichungen  mit  ciMr 
solchen  Potenz  von  j  multiplicirt ,  dass  I,  wo  es  dies  nicht  sdw 
ist.  einwerthig  wird,  und  alsdann  alle  Gleichungen  addirt.  Auf 
diese  Weise  ergiebt  sich  l  =  ^  0*«,  +i'3^  +  pc^  ■+-  j'ar*  -H  Ji^- 
Auf  analogem  Wege  oder  auch  dadurch,  dass  man  in  dem  ttr 
/  gefundenen  Ausdruck  nacheinander  j*.  j*  und  j^  fOr  j  seift 
tindet  man  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  m,  n  und  o.  Awli 
wissen  wir  bereits  und  brauchen  es  nicht  erst  aus  dem  Wonfi- 


usdnick  der  Elemente  zu  erfahren,  dass  die  Kiemente  Weilhe 
DD  einander  sind,  und  dass  daher  im  Allgemeinen  eigentlich 
ur  ein  Element  e  exisürt,  welches  die  vier  Weithe  e,  ~  l,  e^ 
=  »H,  €3  =-  M  und  64  ^  0  annimmt.  Wir  brauchen  daher  vor- 
lafiß  unsere  Aufmerksamkeit  nur  auf  eine  einzige  Wurzelgestalt 
es  Elements  zu  richten.    Diese  sei  e  ^  l  ^  l  0**i  +i*^  H~ 

Die  allgemeine  Gleichungswui-zel  x  ist  in  demselben  Sinne 
Inf werthig ,  wie  wir  dies  in  unserer  Werthigkeitsrechnung  für 
ie  fünfte  Einheitswurzel  j  erprobt  haben,  d.  h.  wie  bei  letzterer 
ie  iteprilsentfttion  durch  ein  primitives  /  zugleich  alle  übrigen 
linheitswui-zeln  mit  vorstellte,  so  wird  man  auch,  wo  man  speciell 
,,  .»■,  u.  s.  w.  schreibt,  noch  die  übrigen  vier  Wuraeln  als  nach- 
tnander  an  die  Stelle  der  speciell  gesetzten  tretend  niitzuberück- 
iehti^en  haben.  Die  Rolle  irgend  einer  speciellen  Wurzel  ist 
fiJJkQrlich  fünffach  bestimmbar;  denn  sie  ist  nichts  als  die  ftolle 
er  allgemeinen  Wurzel,  tjie  an  der  betreffenden  Stelle  mit  irgend 
JDein  ihrer  willkürlich  wählbaren  Werthe  ftguriren  soll.  In  diesem 
Jane  kann  man  also  sagen,    dass  jede  fünfte  Wurzel  auch  da, 

0  sie  ausdrücklich  nur  mit  einem  einzelnen  Werthe  gesetzt 
ird,  electiv  fünfwerthig  sei.  Gewöhnlich  beruft  man  sich  un- 
ittelbar  auf  eine  gegenseitige  Vertauschbarkeit  der  Wurzeln; 

UQserm  Weithigkeitssystem  ist  es  jedoch  angemessener,  den 
ichverhalt  sogleich  in  der  angegebenen  Art  vorzustellen.  Neben* 
d  bemerkt,  müssen  sich  die  Gleichungswurzeln  Überhaupt  zu 
inlicben  Werthigkeitsschlüssen  verwenden  lassen,  wie  die  Ein- 
ntswurzeln.  Bildet  man  beispielsweise  aus  ihnen  ähnliche 
erthige  Polynome  mit  einwerthigen  Coefficienten ,  wie  aus  den 
Itoheitswurzeln,  so  wird  die  Nullsetzung  dieser  Polynome  in 
IBBloger  Weise  eine  Nullsetzung  der  Coefticienten,  d.  h.  ähnliche 
Meichungsspaltungen  mitsichbringen ,  wie  diejenigen,  die  sich 
MS  unserer  bisherigen  Werthigkeitsrechnung  ergaben.  Hier  be- 
Wrfeo  wir  jedoch  dieser  Eigenschaft  der  Wurzeln  nicht,  sondei-n 
•ben   unsere   Schlüsse   rein   aus   der    elecliven    Fünfwerthigkeil 

1  machen. 

Die  für  e   in   den  Wurzeln    aufgestellte   Functionsform    ist 

*'oIge  der  electiven  Fünfwerthigkeil  jeder  Wurzel  120wertbig; 

iBQ  dies  ist  die  Zahl  der  Permutationen,    welche  zwischen  den 

nebengeordneten  Wurzeln  mögliLh  ist,   und  jede  dieser  Per- 

tionen   ändert,    da  die  Wurzeln   verschiedene   Vorsetzungen 
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haben,  auch  in  der  That  den  Weith  der  Function.  80  zagi 
sich  denn  hier  bei  dein  weilhigen  Wurzelausdruck  des  Etemeits 
an  den  Pennutationswerthen ,  was  wir  schon  aus  der  Natur  dv 
Coefficientengleichungen  entnahmen.  Hier  schliessen  wir  unmittel- 
bar auf  die  Werthzahl  120  und  entnehmen  daraus,  es  mttsse  te 
Wurzelelement  Wurzel  einer  Gleichung  1208ten  Grades  seil. 
Dort  schlössen  wir  direct  auf  den  Grad  der  Gleichang  und  uit 
diesem  zugleich  auf  die  Werthzahl.  Der  Weg  Lagranges  w&r 
der,  unmittelbar  von  der  fraglichen  Wurzel  Function  auszugebn 
und  aus  dieser  erst  eine  Function  su  bestimmen ,  weldie  ii 
unserer  Bezeichnungsweise  5^ .  e^  sein  würde.  Alsdann  treti 
weitere  Classificirungen  und  Eintheilungen  der  Permutatiotf' 
gruppen  ein,  welche,  von  unerheblichen  Zahlencoeffidentoi ik- 
gesehen,  schliesslich  auch  zu  dem  führen,  was  wir  die  kritistb 
Function  genannt  haben.  Angesichts  dieser  sechswertlufP 
Wui-zelfunction  erkläite  Lagrange,  dass  schwer  abzusehen  sai 
dürfte,  ob  sich  die  zugehörige  Gleichung  sechsten  Grades,  ixm 
ersten  Coefficienten  er  nach  der  Methode  der  symmetriscka 
Functionen  wirklich  berechnet  hatte,  noch  weiter  zerlegen  \am 
würde.  Alle  Bemühungen  der  Späteren,  namentlich  Abels«! 
Galois',  haben  wesentlich  an  diesen  Punkt  angeknüpft,  sofdU 
rücksichtlich  der  Verneinung  der  Zerlegbarkeit,  als  auch  bei  der 
Formuliiamg  specieller  Lösungskriterien. 

Unsere  Aufgabe  ist  nach  dem  bisherigen  Gange  des  Vo" 
fahrens  zunächst  eine  ganz  einfache.  Wir  bedürfen  der  Tn^ 
bereitenden  Peimutationsclassificationen  Lagranges  nicht,  da 
schon  die  unmittelbare  Behandlung  der  Wurzel elemente  anf 
entscheidende  Function  geführt  hat.  Wir  haben  unsem  Ausdrsd 
der  kritischen  Function  J^  H-  m^  +  n*  -f-  o^  =  e^*  -|-  «,*  +  <i* 
+  e^^  nur  aus  der  Sprache  der  Elemente  in  die  Sprache  der 
Wurzeln  zu  übersetzen  und  können  dabei  die  ZahlencoeffideBü 
weglassen,  da  es  sich  in  dem  Wurzelausdruck  der  kritisctai 
Function  doch  immer  nur  um  die  Wurzelproducte  und  deici 
Werthveränderung  durch  die  Permutationen  handelt.  Wir  köma 
daher  auch  kurzweg  den  so  gewonnenen  Wurzelausdnick  ik 
kritische  Wurzelfun ction  oder  einfach  als  kritische  Function  b^ 
zeichnen,  wie  überhaupt  auch  noch  alle  andern  8echswerth]genFnl^ 
tionen  der  Elemente  oder  Wurzeln,  zu  denen  man  durch  andere 
Combinationen  gelangen  mag ,  den  wesentlichen  Charakter  bi* 
tischer  Functionen  haben  und  daher  in  der  Hauptsache  onsei* 


Mielle  kritische  Function  vertreten  können.  So  würde  beispiels- 
}  Function  Imno,  wie  sieh  sdion  an  den  Elementen  un- 
Lelbar  erkennen  lässt,  ebenfalls  sechs  Weithe  haben  und  dabei 
irvierdiniensional  sein.  Ebenso  würde  es  sich  mit  der  Conibinntioa 
•4-  m'n'  verhalten,  und  es  liessen  sich  diese  Fälle  durch  die 
ichiedensten  Dimensionen  hindurch  vermehren,  ja  wenn  man 
isse  DimensioDsgrenzen  setzte,  innerhalli  dieser  erschöpfen. 

Nacli  dem  Vorangehenden  haben  wir  jetzt  zwei  Kriterien 
;■  Functionswerthiifkeit,  nämlich  erstens  das  durch  die  Ein- 
wurzeln und  nunmehr  auch  das  durch  die  Wurzelvei-setzungen, 
'  letzterer  Beziehung  müssen  nun  petmutative  Gestalten  und 
,permutative  tlrössenwerlhe  oder  kurzwes  perinutative  Werthe 
,  untei-schieden  nerden.  Eine  symmetrische  Function  gestattet  alle 
PennutatioDen,  ohne  dasB  ihr  Wertb  geündert  wUvde.  Sie  nimmt 
^.mithin  alle  permutativen  Gestalten  an,  hat  aber  nur  einen  per- 
, nutritiven  Wertb.  Die  Gestalt  Änderung  besteht  dabei  ausschliess-' 
lieh  in  der  Aenderung  der  Reihenfolge  der  Glieder.  Nachdem 
wir  auf  diese  Weise  den  Begriff  des  permutativen  Werths  fest- 
gestellt haben,  können  wir  innerhalb  desselben  von  Neuem  unter- 
_flcheiden  und  ausschliesslich  oder  rein  permutativen  Weith  einen 
"wichen  neunen,  der  auf  keine  andere  Weise  als  vermittelst 
Warzelpermutationen  sichtbar  zu  machen  und  nicht  anders  als 
«nf  diesem  Wege  in  der  Werthei-echnung  zu  handhaben  ist  Wo 
lusere  durch  die  Einheitswui'zelD  gekennzeichneten  Werthigkeiten 
%afhören,  beginnen  die  rein  permutativen  Werthe.  Dies  steht 
bctreits  fest,  lässt  sich  jedoch  auch  noch  au  den  Wurzelfunctionen 
beeonilers  zeigen,  wenn  man  von  der  elementaren  Wurzelfunction 
t  ausgeht  und  eine  Parallele  mit  denjenigen  FermutationskUnsten 
Öfibt,  die  dabei  bisher  ein  Surrogat  unserer  Methode  der  Werthig- 
tuMten  bildeten.  Die  Fünfweithigkeiten,  die  den  fünften  Wurzeln 
BDtsprechen,  werden  durch  die  fünf  sogenannten  cyklischen  Per- 
piotationen,  d.  h.  durch  diejenigen  Versetzungen  dargestellt,  in 
denen  man  die  Indices  1  mit  2,  2  mit  3,  u.  s.  w.  bis  5  mit  6, 
i,  h.  mit  1  vertauscht,  alsdann  an  der  nun  gewonnenen  Permu- 
t^onsgestalt  dieselbe  Operation  wiederum  vornimmt  u.  s.  w. 
•Iffjr  nach  unserer  Methode  gewinnen  die  fünf  Werthe,  indem  wir 
'nacbeioander  mit  j,  j",  j^  und  j'  multipliciren;  denn  durch  diese 
^TOT  Voi-setzungen  mllssen  sich  die  Unterschiede  der  vier  andern 
U'Zeln  aus  der  einen  zum  Ausgangspunkt  genommenen  immer 
welche    Vorsetzung    auch     die    zum    Ausgangspunkt 
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genommene  selbst  schon  haben  möge.    Um  uns  also  in  den  IS' 
Permutationen  auf  unsere  Weise  zu  orientiren  und  zunächst  M 
charakteristische    Stammwerthe    zu   Ausgangspunkten   für  alle 
Weitere  zu  erhalten ,    brauchen  wir  eben   gar  nicht  wiiUicb  n 
permutiren,  sondern  nur  irgend  eine  Form  der  ElementarfoDftioi 
e  zu  nehmen  und  an  ihr  die  fünf  Vorsetzungen   der  Fflnfwertldi- 
keit  anzubringen,  ihr  also,   kurz  gesagt,    die    fünf  Werthigkcs^ 
grossen  zu  geben.    Demgegentlber  ist  die  cyklische  Permutatifit 
etwas  willkQrlich  Gemachtes ,    wozu  man   offenbar  am  Leitys 
des  Gesichtspunktes  gelangt  ist,  die  fünf  Wurzelwerthe  auf  per- 
mutatorische  Weise  zu  erzeugen.    Die  Setzung  der  verscbiedeoa 
Einheitswurzeln,  deren  man  sich  unter  der  Bezeichnung  a  frük 
auch,  aber  stillschweigend  und  ganz  nebenbei,    bediente,  i^ihs 
sachlich  Ui-sprüngliche  und   die  cyklische  Permutation  das  nkk- 
träglich   Erfundene.     Wo  man    überhaupt    fünfte    Wurzdn  m 
einander  zu  unterscheiden  hatte,    da  war    man  auch  genötlnci 
dies  zunächst  vermittelst  der  Einheitswurzeln  zu    thun.    Unse 
Verfahren  aber  hat  ei-st  ein  Gebiet  werthiger  eigentlicher  Y« 
Setzungen,   gleich  den  gewöhnlichen  Rechnungszeichen,  kenntM 
gemacht  und  hieran  eine  systematische  Rechnungsart  geknfl|A 

Noch  gekünstelter  als  die  BeschaflFung  der  fünfwerthiga 
Permutationsgruppe  ist  die  permutatorische  Ei'zeugung  der  Vifl^ 
werthigkeiten ,  welche  den  vier  Elementen  1^  m^  n  und  0  e* 
sprechen.  Hier  bedarf  man  der  sogenannten  Multiplication  dff 
Indices,  nämlich  nacheinander  mit  3,  2  und  4.  Wir  aber  seOr 
einfach  nacheinander  j*,  j^  und  j*  für  j  ein,  d.  h.  wir  stellen  * 
zum  werthigen  Polynom  gehörigen  Weithe  nur  thatsächlidi  ta 
und  haben  hiemit  die  vier  Elemente.  Nebenbei  bemerkt  ergieh 
sich  auch  das  fünfte,  welches  in  unserm  Fall  gleich  Null  ist,  9^ 
bald  wir  auch  noch  j^  einsetzen.  Stellen  wir  die  fraglichen  Vier 
werthigkeiten  an  jeder  der  Fünfwerthigkeiten  dar,  so  erkil* 
wir  diejenigen  zwanzig  Werthe  jedes  W^urzelelements,  die  wij 
abhängen,  und  deren  jeder  innerhalb  seiner  selbst  sechs  Wunei* 
Versetzungen,  d.  h.  sechs  rein  permutative  Werthe  liefert  Di« 
bcmhen  bei  jedem  der  zwanzig  Ausgangspunkte  auf  den  setk 
möglichen  Versetzungen  dreier  Wui-zeln  unter  sich,  während* 
jedesmal  zugehörigen  zwei  andern  Wurzeln  unversetzt  bläb* 
Dagegen  bleiben  bei  den  cyklischen  und  den  erwähnten  multiF*' 
cativen  Permutationen  nie  zwei  Wuraeln  an  ihrer  Stelle. 

Um  die  kritische  Function  zu  erhalten  oder  vielmehr,  * 
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lleren  specielle  Darstellung  nicht  einmal  erforderlich  ist,  genisse 
Igenschaften  an  ihr  sichtbar  zu  macliun,  haben  wir  die  Elemen- 
rfunction  i  oder  besser,  da  es  auf  die  Zahlenroefficienten  nicht 
mkommt,  einfach  die  Function  5c.  vor  der  kein  Bruch  mehr 
^iteht,  zunächst  in  die  fünfte  Potenz  zu  erheben.  Um  jedoch  ein 
für  allemal  die  für  die  Beurtheilung  gleichgültigen  Zahlencoefti- 
cienten  zu  beseitigen,  wollen  wir  von  nun  an  unter  ''i,  cj  u.  s.  w, 
die  von  jenen  Coefficienten  befreiten  Werlhe  der  Elementar- 
function  verstehen.  Wir  haben  alsdann  e,*,  indem  wir  von  der 
ersten  Foim  der  Elementaifunction  ausgehen,  d.  h.  O'**;  -{-j^x^ 
^i'-^a  +  J-^4  +  ^s)*  zu  bilden.  Dies  inuss  nach  unsein  frühem 
Grundsätzen  wieder  ein  werthipes  Polynom  von  derselben  Form 
geben,  sich  also,  wenn  wir  in  der  gewöhnlichen  Weise  ordnen, 
durch  Aas  Schemh  K -\-jL+j^M  +  j^N  +  j^O  kennzeichnen, 
in  welchem  K,  L  u,  s.  w.  absolut  genommene  Wurzelfunctionen 
sind.  Setzen  wir  in  diesem  Schema  nacheinander  j',  j"^  und  j* 
an  die  Stelle  von  ^*,  so  erhalten  wir  die  Schemata  für  e^*,  c»^ 
und  e/.  Auch  die  fünfte  Potenz  des  fünften  Elements  oder  viel- 
mehr des  Fünffachen  davon,  welches  in  unseim  Falle  Null  und 
sonst  dem  negativen  ersten  Coefficienten  gleich  ist,  erhalten  wir, 
wenn  wir  j^  an  die  Steile  von  j  in  das  Schema  einsetzen.  Wir 
haben  hier  dann  speciell  die  fünfte  Potenz  des  fünften  Elements 
0— K+L-i-M-\-N+  O.  Addiren  wir  die  so  gewonnenen 
fünf  Schemata,  so  erhalten  wir  e,''-i-e,^+ c,^  4- Cji^  4-6^*—- 5  AT. 
Sehen  wir  wieder  vom  gleichgültigen  ZahJencoefticienten  ab,  so 
ist  K  die  kritische  Function.  Sie  ist  der  in  Beziehung  auf  die 
Vorsetzungen  einwerlhige  Bestandtheil ,  wie  er  sich  in  jeder  ein- 
zelnen der  fünften  Potenzen  der  vier  Element«  findet.  Ueber- 
haupt  braucht  man  im  Falle  primgradiger  Gleichungen  aus  der 
fünften  Potenz  der  Elementarfunction  immer  nur  die  einwerlhige 
Wurzelfun ction  zurückzubehalten  und  man  hat  hiemit  die  kritische 
Function.  Auch  alle  sonstigen  Operationen  und  Schemata  stellen 
sich  bei  allen  Primgraden  analog- 

Die  AVerthezahl  der  kritischen  Function,  die  kein  j  mehr  ent- 
hält, kann  auch  nicht  von  j  abhängig  sein.  Diese  Zahl  muss  die 
der  rein  permutativen  Werthe  sein,  welche  nach  den  Operationen 
mit  den  Vorsetzungen  noch  übrig  bleiben.  Diese  rein  permu- 
tativen Werthnioglichkeiten  können  aber  in  der  kiitischen  Func- 
tion nur  diejenigen  sein,  die  schon  in  der  Elementarfunction  be- 
standen.    Von    den    je    zwanzig   Werthen    als    Ausgangspunkten 
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Hessen  sich  je  sechs  durch  ausschliessliche  Permatation  je  dreier 
Wurzeln  unter  sich  bilden.  In  der  kritischen  Function  sind  die 
zwanzig  von  den  Vorsetzungen  abhängigen  Werthe  oder  viehnehr 
Werthclassen  yei*schwunden ;  es  bleiben  also  in  ihren  sämmtlidia 
120  Permutationsgestalten  nur  die  Permutationen  je  dreier 
Wurzeln  unter  sich  wirklich  werthändenid  und  ergeben,  wiees 
sein  muss,  die  sechs  überhaupt  noch  bestehenbleibenden  Weitk 
An  diesen  Charakter  der  Ursache  der  Sechswerthigkeit  werdea 
wir  bei  den  Kriterien  der  Lösbarkeit  der  Gleichung  anknQpfeB 
müssen.    Er  gestaltet  sich  analog  bei  allen  Primgraden; 

Was  aber  die  zusammengesetzten  Grade  anbetrifft ^  so  äsi 
bezüglich  der  Unterscheidung  der  Werthgattungen  und  behofc 
Bildung  einer  kritischen  Function  zwar  ähnliche,  aber  doch  ab- 
geänderte Wege  erforderlich ,  auf  die  wir  bei  Behandlung  ia 
Lösbarkeitskriterien  je  nach  Bedürfniss  specieller  eingehen  werdo. 
Die  Combination  der  eigentlichen  Werthigkeiten ,  die  von  j  ab- 
hängig sind,  mit  den  rein  oder  wesentlich  permutatiYen,  sowie 
die  Bildung  irgend  einer  kritischen  Function  bleibt  aber  der 
Leitfaden.  Die  Feststellung  der  Lösbarkeitsnonnen  und  dern- 
gehörigen  Lösungswege  ist  schon  in  ihrem  bisherigen  geschieh- 
liehen  Bestände  danach  geailet;  bezüglich  unserer  neuen  Wei- 
dungen eine  eingehendere  Hervorhebung  in  einem  besonden 
Capitel  räthlich  zu  machen.  Dort  wird  das ,  was  auch  über  ia 
geschichtlichen  Thatsachenbestand  hinausgeht,  nämlich  unsere 
Theorie  der  zusammengesetzten  Grade,  seinen  natfirlichen  PUi 
haben;  denn  durch  diese  Theorie  wird  überhaupt  ei-stdieRoM 
der  Lösbarkeitskriterien ,  die  sich  bisher  wesentlich  auf  <to 
Galoissche  Gesetz  für  die  Primgrade  beschränkten,  in  umüs» 
derer  Weise  ausgefüllt. 


Neuntes  Capitel. 

Lösharkeitskriterien  und  LSsungswege  fttr  Olelelmi^  l^>:il 
einfacher  und  zusammengesetzter  O^rade. 

1.  Für  die  primgradigen  Gleichungen  bildet  der  Galoiss* 
Satz  den  ganzen  Bestand  dessen,  was  man  über  die  BediogoBf^ 
der  Lösbarkeit  allgemein  zu  formuliren  vermocht  hat  Id<I* 


lallien  Jahrhundert  nach  Galois  ist  nichts  hinzugekommen.  Be- 
iglich der  zusammengesetzten  Grade  hat  man  aber  so  gut  wie 
pichts;  denn  Abel  und  Galois  haben  sich  hier  nur  auf  vereinzelt© 
initeutuiigen  und  unbewiesene  Ausspi-Uche  beschränkt.  Der 
■«rslere  perieth  bei  der  Untersuchung  zusammengesetzter  Grade 
sogar  in  eine  Verfassung,  welche  ihn  in  einem  Biiefe  an  einen 
Freund  sagen  liess  „le  diable  s'y  möle". 

Obwohl  es  Abel  nicht  allzu  schwer  ei-schien,  über  die  Prim- 
grade zu  einer  Lösbarkeitsbedingung  zu  gelangen,  so  hat  er  sich 
doch  auch  in  dieser  Richtung  einer  Lösung  nur  genähert.  Wenn 
sieh  nnter  den  Wurzeln  einer  primgradigen  Gleichung  eine  fände, 
die  sich  durch  zwei  andere  rational  ausdrücken  Hesse,  so  wäre, 
nahm  er  in  gelegentlichen  brieflichen  Aeusserungen  richtig  an, 
die  Gleichung  lösbar.  Bald  nach  Abels  Tode  gelangte  Galois  in 
seiner  Weise  und  selbständig  zn  der  allgemeinen  Formulirung, 
es  sei  zur  Lösbarkeit  einer  primgradigen  Gleichung  erforderlich 
und  genügend,  dass  jede  Wurzel  eine  rationale  Function  von  zwei 
beliebigen  andern  sei.  Selbstverständlich  sind  immer  irreducible 
Gleichungen  vorausgesetzt;  denn  für  die  reducibeln  hat  man  die- 
jenigen zu  setzen,  auf  die  sie  zurückgeführt  werden  können,  und 
dann  erst  nach  den  allgemeinen  Kriterien  zu  fragen.  Jener 
Galoissche  Satz  beruht  auf  Scblussarten.  die  noch  heute  nicht 
grade  als  mathematisch  populär  gelten  und  in  der  That  auch  bei 
Weitem  nicht  einfach  genug  sind.  Wir  werden  daher  hier  eine 
eigne,  zum  Theil  an  unsere  Ergebnisse  über  den  W'urzelbau  an- 
knüpfende Ableitung  der  fraglichen  Fundamental  Wahrheit  vor- 
legen. Wir  halten  uns  hiebei  wiederum  zunächst  an  die  Glei- 
chung fünften  Grades  als  an  den  vorbildlichen  Typus. 

Es  war  im  vorigen  Capilel  festgestellt,  dass  die  kritische 
Sechswerthigkeit  von  der  Permutation  dreier  Wurzeln  unter  sich 
herrühre.  Kann  nun  diese  Sechswerthigkeit  keine  Irrationalität 
sein,  so  bleibt  im  Allgemeinen  nur  die  Transcendenz  und  unter 
speciellen  Voraussetzungen  die  Rationalität  als  Möglichkeit  übrig. 
Eine  Irrationalität  könnte  sie  nur  sein,  wenn  sie  auf  andere  Irra- 
tionalitäten von  weniger  Werthen  zurUekfÜhrbar  wäre.  Wir  haben 
nämlich  im  siebenten  Capitel  dargethan,  dass  die  vei-schiedenen 
Wurzeln  und  rationalen  Grössen,  aus  denen  der  algebraische  Aus- 
druck einer  Gleichungswurzel  zusammengefügt  ist,  stets  durch 
permutative  Wurzelfunctionen  ausgedrückt  werden  können,  gleich- 
viel ob  man  es  mit  einer  irreducibejn  oder  mit  einer  reducibeln 
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Gleichung  zu  thun  habe.     Dieser  Satz  gilt  demgemäss  auch  ftr 
die  sechsgradige  Gleichung,   von  der  jene   Sechswerthigkeit  dk 
Wui-zel  ist.    Wie  man  sich  nun  auch  eine  algebraische  Form  ftr 
diese  kritische  Function  zu  denken  versuchen  möchte,  so  würde 
man  jedenfalls  annehmen  müssen,  alle  darin  vorkommenden  usd 
eingeschachtelten  Inationalitäten  seien  Ausdiiicken  äquivalent,  die 
man  durch  Addition,  Multiplication,  Potenzirung  u.  s.  w.  aus  da 
vei*schiedenen  Permutationswerthen  der  kritischen  Function  zu- 
sammensetzen kann.     Ein  derartig  zusammengesetzter  Ausdruck 
kann  jedoch  durch  keine  cyklische  oder  multiplicative  PennuUtioi 
geändert  werden,  da  seine  Bestandtheile,  wie  im  vorigen  Capitfll 
gezeigt,  diese  Ali;  Vei-setzungen  zulassen.    Er  könnte  demgemis 
nur  durch  solche  Permutationen  geändeil  werden,   durch  weiek 
die  kritische  Function  ihre  sechs  Werthe  erhält.     Liesse  er  ab« 
noch   irgend    eine   andere  Vei*setzung  zu,  so   wäi*e  er  zngläd 
symmetrisch ;   denn  man  kann  durch  Ausführung  aller  cyküsclm 
und  multiplicativen  Permutationen  jene  etwa  noch  zulässige  Ver- 
setzungsmöglichkeit auf  andere  Wui-zeln  übertragen ;  und  da  dartk 
jene  Permutationen  derWerth  der  Function  nicht  geändert  viii 
so  ist  ersichtlich ,  dass  eine  solche  Versetzung  hienach  bei  ili« 
Wurzeln  würde   platzgreifen  können.     Der    fragliche  Functiotf- 
ausd)*uck  müsste  also  die  Eigenschaft  haben,  dass,  wenn  irgenl 
zwei  Wurzeln    versetzt  werden  dürften,   ohne  dass,   sein  Wer4 
geändert  würde,  dieselbe  Versetzung  an  zwei  beliebigen  Wandi 
ausgeführt   werden  könnte;    eine   derartige  Yoraussetzang  aber 
macht  ihn  symmetrisch.    Jede  Irrationalität  also ,  welche  in  da 
hypothetisch  angenommenen  irrational  algebraischen  Ausdruck  der 
kntischen  Function  enthalten  wäre,  müsste  eine  entweder  seeif' 
werthige  oder  aber  symmetrische  Wurzelfunction  sein.    Wäre  sie 
symmetrisch,   so  wäre  sie  hiemit  auch  einwerthig  und  ratiouL 
Es  bleibt  also  nur  übrig,  dass  sie  sechswerthig  sei ;  denn  oosen 
bisherigen  Beweise  gemäss  kann  es  zwischen  der  Sechswerthig^ät 
und  der  Einwerthigkeit  kein  Drittes  geben.     Die  innersten  Ini- 
tionalitäten  im  Bau  der  Gleichungswurzeln  sechsten  Grades  mflssla 
also  sechste  Wui-zeln  aus  rationalen  Grössen  sein.     Erhebt  na 
aber  eine  sechste  Wurzel  ins  Quadrat,  so  erhält  man  eine  Dw- 
weilhigkeit,  was  bei  der  sechswerthigen  W^urzelfiinction,  wie  voitar 
nachgewiesen,  nicht  der  Fall  sein  kann.   Dies  ist  ein  Widerspi«i 
der  die  Voraussetzung,  dass  die  kritische  Sechswerthigkeit  fli> 
algebraische   Irrationalität  sein   könne,   unzulässig    macht    Vi^ 


dieser  Nachweiaung  ist  in  unserer  neuen  und  kurzen  Weise  das 
ectschieden,  bezüglich  dessen  La^^range  die  Frage  noeh  offen  Hess, 
imlem  er  Äusserte,'  es  werde  sich  schwer  a  priori  absehen  lassen, 
ob  jene  Kesolvente  sechsten  Grades  noch  zerlegt  werden  könne. 
Da  wir  nun  an  dieser  Stelle  keine  transcendente  Lösung,  sondern 
die  Vorbedingungen  einer  algebraischen  suchen  und  da  eine  irra- 
tionale Lösung  als  unmöglich  ausgeschlossen  ist,  so  bleibt  nur  die 
Rationalisirung  eines  der  kritischen  sechs  Werthe  und,  wenn  man 
will,  aller  übrig. 

Diese  Rationalisirung  bedeutet  aber,  wenn  sie  an  einem  der 
sechs  Werthe  der  kritischen  Function  vollzogen  werden  soll,  nichts 
Aniieres,  als  ein  Gleiehgültigmnchen  der  Permutirung  derjenigen 
drei  Wurzeln  unter  sich,  durch  deren  Versetzungen  aus  dieser 
bestimmten  Functionsform  die  fünf  übrigen  erzeugt  werden.  Wir 
halten  nämlich  diese  bestimmte  Ursache  der  kritischen  Secha- 
werthigkeiten  im  vorigen  Capitel  bereits  festgestellt,  und  die  Be- 
seitigung dieser  Ursache  ist  daher  auch  die  specielle  Bedingung 
der  Lösbarkeit.  Die  Elemenfarfunction  muss  sich  auf  eine  Zwan- 
zigwerthigkeit  reduciren,  sobald  in  ihr  jene  Ursache  der  Versccbs- 
fachung  ihrer  Werthe  weggeschafft  wird.  Wir  brauchen  also  die 
kritische  Function,  wenn  wir  nicht  wollen,  gar  nicht  unmittelbar 
zu  betrachten  und  zu  behandeln-,  denn  wir  wissen  im  Voraus, 
dass  wenn  wir  in  der  Elementarfun ction  oder  überhaupt  in  irgend 
einem  Beisammen  der  fünf  Wurzeln  die  Ursache  der  pei-muta- 
tiven  Sechswerthigkeiten  aufheben,  nur  Zwanzigwerthigkeiten  oder 
deren  Reducirungeu  übrigbleiben  können.  Ist  nun  jede  von  den 
drei  fraglichen  Wui*zeln,  also  etwa  3:,,  Xi  und  x-^  eine  rationale 
Function  von  Xi  und  x^,  d.  h,  aus  diesen  und  den  Gleichungs- 
coefficienten  rational  zusammengesetzt,  so  kann  man  sich  ir,,  x^ 
und  X3  in  lauter  Wurzeln  ausgedi-Ockt  denken,  indem  man  für 
die  Coefficienten  die  ihnen  gleichen  symmetrischen  Wiirzelfunc- 
tiouen  einsetzt.  Alsdann  mögen  die  drei  Wurzeln  x,,  x^,  x^ 
unter  einander  beliebig  vertauscht  werden,  —  eine  Werthänderung 
tritt  hiedurch  nicht  ein;  denn  die  Vertauschung  geht  nur  inner- 
halb symmetrischer  Functionen,  d,  h.  solcher  Functionen  vor  sich, 
welche  alle  möglichen  Vei-setzungen  zulassen,  ohne  dass  eine 
Werthan<ierung  einträte.  Durch  diejenigen  Permutationen  aber, 
welche  niemals  zwei  Wuraeln  an  ihrer  Stelle  lassen,  wird  die  so 
umgeformte  kritische  Function  zwar  ihrer  Form,  aber  nicht  ihrem 
Werthe  nach  verändert.     Da  nämlich  die  Wurzeln  einer  irredu- 
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cibeln  Gleichung  sich  dorch  nichts  unterscheiden, 
reclitiß:te,  ii^end  weichen  unter  ihnen  eine  besondfln* 
eiDzui'Uumen ,  so  muss  jede  Bezieliuiiß  unter  ihnen,  di«  M- 
umfasst,  auch  noch  bestehen  bleiben,  wena  man  sie  beliebig' 
tauscht.  Die  drei  rationalen  Functionen,  welche  die  Abhäi 
dreier  Wurzeln  der  Gleichung  von  zwei  pe^ebenen  ausdi 
müssen  daher  dieselben  bleiben,  wenn  man  diese  gesebena 
den  abUängifien  auf  irgend  eine  Weise  vertauscht.  Hiei-aus 
dass  man  in  der  umpefonnten  kritischen  Function,  oline  dmi 
Werth  zu  ändern,  alle  Permutationen  vornehmen  kimn.  die  nifr 
mala  zwei  Wui-zeln  an  ihrer  Stelle  lassen,  weil  die  dadurch  e* 
stehenden  zwanzip  vei-schiedenen  Gestalten  nur  ebensoviele  IV 
formungen  der  kritischen  Function  sind ,  die  man  auch  erhalia 
hätte,  wenn  man  anstatt  Xi  und  x^  irgend  ein  anderes  der  t*WBt 
müglichen  W'urzelpaare  als  unabhängig  zu  Grunde  gelet>l  faUlt 
Addirt  man  diese  zwanzig  form  verschiedenen ,  aber  numeritd 
gleichen  Werthe  der  umgeformten  kritischen  Function ,  m  edök 
man  offenbar  eine  symmetrische  Function:  dividirt  man  noch  cinid 
zwanzig,  so  ist  nunmehr  die  kritische  Function  in  eine  sjmnt- 
tiische  verwandelt. 

Der  eine  der  sechs  Werthe,  d.  h.  die  Function,  weldie  ita 
ausdrückt .  ist  hiemit  rationalisirt.  Mit  jedem  der  Übrigen  ßit 
kann  man  es  ebenso  machen,  indem  man  die  verschieden« 
ternären  Wurzelgruppen  durchgeht,  und  jede  der  jedcsmaliin 
Gruppe  angehörige  Wurzel  als  rationale  Function  der  beidai 
übrigen  der  fünf  Wurzeln  vorstellt.  Hiemit  gewinnt  man  wi«do 
die  sechs  Werthe,  aber  als  rationale  Werthe,  und  so  treten  awb 
an  Stelle  der  kritischen  Function,  die  im  Allgemeinen  seds 
transcendente  Werthe  haben  niüsste,  unter  jener  Bedingung  der 
algebraischen  Lösbarkeit  sechs  rationale  Werthe.  d.  h.  bei  einer 
wirklich  ausgefahrten  Bestimmung  sechs  rationale  Functionen  dw 
Coeflicienten,  Hiemit  wissen  wir  zugleich,  dass  die  ganze  alge- 
braische Constitution  des  Wurzel elements  sich  in  IrrationalJtkteD 
fünfmal  vierten  Grades  ei-schöpft,  uni  dann  in  sechsfacher  Wei« 
in  Rationali  tüten  auszulaufen.  Die  Sechswerthigkeiten  hleibes 
also  auch  unter  den  Lösbarkeilsbedingungen  bestehen ;  aber  sie  sisd 
rational.  Irrational  könnten  sie  in  keinem  Falle  sein;  denn  AioK 
Unmöglichkeit  ist  eben  die  Ursache,  dass  die  allgemeine  ülö- 
chung  fünften  Grades  nicht  algebraisch  Kisbar  sein  kann. 

2.  Alle  Beweisarien,  mittelst  deren  man  bisher  die  MtO^M 


lichkeit  eiDer  allgemeinen  algebraischen  Lösung  der  Gleichung 
Aknften  Grades  nachgewiesen  hat,  fQhi-en,  genauer  besehen,  auf 
den  ebengenannten  Grund  zurOck,  dass  die  sechswerthige  kritische 
Function  nur  rational  oder  transcendent,  nicht  aber  irrational  sein 
kann.  Da  aber  eine  solche  Lösüngsbedingunff  keine  quantitative, 
sondern  nur  eine  qualitative  Beziehung  zwischen  den  Coefticienten 
«inschliesst,  so  bliebe  die  Möglichkeit  offen  und  unwiderlegt,  dass 
diese  Beziehung  bei  allen  irreducibeln  Gleichungen  fünften  Grades 
thatsächlicb  stattfände.  Abel  hat  freilich  zu  beweisen  gesucht, 
dass  ein  Weith  einer  mehrwerthigen  Wurzelfunction  nicht  einer 
8)'ninietnschen  gleich  sein  könne,  indem  er  sich  darauf  stützte, 
dass  jede  Gleichung  zwischen  den  Wurzeln  bestehen  bleibe,  wenn 
man  dieselben  beliebig  pertnutire.  Diese  Voraussetzung,  welche 
auch  den  von  den  Nachtretern  Abels  gemachten  Modißcationen 
seines  Beweises  zu  Grunde  liegt,  wurde  von  Abel  selbst  nicht 
einmal  besonders  hervorgehoben,  sondern  als  völlig  selbstver- 
ständlich unmerklich  in  sein  Raisonnemenl  eingeführt.  Sie  ist 
auch  thatsächlicb  nicht  richtig,  wenn  eine  Gleichung  algebraisch 
läsbar  ist,  und  die  ganze  Weisheit  würde  deshalb  auf  den  tauto- 
logischen  Satz  hinauslaufen,  dass  eine  Gleichung  nur  dann  alge- 
braisch lösbar  sein  könne,  wenn  sie  algebraisch  lösbar  ist.  Wir 
werden  jedoch  diese  Lücke  des  Unlösbarkeitsbe weises  hier  er- 
gänzen. Die  kritische  sechswerthige  Function  und  die  ihr  im 
algebraischen  Lösbarkeitsfalle  entsprechende  symmetrische  Func- 
tion sind  zwei  der  Form  nach  verschiedene  Functionen  derselben 
fünf  Veränderlichen.  Sie  müssen  also,  von  einander  abgezoge«, 
eine  nicht  identische  Gleichung  zwischen  fünf  Veränderlichen 
liefern.  Diese  Gleichung  schliesst  eine  quantitative  Beziehung 
«wischen  den  fünf  Grössen  ein;  und  wenn  vier  beliebig  gewählt 
werden,  muss  die  fünfte  davon  abhängig  sein.  In  diesem  Fall 
hiltte  man  aber  keine  allgemeine  Gleichung  mehr,  weil  die  Wurzeln 
in  einer  quantitativen,  vom  Werlhe  der  Coefficienten  unabhängigen 
Beziehung  zu  einander  ständen.  <lede  Gleichung  fünften  Grades, 
für  welche  die  kiitische  Function  einer  symmetrischen  Function 
gleich  ist,  muss  also  eine  specielle  sein,  und  hienut  ist  bewiesen, 
dass  bei  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  diese  Beziehung 
nicht  stattlinden  kann. 

Man  könnte  hiegegen  noch  einwenden,  dass,  wenn  auch  für 
die  Gleichung  fünften  Grades  kein  allgemeiner  algebraischer  Wurzel- 
ausdi-uck  besteht,  er  doch  für  jede  einzelne  Gleichung  vorhanden 
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sein  möchte.  Aber  ein  derartiger  Ausdruck  müsste  doch  8) 
eine  bestimmte  Beziehung  zwischen  den  Coefficienteo  vorausset 
und  würde  also,  wenn  diese  Beziehung  transcendent  wäre,  a 
Transcendentes  miteinschliessen.  Demgemäss  sind  nur  besonc 
Falle  der  Gleichungen  fünften  Grades  algebraisch  lösbar,  währ 
in  allen  andern  Fällen  die  Wurzeln  nur  durch  transcendente  c 
vielmehr  transcendent  und  algebraisch  gemischte  Funetionai 
Coefficienten  ausgedrückt  werden  können.  Die  besondere  F 
algebraischer  Wui-zelformen  lassen  sich  einer  allgemeinen  traosc 
denten  Lösung  unterordnen,  indem  sie  diejenigen  vereimel; 
Fälle  sind,  in  denen  der  Werth  einer  der  allgemeinen  Form  oi 
transcendenten  Function  algebraisch  ist.  Diese  Schlussfolgeraof 
finden  offenbar  nicht  blos  auf  die  sechswerthige  kritische  Functk 
und  die  Gleichung  fünften  Grades  Anwendung,  sondern  ift 
mal,  wo  die  algebraische  Lösbarkeit  einer  Gleichung  ron  (to 
Rationalisirung  eines  Weilhes  einer  unsymmetrischen  Wnnaf 
function  abhängt.  Wir  werden  daher  künftig  als  selbslyerstiä- 
lieh  voraussetzen,  dass  eine  Gleichung  nur  in  besondem  Fite 
algebraisch  lösbar  sein  kann,  sobald  ihre  kritische  Function  m* 
werthig  ist. 

Hätten  wir  anstatt  des  ftlnften  Grades  den  siebenteo,  • 
stellten  sich  die  eigentlichen  Werthigkeiten  auf  7.6  und* 
kritischen  Werthe  rein  pennutativen  Charaktei's  auf  5.4.3.1 
Diese  120  kritischen  Werthe  rühren  von  der  Versetzung  von  W 
Wurzeln  unter  sich  her.  Lässt  man  daher  jede  der  fünf  * 
rationale  Function  der  zwei  übrigen  sein,  so  wird  die  betrcltak 
kritische  Function  symmetrisch  und  hiemit  rational.  IhreHnnW* 
zwanzigwerthigkeit  ist  weggeschafft.  Auf  dieselbe  Weise  b» 
jeder  der  120  Werthe  rationalisirt  und  so  die  Gleichung  «^ 
120  fache  Weise  lösbar  gemacht  werden.  Was  nun  aber  dießg»' 
Schaft  der  kritischen  Function  anbetrifft,  durch  keinen  imüd 
algebraischen  Ausdruck  darstellbar  zu  sein,  so  erweist  sie  sich««* 
auf  analoge  Weise,  wie  oben  im  Falle  der  Gleichung  ftof* 
Grades.  Die  in  dem  Ausdruck  der  Wuraeln  der  GleidÄ 
120sten  Grades,  die  der  kritischen  Function  entspricht,  etwa «** 
haltenen  Irrationalitäten  müssten  Wurzelfunctionen  sein,  diedfl** 
keine  cyklische  oder  multiplicative  Permutation  geändert  wft* 
Auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  der  sechswerthigen  Function,  «P* 
sich  alsdann,  dass  solche  Wurzelfunctionen  entweder  120  W«*!* 
haben  oder  ein  werthig  und  symmetrisch  sein  müssten;  einft'*|^ 
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ist  nicht  moglidi.  Die  innersten  IiTationalitilteii  im  Bau  der 
Gleichuugswurzeln  120steQ  Grades  raüssten  also  120ste  Wurzeln 
aus  rationalen  Grössen  sein.  Erhebt  man  aber  eine  1 30  ste  Wurzel 
ins  Quadrat,  so  erliält  man  eine  Sechztgwerthigkeit,  während  an- 
dererseits das  Quadrat  der  entsprechenden  Wurzelfunction  130- 
werthig  bleiben  mUsste.  Man  kann  sich  nünilich  auf  analoge 
Weise,  wie  oben  bei  der  Gleichung  fünften  Grades  und  an  der 
Sechswerthigkeit  geschehen,  auch  hier  überzeugen,  dass  eine 
rationale  Function  einer  solchen  1 20  werthigen  Wurzelfunction 
entweder  wiederum  120wenhtg  oder  einwerthig  und  symmetrisch 
«erden  müsse.  Nun  wäre  die  quadrirte  Function,  wie  gesagt, 
sechzigwerthig,  also  weder  symmetrisch  noch  120werthig,  womit 
der  Widerspruch  greifbar  genug  zu  Tage  liegt  Die  vei-suchte 
Voraussetzung  also,  es  könnte  die  Hundert  zwanzigwerthigkeit  eine 
Irrationalität  sein,  muss  Angesichts  dieses  aus  ihr  folgenden  Wider- 
spruchs aufgegeben  werden  und  es  bleiben  nur  die  Transcendenz 
und  die  Rationalität  als  Möglichkeiten  und  zwar  für  den  algebrai- 
schen Fall  einzig  und  allein  die  Rationalitat  als  Nothwendigkeit 
Übrig. 

Handelte  es  sich  Überhaupt  um  eine  Primzahl  p,  so  sind  die 
algebraisch  eonstituirten,  d.  h.  durch  die  Voi-setzungen  gekenn- 
zeichneten Werthe  in  der  Anzahl  p  (p  —  I),  und  die  kritischen 
in  fier  Anzahl  (p  —  2)  (jj  —  3>. . .  .2  vorhanden.  Diese  letztern 
(l>  —2)'.  Werthe  rllhren  von  der  Versetzung  von  p  —  2  Ele- 
menten unter  sich  her.  Beseitigt  mau  die  werthilndenide  Eigen- 
schaft dieser  Versetzungen  dadurch,  dass  man  jede  der  p  —  2 
Wurzeln  als  eine  rationale  Function  der  zwei  übrigen  voraussetzt, 
so  wird  ein  Werth  der  kritischen  Function  rational  und  hiemit 
die  Gleichung  lösbar.  Analog  kaon  man  mit  den  andern  Werlhen 
verfahren.  Auf  gleiche  Weise,  wie  oben  für  den  Fall  des  siebenten 
Grades,  erweist  sich  auch  die  entscheidende  Eigenschaft  der  kriti- 
schen Function,  entweder  nur  transcendent  oder  rational,  nicht 
aber  algebraisch  irrational  sein  zu  können.  Hiemit  weiss  man 
also  nicht  bloe,  dass  die  Gleichung  lösbar  ist,  falls  p — 2  Wurzeln 
die  betreffende  Eigenschaft  haben,  sondern  auch,  dass  sie  nicht 
etwa  durch  Beschaffung  eines  irrationalen  algebraischen  Werths 
der  kritischen  Function  gelöst  werden  kann,  weil  die  Annahme 
einer  solchen  Beschämung  auf  einen  Widerspruch  führt.  Uebrigens 
sei  noch  bemerkt,  dass  sich  auch  erweisen  lägst,  wie  die  fragliche 
Eigenschaft  der  p  —  2  Wurzeln  schon  daraus  folgt,  dass  eine 
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AVurzel  dieselbe  hat.  Hiemit  ist  zugleich  die  ob^  angcftld 
von  Abel  aufgestellte,  aber  von  ihm  nicht  bewiesene  FomÄi 
als  diejenige  gekennzeichnet,  welche  unzweideutig  ein  Minai 
kriterium  der  Lösbarkeit  ausspricht,  d.  h.  in  die  Angabe i 
Lösbarkeitsbedingung  nicht  noch  Folgerungen  aus  dieser  Bediip 
mit  aufnimmt.  Letzteres  that  Galois,  indem  ervonjetei 
andern  Wurzeln  die  fragliche  Eigenschaft  ausdrücklich  Tcrin 
wahrend  doch  mit  der  Eigenschaft  einer  einzigen  YTuirii 
<lie  gleiche  Eigenschaft  bei  den  übrigen  gesetzt  ist.  hÄ 
Zuvielsagen  liegt  ein  fonneller  Fehler.  Dagegen  hat  Gd» 
Abel  voraus,  dass  er  es  ausdrücklich  ausspricht,  dassein^aj 
an  Bedingungen,  als  in  seinem  Merkmal  stecken,  nicht  hisni 
würde.  Die  Nicht^rforderlichkeit  eines  Mehr  an  Beding 
bereits  unmittelbar  in  der  Abelschen  Formulirung.  k\ 
Galois'  wesentlich  gleichwerthige  Sätze  verbessern  sit 
gegenseitig.  Man  vei-gesse  jedoch  nicht,  dass  der  ents 
Fortschritt  Galois  über  Abel  hinaus  darin  bestand,  dass 
nur  einen  Satz,  sondeni  einen  Beweis  dazu  gab,  währeuli 
nur  vergönnt  gewesen  war,  zu  einer  brieflichen  AnkOndig«| 
Satzes  zu  gelangen,  ohne  einen  Beweis  hinzuzufbgeD. 

3.  An  das  Lösungskriterium  schliesst  sich  die  Fi 
dem  Lösungswege.     Einen   solchen   hat   man  bisher 
unter  der  Voraussetzung  angeben  können,    dass  thal 
eriorderlichen  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln  vor 
den  Primirraden  oder,  um  gleich  wieder  einen  bestimmtöl 
vor  Augen  zu  haben,  bei  dem  fünften  Grade  wird  man 
dem  Galoisschen  Satze  oder,  was  hiebei   dasselbe  ist 
sehen  Formulining  entsprechende  Beziehung  dreier  Wi 
j-3  --  li  {x^,  x^)  als  gegeben  vor  sich  haben  müssen. 
Gleichung  zwischen   drei  Wurzeln  vertritt  die  zugehörij»! 
gleichung  und   zwar  hier  tlie  Gleichung  fünften  Grades 
Beschränkung  auf  lien   Lösbarkeitsfall.      Die    gegebene 
gleiohunir  zwischen    den   drei   Wurzeln .    zusammen  mit 
merkung,  dass  es  sich  um  Wurzeln  der  Gleichung  einesl 
ten,  also  hier  des  fünften  Grades  handle,  muss  Alles 
man  braucht.    Die  Hauptgleichung  mit  ihren  Coefficiental 
gar  nicht  sieceben  zu  sein.    Es  ist  nicht  nöthig,  sie  ii? 
kennen :  ilenn  was  an  O^efrcienten  nöthig  ist,  muss « 
Ki-sat/gleicliung,  d.  h.  in  «ier  r'i-eiwuivelixieichung,  ent 

Hienach   ist   es  nicht  uninteressant    und  in  einiga 


auch  for  die  Lösung  nolbwendig,  sich  zu  vergewissern,  wie  aus 
der  einen  für  drei  Wurzeln  «egebenen  Gleichung  auch  andere 
Gleichungen  für  je  drei  in  beliebigei'  Weise  anders  combinirte 
Wurzeln  folgen.  An  Stelle  des  bisherigen  Beweises  aus  cyklischen 
Permutationen  können  wir  einen  geben,  der  auf  die  Natur  der 
zusammengesetzten  Vorzeichen  gegründet  ist.  Er  stützt  sich  auf 
unsere  Wurzelform  und  auf  den  Umstand,  dass  aus  dieser  ersicht- 
lich ist.  wie  die  Wurzeln  Functionen  von  j  und  den  Wurzel- 
elementen sind.  Man  hat  x,  =  jl  +  j*t«  +  ,;'n  -^3*0.  Xi  = 
j''  +  j*w'  +  j«  +  /'o  u,  8.  w.  Setzt  man  diese  werthigen  Poly- 
nome in  die  Dreiwurzelpleichung  ein,  so  hat  man  jV -(-im -hj'" 
-t- j'o  =  ^(/7-h/w  +  ,;'*i-(-jo.  l+m^-n  +  o).  Pierechte 
Seite  der  Gleichung  muss,  wenn  man  sich  die  von  der  rationalen 
Function  R  angezeigten  Operationen  vollzogen  denkt,  im  Allge- 
meinen ein  ebensolches  wei-thiges  Polynom  werden.  Auch  würde 
dies  noch  der  Fall  sein,  wenn  statt  X5  ehier  der  jirimitiven  Falle 
der  Wurzelforni  stände;  denn  alle  vier  primitiven  Fälle  der 
Wurzelfonn  enthalten.?,  j*.  ß  und.;',  und  nur  die  Reihenfolge 
ist  eine  vei'schiedene.  In  jedem  Falle  entsteht  also  aus  der  Er- 
satzgleichung auf  der  rechten  Seite  ein  werthiges  Polynom  j>, 
+  ;/'*»•,  +  j^r^  -t- i**"*  +  j^ >"■.■<  worin  fi .  r^  u.  s.  w.  rationale 
Functionen  von  l,  m,  n  und  0  sein  müssen.  Man  hat  also  die 
Gleichung  )'/-!- jm  +  ;*»i-fj*(t=jr,  +  j'r,  +  j»r, -i-j^fi + 
j*r6  oder  ^(»b  —  r,)  +  j'  [0  —  >■,)  -h  j»  (/  —  r,)  -|-  j*  («  —  r,) 

Der  Schluss  auf  das  Zerfallen  dieser  Gleichung  in  Partial- 
gleichungen  beruht,  da  hier  •;  nach  der  Voraussetzung  nur  als  ein 
einziger  Wertb  gegeben  ist  und  eben  die  Möglichkeit,  dafür  die 
andern  j  zu  setzen,  erst  festgestellt  werden  soll,  auf  dem  Um- 
stände, dass  die  Grössen  r, ,  r«  . .  ,  sowie  auch  /.  m, . . .  in  sich 
kein  j  enthalten.  Schon  hei  anderer  Gelegenheit  haben  wir  all- 
gemein den  Satz  erwiesen,  dass  ein  mit  derartigen  Vorsetzungen 
behaftetes  Polynom,  dessen  absolute  Glieder  die  Vorsetzungen 
nicht  weiter  enthalten,  also  von  diesen  Vorsetzungen  unabhängig 
Bind,  Angesichts  einer  Setzung  gleich  Null  auch  die  Nothwendig- 
keit  einschliesst,  dass  jene  absoluten  Glieder  einzeln  gleich  Null 
seien.  Diese  unsere  Erweiterung  der  am  imaginären  Binom  all- 
bekannten Wahrheit  wurde  in  der  ersten  Nummer  des  siebenten 
Capitels  eingehender  dargelegt.  Dort  wurde  auch  nachgewiesen, 
dass  in  Folge  des  fraglichen  Zei'fallens  in  Partialgleichungen  sich 


auch  die  Berechtignng  ergiebt.  an  die  Stelle  des  eiiieD  Votli 
von  j  <lie  übrigen  zu  setzm.  Da  nämlich  die  absoluten  GMt 
Null  sind .  so  bleibt  die  Gleicbnng  anch  bestehen,  wenn  mu  k 
j  seine  andern  Werthe  setzt  Ein  in  jener  Weise  agnirti 
oder,  wenn  man  es  lieber  so  nennen  will^  (durch  Vorsetzonfil 
cbarakterisirtes  Polvnonu  welches  gleich  Nnll  ist,  wird  demgi 
auch  ein  vielwerthiges  sein  und  als  solches  mit  Null  in  GM 
stehen. 

Durch  das  Zerfallen  in  Partialgleichungen ,  wdchee  auf 
Eigenschaft  eines .  wenn  auch  ausdrQcklich  einwerthig  gesetzt« 
so  doch  signirten  Polynoms  beruht ,  erhalten  wir  m  —  fi  = 
ö  —  r,  =  0,  /  —  Tj  =  0,  n  —  r^  =  0,  Tj  =  0.  Es  sind  kM\ 
wie  wir  nebenbei  bemerken ,  für  die  Wurzelelemente  genfiieili 
Bestimmungsgleicbungen  und  sozusagen  spedelle  Ersatzgleichnwl 
für  unsere  allgemeinen  Gleichungen  zwischen  den  Coeffideifli 
und  den  Elementen.  Sie  verhalten  sich  zu  diesen  allgeiiiäi|i 
Coefficientengleichungen,  wie  die  rationale  Ersatzgleichung  io  i 
drei  Wurzeln  zu  der  Haupt gleichun^.  Halten  wir  uns  jedocki 
den  hier  leitenden  Hauptgesichtspunkt ,  nämlich  an  die  vetsti^ 
denen  Xebengestalten  dieser  Ersatzgleichung.  Wir  battesfe 
drei  Wurzeln  x^ ,  z^  und  x^  uns  in  Anknüpfung  an  bestistf 
Werthe  von  j  durch  drei  entsprechende  Gestalten  der  Warzcfe» 
vorgestellt.  Aus  den  fraglichen  Partialgleichungen  zwischen  ft 
menten  und  Coefficienten  ist  nun  klar,  dass  ein  Kern  der B^ 
Ziehungen  von  den  verschiedenen  Setzungen  der  j  unabhängig  •* 
Jene  Polynomgleichung  mit  ihren  Folgen  bliebe  bestehen,  *• 
man  j*,  j^  ...  an  die  Stelle  von  j  setzte.  Die  PolynomglcicW 
ist  aber  nichts  Anderes,  als  die  Ersatzgleichung,  in  welcher  Di 
die  Wurzelformen  substituirt  hat.  Betrachtet  man  sie  dato* 
ihrer   ersten  Form,  in  welcher  die  Operationen  noch  nicliti» 

■ 

vollzogen  gedacht   wurden,  d.  h.  in  der  obigen  Formj*'+i' 

ist  klar,   dass  man  auch  in  dieser  Form  die  andern  üVertbek 
j  einsetzen  darf. 

Der  Kürze  wegen  und  auch  zur  unmittelbaren  BezeichD* 
der  Sache  können  wir  die  Wurzeln  statt  durch  Indices  durci*' 
verschiedenen  Potenzen  von  j  untei*scheiden,  von  denen  sie  FnuC' 
tionen  sind.  Wir  werden  also  x{j),  .r'O*), ...  statt  a^,^' 
schreiben  dürfen  und  uns  dabei  hinzuzudenken  haben ,  dass  ^ 
spielsweise  mit  x(,p)  diejenige  Gestalt  der  Wurzelform  gen»^^^ 


t,  welche  entsteht,  wenn  wir  in  der  als  die  ei-ste  hingestellten  Form 
^*  an  die  Stelle  von  ./  setzen.  Bei  diesem  Sinne  der  Bezeichnung 
können  wir  nun  das  Erpebniss  unserer  Naehweisungen  dahin  aus- 
drücken, dass  wir  die  ErsatzgleichuDK,  die  nun  die  Form  x(j''') 
=  ü  [j(j*),  ifj*)]  annimmt,  durch  Einsetzung  von  j"  und  j*  an 
Stelle  von  j  umwandeln  dürfen,  Auf  diese  Weise  erhalten  wir 
x{j)  =  Ii[x(j*),  x(j^))  und  x(j^)  =  R[xU),  xij'')].  In  die 
Sprache  der  Indices  zurück  übertragen,  haben  wir  demgemäss  die 
drei  Gleichungen  Xa  =  Ütej,  %),  x,  =  It{Xa,  X;.).  Xt  w=  ^Hx^,  x^). 
Substituiren  wir  in  der  zweiten  aus  der  ei-sten  den  Werth  von 
ar,.  so  erhalten  wir  eine  Schachtelung  der  Function  R,  und  wenn 
wir  diese  conibinirte  Function  der  Einfachheit  wegen  mit  Ji'  be- 
zeichnen, so  haben  wir  jTi  —  Rlx^^x^).  Substituiren  wir  diesen 
Werth  von  x^  in  die  dritte  Gleichung,  so  erhalten  wir,  wenn  wir 
die  so  entstehende  Functionsfonti  abkUi-zend  mit  R'  bezeichnen, 
die  dritte  erforderliche  Wurzel  als  Function  dei-selben  zwei,  nftm- 
liob  j-;  =  R"  (>(,  x^).  Auf  diese  Weise  sind  aus  der  einen  Func- 
tionsforni  R  die  beiden  andeni  zu  gewinnen.  Erschöpft  sind  hie- 
mit  die  Gestalten  dei'  Ersatjfgleichung  nicht;  aber  wir  brauchen 
für  unsern  nächsten  Zweck  auch  nicht  die  Ersatzgleichunp  in 
ihrer  ganzen  Tragweite,  vermöge  deren  sie  alle  fünf  Wurzeln 
wie  fünf  Unbekannte  bestimmt.  Durch  die  letztere  Rolle  wird 
der  Name  Ersatzgleichung  erst  völlig  berechtigt.  Da  wir  aber 
hier  zunächst  in  den  gewöhnlichen  Lösungsweg  einzulenken  haben, 
so  genügt  uns  der  Ausdruck  der  drei  Wurzeln  in  den  zwei  andern. 
um  in  Anknüpfung  an  gewisse  Folgerungen  aus  den  allgemeinen 
Eigenschaften  einer  Gleichung  fünften  Grades  und  an  die  Coeffi- 
eienteu  dieser  Gleichung  alle  Wurzeln  zu  bestimmen. 

4.  Um  die  Gleichung  wirklich  zu  lösen,  ist  zunächst  die 
kritische  Function  zu  rational isiren  und  es  genügt,  wenn  dies  für 
einen  der  sechs  Werthe  geschieht;  denn  man  erhält  durch  die 
Wiederholung  der  Operation  an  den  fünf  übrigen  bei  der  Zu- 
sammensetzung der  Wurzeln  aus  den  Elementen  zwar  andere 
Formen,  aber  nicht  andere  Werthe.  Ueberdies  ist  die  Methode 
klar,  sobald  sie  sich  für  einen  der  sechs  kritischen  Werthe  erläu- 
tert findet.  Nun  geschieht  jene  Rationalisirung  dadurch,  dass 
man  nach  Maassgabe  der  Ei-satzgleichung,  wie  sie  in  der  vorigen 
Nummer  gekennzeichnet  ist,  die  drei  rationalen  Wurzelausdrücke, 
also  etwa  x^  =  R{x^,  x^),  Xi  ^  R'lx^,  a:, ),  a",  =  fi"  (a:,.  x-,)  in 
die  kritische  Function  einsetzt.    Hiemit  ist  letztere  eine  rationale 
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Function  von  Xt  und  x^.  Setzt  man  an  die  Stelle  der  darin  m« 
koniinenden  Coefficienten  deren  Wurzelwerthe.  so  wird  die  kri* 
sehe  Function  eine  symmetrisflie  Function  der  Wurzeln.  Tsm 
!i\sst  sich  nach  bekannten  einfachen  Kegeln  jede  syi«n]etri>die 
Function  rational  in  lauter  Coefäcienlen  auMrQckeo.  Es  ist  di» 
sozusagen  nur  eine  Uebersetzerarbeit,  die  in  eine  ähnliche  hkiat 
Operatiün^gattung  gehört,  me  die,  vermöge  deren  man  beispielv 
weise  die  Coefficienten  durch  Summen  der  Wurzelpotenien  luf- 
drllckt,  E»  ist  also  die  nunmehr  in  eine  symmetrische  Wonri- 
function  umgewandelte  kritische  Function  aus  der  Sprache  *r 
Wurzeln  in  die  der  Coefficienten  zu  übertrafen.  Auf  diese  Wew 
erhält  man  in  den  Coefficienten,  nenn  man  die  kritische  Fnnciiin 
mit  Rücksicht  auf  die  betreffenden  Zahlencoefficienten  grau 
gleich  (ä  -i-  m=  -f-  »*  -I-  0*  bestimnit  hat,  den  Werth  für  irut 
letztere  F.leraentefunction.  Difse  liefert  nun  aber,  negativ  gewo 
und  zu  einem  Viertel  genommen,  unmittelbar  das  erste  Wun* 
element  zweiter  Ordnung,  d.  h.  das  erste  Glied,  welches  um« 
den  fünften  Wurzeln,  durch  welche  die  Elemente  ei-ster  Ordnii« 
reprilsentirt  werden,  zu  stehen  kommt. 

Zur  vollständigen  Dai-stellung  des  Wurzelelements  und  hi^ 
mit  aller  Wurzeln  ist  nun  nichts  weiter  mehr  nöthig,  als  af 
analoge  Weise  auch  die  andern  drei  Wurzelelemente  zweiter  Ort- 
nung  7M  ermilteln.  Nach  den  näheren  Bestimmungen .  weltt* 
über  den  Begriff  und  die  F-igenschaften  der  Wurzelelenunw 
zweiter  Ordnung  in  der  vierten  Nummer  des  siebenten  Capitet 
platzgefunden  haben,  lassen  sich  diese  als  Functionen  iler  ElemeBl* 
erster  Ordnung  und  folglich  auch  der  Wuraeln  ausdrocken.  Eint 
solche  Function  war  es  ja  auch,  die  wir  bereits  für  das  erst* 
Element  zweiter  Ordnung  benützt  haben.  Bei  den  drei  irmtii'- 
nalen  Kiementen  zweiter  Ordnung  sind  es  deren  entsprecJieo't 
Potenzen,  lür  welche  wir  die  fraglichen  zu  rationalisirenden  Fm  ■ 
tionen  suchen  müssen.  Angesichts  der  Wahl  zwischen  den  ver- 
schiedenen Würfelformen  vierten  Grades  ist  hier  nicht  die  im 
drei  Quadratwurzeln  bestehende ,  sondern  die  allgemeine  die 
zweckmässigste,  weil  sie  in  der  algebraischen  Wm'zelforniel  fü 
den  fünften  Grad  mit  den  beiden  vierten  und  der  einen  zweit« 
Wurzel  alle  liTatiomtlitÜten  abschliesst,  wie  dies  im  sieb^att^ 
Capitel  nachgewiesen  worden  ist.  Die  ebenmässige  Form  in  laatrt 
Quadratwurzeln  würde  unter  zweien  deitelben  noch  eine  weile« 
Quadratwurzel  eiaschhessen,     I>emgeniäss  haben  wir,    wenn  »if 
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mit  den  griechischen  Buchstaben  die  Elemente  zweiter  Ordnung 
bezeichnen,  i^  =  x  +  lA  +  i'^i +  **»■,  irt*  =  jt  +  (''A-J-(V4-t*»', 
n"  =  ■/.  +  t*A  4-  i*ft  ■+-  iv  und  (j*  =  x-|-A  +  /i+i',  wobei  i 
eine  primitive  vierte  Einheitswurzel  voi'stellt.  Wir  können  nun 
in  derselben  Art,  in  welcher  wir  früher  aus  der  Wurzelform  die 
uni^iekehrte  Function,  iiümlicli  das  Element  ale  Function  der 
Wurzeln  abtieleitet  haben,  auch  hier  verfahren;  denn  die  vier 
fünlten  fotenzeu  sind  die  vier  Wurzeln  der  fraglichen  Gleichung 
vierten  Grades.  Da  /  schon  oben  bestimmt  war,  so  haben  wir 
nur  noch  die  drei  irrationalen  Elemente  auszudrücken  und  er- 
halten A  =  t*(^  -|-  t^m'"  ->r  tti'  4-  1*0^,  t-i  =  i^t^  +  i*m'  -t-  i^n-" 
-i- t*o^  und  v  ^  *P  +  i*m*  +  t'n* -1- (*o''.  Nehmen  wir  hie- 
von  die  entsprechenden  Potenzen,  so  sind  die  Functionen  l*,  fi* 
und  y'  secbswerthig  und  dem,  was  wir  kurzweg  die  kritische  Func- 
tion genannt  haben ,  in  ihren  permutativeu  Eigenschaften  völlig 
analog.  Nachdem  sie  aus  der  Sprache  der  Elemente  in  die  der 
Wurzeln  übertragen  sind ,  werden  sie  ebenfatJa  auf  die  oben 
gekennzeichnete  Weise  rationalisirt.  Für  die  drei  Wurzeln,  deren 
Fermutation  die  Werth unterschiede  hervorbringt,  setzt  man  deren 
rationale  Functionen,  dann  an  Stelle  der  darin  vorkommenden 
Coefficienten  lauter  Wurzeln  und  verwandelt  die  so  entstehende 
symmetrische  Function  in  einen  blossen  Coefficientenausdruck. 
Auf  diese  Weise  haben  wir  mit  den  Potenzen  der  irrationalen 
Wurzelelemente  zweiter  Ordnung  alle  Bestandtheile,  aus  denen 
sich  der  algebraische  Wurzelbau  zusnmmensetzt.  Weitere  Irra- 
tionalitäten können  darin  nicht  vorkommen. 

Was  aber  die  Werthigkeiten  oder  vielmehr  Signirungen  an- 
betrifft, die  in  dem  Ausdruck  der  Poienzen  der  irrationalen  Ele- 
mente zweiter  Ordnung  vor  den  einzelnen  Wurzelfun  et!  onen  zu 
titeben  kommen,  so  ergeben  sich  tUr  sie  zunächst  mehrgliedrige 
Verbindungen  von  j  und  t,  sowie  von  deren  Potenzen.  Man 
kann  jedoch  von  vornherein  dem  Hauptverfahren  in  einem  Neben- 
puukt  eine  solche  besondere  Gestalt  geben,  dass  zuletzt  in  l', 
/**  und  »■'  nur  die  durch  (  und  seine  Potenzen  vertretenen 
Signirungen  übrig  bleiben.  Nennt  mau  der  Abkürzung  wegen 
die  vier  Wurzeln,  um  die  es  sich  hier  handelt,  ^(i),  s(('j,  id") 
und  ^U*),  je  nachdem  sie  die  nach  den  betreffenden  Potenzen 
gebildeten  Gestalten  der  Wurzelform  vorstelleu,  so  Iftsst  sich  die 
für  unsem  Zweck  erforderliche  Combinationsart  von  j  und  t,  die 
man   unter  den   willkürlichen  Zusammenstellungen  auszuwählen 
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hat,  folgendermaassen  bestimmen.    Da  /*,  m*,  w^  nnd  o* 
Anderes  sind  als  [^(i)]^  [Z(j^)]S  [Hp)y  und  [/(i*)]*odcr 
?^Ü)'  ?*0*X  J^(j^)  und  ?*0*)>  wobei  diese  Formen  als  FttD( 
von  j  nach  Maassgabe  der  Elementarfunction  aofge&sst  siid  otj 
durch  die  Einsetzung  der  betreffenden  Potenzen  in  die  Ele 
tarfunction  entstehen,  so  kann  man  die  zu  formulirende 
auch    symbolisch  leicht  festhalten,     unter   den  Gleichs 
der  charakterisirten  f  einerseits  und   der  charakterisirten  P 
dererseits,  die  der  Vertauschbarkeit  der  Wurzeln  wegen 
beliebig  sind,  hat  man  für  den  fraglichen  Zweck  nur  sdcke 
wählen,  vermöge  deren  die  Exponenten  der  Charakteristik  j 
geometrische  Reihe  mit  dem  •  Quotienten  2  oder  eine  mit  ta| 
Quotienten  3  bilden,  während  die  Exponenten  der  Charakterisftf 
in  der  gewöhnlichen  Reihenfolge  1,2, 3, 4  verbleiben.  Durch 
AiTangement  erreicht  man,  dass  in  den  fraglichen  Schlussausdr 
alle  j  verschwinden.     Man  mache  also  etwa  |(i)  =  f5(/)J! 
f  (i2)  =  ]öij2)  =  m^  f  (/»)  -  P(j*^)  =  0*  und  |(i*)  =  P(j*)^.' 
wobei  gegen  unsere  obigen  Ansetzungen  keineweitere  Veranda^ 
stattgefunden  hat,  als  dass  n  und  o  gegenseitig  vertauscht «^ 
den  sind.   Eine  auch  nur  schematische  Ausfühining  der  RedMi^l 
etwa   nach    dem    obigen   Schema   /^  =  K  +  jL  +  j*M+m 
+  j^0,  würde  hier  zuviel  Raum  einnehmen.    Auch  haben  wir i] 
ganze  Angabe,  wie  sich  das  Wegfallen  der  J  darthun  lasse, 
hergesetzt,   um  etwaigen  Bedenken  tlber  die  Schlussgestalt fcj 
Functionen  für  A^  ^t^  und  v*  zu  beg^nen.    Nicht  nur  jede  die« 
Functionen  im  Ganzen,  sondern  auch  in  jedem  ihrer  vier  Gliedert 
sechswerthig.  Die  noth wendige  Voraussetzung  ist  dabei,  dassnuii; 
jeder  dem  i  einen  ganz  bestimmten  Werth  giebt,  so  dass  jedeskl 
werthigen  Polynome  nur  mit  einem  seiner  Werthe  gilt,  wie  dies a«l| 
in  den  einzelnen  Gestalten  der  Wurzelfonnen  der  Fall  ist  Wollte* 
dies  nicht  thun,  sondern  i  vierwerthig  nehmen,  so  würde  sich  i*ij 
//^  r*  und  X*  verwandeln  und  analog  würde  /i*  in  x*  übei^ek*! 
Man  würde  also  die  Wui-zelelemente  zweiter  Ordnung  nicht  in  ik" 
speciellen  Untei'scheidung ,  sondern  überhaupt  das  mehrwertM? 
Wurzelelement  zweiter  Ordnung  mit  seinen  sämmtlichen  TCeithi 
im  Allgemeinen  vor  Augen  haben.    In  diesem  Sinne  müssteü 
sagen,  dass  auch  noch  A*  vierundzwanzigwerthig  wäre,  indew* 
die  vierten  Potenzen  der  andern  Wurzelelemente  mitvertiite. 

Was  wir  über  den  Lösungsweg  am  Typus  des  fünften  Grafc 
ausgeführt  haben ,  lässt  sich  nach  Maassgabe  der  frühem  f«* 
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npen  leicht  für  jeglichen  Primgrad  analog  ■wiederholen:  denn 
weseniliche  Veränderung  pieift  dabei  nicht  Platz.  Die  Rü- 
der kritischen  Function  ist  keine  andere;  sie  ist  die  Summe 
'  ten  Potenzen,  die  von  jedem  der  p  —  1  Elemente  genommen 
n  die  Wurzetspraclie  Übersetzt  werden.  Auf  Grund  unserer 
n«inen  Schematisirung  aller  Wuraelformen  im  sieltenten  Ca- 
ist  die  Bildung  der  kritischen  Functionen  sowie  alles  Uehrige 
Bte  Regeln  gebunden  und  fast  blosse  Operationstechnik.  Auch 
lerleitung  von  ji  —  2  Formen  der  Ersatzgleichung  aus  einer 
»enen  Fonn  gestaltet  sich  unserm  obigen  Verfahren  völlig 
g.  Schliesslich  sind  auch  die  ?»  —  2  irrationalen  Elemente 
BF  Ordnung  oder  vielmehr  deren  verschiedene  Potenzen  in 
lern  obigen  Verfahren  entsprechenden  Weise  in  Elementen 
p  Ordnung  und  veniiittelst  dieser  in  Wurzeln  auszudrücken, 
uf  Functionen   mit  kritischen  Weithen  zurückzuführen  und 

auf  Grund  der  Krsatzgleichungen  zu  rationalisiren. 
5.   Im  Interesse   grösster  Allgemeinheit  ist   es,    ehe  wir  auf 
Busamm engesetzten  Grade  eincehen.  erforderlich,  das  zu  for- 
ren.  was  in  den  Lösbarkeitskriterien  den  primzahligen  und 

übrigen  Gleichungen  gemeinsam  bleibt.  Nicht  blos  in  dem 
'ahren  bei  Primgraden,  sondern  auch  in  der  entsprechenden 
Bode,  die  wir  im  Falle  zusammengesetzter  Exponenten  an- 
äen,  evgiebt  sich  schliesslich  eine  Function  mit  kritischen, 
.  im  Allgemeinen  nicht  mehr  algebraisch  und  niemals  in-ational 
braisch  darstellbaren  Werthen,  und  diese  Function  muss  hier 
dort  eine  rationale  Function  der  Coefficienten  werden ,  wenn 
Gleichung  eine  algebraische  Lösung  finden  soll.  In  diesem 
Bdgesetz  der  Bationalisirung  der  kritischen  Function  ist  hie- 
\  zwischen  den  Gradarten  kein  Unterschied  zu  machen.  Der- 
le  Unterschiede  stellen  sich  erst  bei  specielleren  Folgemngen 
(lieber  unserer  Grundregel  ein.  Der  Galoissche  Satz  ist  nichts 
Sine  solche  speciellere  Folgerung;  denn  er  enthält  nur  die 
Inmtere  Wurzelbeziehung,  die  au  die  Stelle  der  Kational- 
>Iig  der  kritischen  Function  tritt  und  von  der  die  Rational- 
iting  iler  letzteren  abhangt.  In  Rücksicht  auf  die  zusammen- 
tzten  Grade  ist  man  nun  noch  nicht  einmal  dahin  gelangt, 
i  allgemeine  Erforderniss .  sei  es  allgemein  oder  gar  in  be- 
aiteren  Vorbedingungen,  zu  erweisen.  Was  man  an  Bewie- 
Oi  hat.  ist  ausschliesslich  der  Galoissche  Satz.    Für  die  zu- 

sgesetzten  Grade  ist  nicht  einmal  die  durchgangige  Kxistenz 


einer  kriliseUeu  Function  allgemein  nachgewieseo , 
daran  eine  bestimmte  Folgerung  fjeknOpft  worden, 
einer  kiitischen  Function  lässt  sich  aber  in  diesen  Fültl 
wie  hei  den  Primgraden  aus  Aev  nothwendigen  Wurzelfunn  dn^ 
tliun,  die  wir  schon  im  siebenten  Cnpitel  berpeleitet  haben,  Wf 
wollen  jedoch  von  der  Peruiutationsalgebra  selbst  ausgeheu  ui4 
um  die  Anschaulichkeit  zu  erhöhen,  den  natudichen  Wck  da 
Auffindungen  selbst  gehen  und  vor  weiteren  VerallgeiiieineruoM 
die  Aufmerksamkeit  auf  den  maass<>ebenden  Typusfall  concentrii« 
Das  erste  Tjpusbeispiel  ist  hier  die  Gleicbuag  sechsten  Gnd«, 
wie  es  früher  diejenige  des  fünften  war. 

Zuvor  sei  jerloch  noch  eine  allgemeine  Bemerkung  vonu- 
geschickt,  die  von  der  Art  ist,  einen  liefer  liegenden  Grund  n 
haben.  Es  reicht  nämlich  alle  algebraische  Constitution  t« 
Gleichungswurzeln  im  Allgemeinen  nicht  weiter,  als  bis  «^ 
der  Leitfaden  der  werlhigen  Voi'setzungen  führt.  Ist  maori 
diesem  Leitfaden  eu  Ende,  so  beginnen  Überall  die  traoscendeiw, 
d.  h.  die  kritischen  Werthe,  und  jegliche  al^braiscbe  Ltea| 
beruht  darauf,  Functionen  mit  kritischen  Werthen  kanstU 
rational  zu  machen.  Ist  die  specielle  gegebene  Gleichung  Um 
Natur  nach  eine  algebraisch  lösbare,  so  tritt  das  ei-fonieriidi 
Rational  werden  von  selbst  ein.  Man  hat  aber  auch  in  die« 
Falle  nöLhig,  die  besondern  Umstände,  also  etwa  die  besonden 
Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln,  ausdrücklich  zu  HQlfe  a 
nehmen,  damit  die  Uationalität  der  kritischen  Werthe  thatEÄcbiid 
sichtbar  werde.  Was  aber  ilen  angegebenen  alliuemeinen  Sso 
von  der  markirbaren  Tragweite  der  algebraischen  Conslitutwa 
der  Wurzeln  betiifft,  so  ist  es  grade  unser  Werl higkei («System, 
welches  in  den  Stand  gesetzt  hat,  ihn  festzustellen  und  auo» 
sprechen.  Die  Kluft  von  Signirungswerthen  und  aus&chliee&hd 
permutativen  Werthen  musste  sich  uns  aufdrängen  und  in  d«r  i 
That  ist  hier  die  natürliche  Gren):e  zwischen  dem  algebnuKi 
Darstellbaren  und  dem  Transcendenlen,  oder  anders  ausgedruckt, 
es  hört  jenseit  dieser  Grenze  die  Möglichkeit  weitei-er  algi 
scher  Irrationalitäten  auf.  Wie  mannigfaltig  sich  auch  dt« 
sondern  Fälle  gestalten  mögen,  so  werden  wir  diesen  priod] 
Leitfaden  nie  aus  der  Hand  zu  lassen  haben.  Auch  wird  er 
zunächst  bei  der  Gleichung  sechsten  Grades  bewähren.  Das  di 
und  seit  Lagrange  eingeführte  System  zieht  Alles  uoter 
Permutationen ;  es  unterscheidet  noch  nicht  iird  diesem  Sw 


edrücn. 
di«^ 

cipidM 
I  ersi^ 


*  konnte  sich  daher  (He  fragliche  wichtige  Grenze  nicht  bemerkliiih 
'    machen. 

''  6.  Wie  überall  sonst,  so  habeo  wir  auch  bei  iler  Gleichung 

'  sechsten  Grades  von  der  Wurzelfoi-ni  auszugehen,  und  zwar  können 
'    wir  hiebei  zunächst  noch  von  den  speciellen  Wurzelfornien  abseilen 

*  und  die  allgemeine  Wurzelform  benützen,  wie  sie  sich  nach  Maass- 

*  gäbe  der  dritten  Nummer  des  siebenten  Capitels  als  eine  Mischung 

*  YOu  sechsten,  dritten  und  zweiten  Wurzeln  ei-giebt,  Demgeinäsa 
'  haben  wir  x  =^jVi  +-j"Cs  -i-ße^  ~^j'^i  +  j''''si  wwnn  natürlich 
t    j  die  sechsten  Einheitswurzelu  vorstellt.     Wir  nehmen  nun  das 

einfachste  Element  'g ,  welches  in  Beziehung  auf  Signirung  nur 
I  zweiwerthig  ist  und  drücken  es  nach  dem  früher  angegebenen 
'  Verfahren  in  Wnueln  aus.  So  erhalten  wir  €■,  —  ^  (ßx^  +ßXi 
I  -\-  fx^  +;''*i  +/^ä  +  y^ii)  ^  k  [/  (^1  +x-,+Xi)  +/  (Xt 
I  -h  «1  4-  x^)].  Wir  lassen  absichtlich  f  und  ./'  als  Zeichen  der 
Werthigkeit  stehen  und  schreiben  nicht  etwa  ^  [  —  (Xi+Xj-i-x^) 
4-  ix..  +  Xj,  -i'  Xei]-  Die  zwei  Signirungswerthe,  welche  das 
Element  hat,  fallen  mit  der  Quadrirung  fort,  d.  h.  es  halbiitsich 
die  Anzahl  der  Werthe.  Auch  darf  man  daran  keinen  Anstoss 
nehmen,  dass  auch  in  der  Form  der  Potenz  noch  eine  Signirung 
bestehen  bleibt;  diese  repräsentirt  fur  das  individuelle  Element 
ausdrücklich  nur  einen  Werth;  und  wollte  man  sie  noch  mit  einem 
zweiten  Werth  nehmen,  so  würde  sich  hieniit  das  Element  in  eio 
anderes,  nämlich  in  das  einwerthige  raüonale  gleich  Null  ver- 
wandeln. Die  Function  für  e^'  ist  also  als  Ganzes  und  nicht 
blos  in  ihren  Bestandtheilen  von  deijenigen  Doppel werthigkeit 
frei,  welche  durch  die  Signirung  für  r^  gegeben  war.  Hieraus 
folgt  nach  dem  früher  Gesagten,  dass  wir  in  e,"  bereits  die  kriti- 
sche Function  vor  uns  haben.  Wünschen  wir  sie  aber  von  den 
ausdrücklich  als  einwerthig  gesetzten  j  dennoch  befreit,  so  brauchen 
wir  nur  einen  ihrer  signirungslüsen  Bestandtheile  herauszunefamea 
und  diesen  als  einfacheres  Gebilde  zur  kiilischen  Function  zu  machen. 
Lassen  wir  die  Zahlencoefficienten  weg,  so  ergiebt  sich  auf  diese 
Weise  als  einfachste  kritische  Function  das  Product  der  beiden 
ternären  Wurzelsummen,  also  (x,  +  x,,  -J-  Zj)  (z,  -^  x,  +  x^). 
niese  Function  ist,  nebenbei  bemerkt,  hier  auch  ein  blosses  Viel- 
faches von  c/,  nämlich  —9ef. 

Die  Anzahl  der  Werthe  der  kritischen  Function  K  —  (j;, 
■+-  x,,  +  x^i  (Xj  -+-  Xt  +  ajj  bestimmt  sich  durch  die  Ueber- 
legung,  dass  von  allen  2.3,4.5.6  Permutationen,  welche  zwischen 
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den  Bechs  Wurzeln  iiiOglicli  sind,  nur  der  sovielte  Thetl  b( 
bleibt,  als  sich  duvch  Rücksicht  auf  die  nicht  werth&Qdi 
Gmppen  eigieht.  Zunächst  ist  die  Versetzunc  der  drei  Wi 
3:,.  X,  und  x^  unter  sich  gleichgültig  und  da  diese  Grup] 
Versetzungen  eiftiebl,  so  haben  wir  die  Gesatnmtzahl  durch 
dividiren.  Analiifi  macht  die  Gmppe  der  drei  audem  "Wurah' 
a\,,  x^  und  x^  wiederum  eine  Division  der  GesamiDtzahl  ni 
nuchnials  6  nöthiR,  Hiezu  kommt  noch  eine  Division  mit  i 
weil  die  beiden  Wurzelsummen  Äj  und  S,  mit  einander  w- 
lauscht  werden  können,  ohne  den  Werth  des  Products  zu  Anden. 
Die  Zahl  der  wert händeni den  Pennutationen,  d.  h.  derjeDig«B.  fit 
durch  blosses  Hinüber-  und  Herübersetüen  aus  S',  iu  Sf 


2-3.4.5  f> 
i.Ö.2 


S;   in  S,    entstehen,   stellt    sich    daher  auf 

Nach  unserer  leitenden  Grundregel  ist  diese  zehn^rerthige  kt* 
sehe  Function  im  Allgemeinen  transcendent  uod  muss  Statt 
Lösbarkeitsfiille  von  dieser  Transcendenz  befreit,  werden,  itn 
wurden  einfach  sagen  können,  sie  müsste  rational  sein,  wenn  « 
«irklich  das  vollständige  Krilerium  der  Lösbarkeit,  also  i» 
inenten  Sinne  vollständige  kritische  Function  wäre.  Wir«!- 
I  aber  gleich  sehen,  dass  die  gesatnmten  Löshark  ei  tskriteriti 
:  Gleichung  sechsten  Grades  nicht  in  einer  einzigen  kritisriu) 
Function,  sondern  in  einem  kritischeu  Functionenpaar  enthalt«! 
sind.  Wohl  aber  bleibt  unsemi  Leitfaden  geniiiss  der  allgemeiu 
Satz  bestehen,  dass  die  Gleichung  durch  Ration alisirun<r  der  eis- 
Keinen  kritischen  Function  K  lösbar  wird. 

Behandein  wir  nun  die  zwei  dreiwerthigen  Elemente  in  ältt- 
lieber  Weise  wie  das  einwerthige,  so  erhalten  wir  schlieeslicii  eil 
zweite  kiitische  Function.  Wir  haben  nändich  auf  Grand  der 
Wurzelfoi-m  e»  =i:{j*Xi  +  /ar,  +j"x:,  +j*x^  -h  J^x^  +/*(' 
oder,  um  die  Unbequemlichkeit  der  Zahlencoefticienten  zu  \«- 
mindern,  öc^  =j*  (x,  4-  x.)  +/  {Xt+Xf,)  -\-j^  (aca  +  x^i.  U 
entsprechender  Weise  findet  man  6e,  ^ j' (a;,  -t- x^)  +^W, 
+  J^i)  +■/  (3;.,  +  x„>.  Kubirt  man  beide  Ausdrücke,  so  dtvicHil 
eich  die  Zahl  der  Werthe  durch  3,  und  addirt  man  die  beita 
Kuben,  so  dividirt  sich  die  Werthzahl  noch  durch  2.  Alsdam 
sind  die  Sienirunpswerthe  verschwunden  und  wir  erhalten  di* 
kritische  Function,  aber  freilich  nicht  iu  der  einfachsten  Gestalt. 
Wir  nehmen  daher,  wie  oben,  statt  ihrer  das  I'roduct  der  Wunel- 
Bummen.  welches  zu  ihr,  wie  man  sich  durch  Umformung 
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Iberzeuget)  kann,  in  einer  einfachen  Zahlenbeziehung  steht 
tllss  haben  wir  als  einfachste  kritische  Function  (.^,  -txj 
b)  (*s  +  ^dX  welcher  Ausdruck,  nebenbei  bemerkt,  gleich 
e^)  ist,  und  dessen  Werthezahl  sich  analop  wie  oben  auf 

j^  ^  15  stellt.     Von  dieser  zweiten  fiinfzehnwerthigen 

m  Function  K'  ist  dasselbe  zu  sagen,  was  schon  bezüglich 
Bwerthigen  Ä"  bemerkt  wurde.  Sie  ist  eben  darum  kritisch, 
1  Werthe  im  Allgemeinen  transcendent  sein  mUssen.  Wird 
etion  rational,  so  ist  die  Gleichung  lösbar  j  aber  umgekehrt 
nicht  alle  Lösbarkeitsfalle  davon  ab,  dass  die  Rationalität 
vorbanden  sei;  denn  erst  E  und  K'  zusammen  bilden 
[ständige  Kriterium,  und  wenn  die  eine  Function  rational 
folgt  hieraus  nicht,  dass  es  auch  die  andere  werden 
Nur  Eines  folgt  sofort  mit  Sicherheit,  dass  nämlich  auch 
andern  Function  die  Werthe  nicht  transcendent  bleiben 
r  denn  dies  widerspräche  der  Lösbarkeit.  Wohl  aber 
rie,  wie  später  nachgewiesen  werden  wird,  irrational 
—  ein  Fall,  der  bei  den  primgradigen  Gleichungen  nie 
1  konnte,  weil  dort  in  der  einzigen  maassgebenden  kriti- 
Bnction  mit  einem  Werthe  derselben  auch  alle  Qbrigea 
Hirt  wurden. 

I  die  Eechswerthigcn  Elemente  e,  und  t,,  brauchen  wir 
ROcksicbt  zu  nehmen,  da  sich  diese,  wie  im  siebenten 
bezüglich  der  Wurzelform  dargethan  worden,  vermöge  der 
md  dreiwerthigen  bestimmen  lassen.  Auf  diesem  Wege 
daher  und  auf  dem  umständlicheren  directen  würde 
•teächlich  ebenfalls  zu  zehnwerthigen  oder  fünfzehn werth  igen 
D  Functionen  gelangen.  Das  fragliclie  kritische  Fuuctionen- 
daher  für  die  Gleichung  sechsten  Grades  das,  was  für 
nge  fünften  Grades  die  einfache  kritische  Function  war. 
7.  Von  diesem  Functionenpaar  lässt  sich  nun  bestimmter  aul 
Bchliessen.  was  zur  Lösbarkeit  der  Gleichung  ei-forderlich 
genügend  ist.  Es  ist  dies  die  Rationalitilt  irgend  eines  der 
nlichen  25  kritischen  Werthe.  Setzt  man  diese  Rationalität 
IS.  so  folgt  weiter,  dass.  falls  es  einer  der  10  ist,  die  ter- 
I  Wuraelsummen  x,  -H  x,  +  ar^  und  «t  "h  ar*  -h  Xg ,  die  jede 

6  5  4 
ich    1  2  't  ^  ■"  Werthe  haben,  Wurzeln  einer  quadratischen 

Ug  mit  rationalen  Coefticienten  oder,  was  dasselbe  heiest. 
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eine  quadratisch  irrationale  Function  von  rationaleB  Gitai 
müssen.  Hier  im  besondem  Fall,  wo  wir  den  ersten  CoeA 
der  Gleichung  sechsten  Grades  gleich  Null  ToraosBetzen, 
quadratische  Gleichung  eine  reine;  denn  da  jS^  =  — ä), 
beide  Wnrzelsummen  Quadratwurzeln  aus  derselben  n 
Coefficientenfunction.  Nun  sind  diese  temären  WondsoiD 
ersten  Coefficienten  zweier  kubischer  Gleichungen,  in 
man  sich  die  Gleichung  sechsten  Grades  zerlegt  denke 
Die  andern  Goefficienten  solcher  Zerlegungsgleichungen 
im  allgemeinen  Fall  auch  zwanzigwerthige,  also  für  den 
Rationalisirung  von  Zehnwerthigkeiten.  ebenfalls  qaadnti 
tionale  Functionen  von  übrigens  rationalen  Bestandtbeil 
Eine  kubische  Zerl^rungsgleichung  mit  dieser  Eigen» 
aber  diejenige,  die  man  meint,  wenn  man  sagt,  die  C 
sechsten  Grades  müsse  in  zwei  dritten  Grades,  zerleg) 
deren  Coefficienten  von  einer  Gleichung  zweiten  Grades  i 
Machen  wir  eine  Ähnliche  Schlussfolgemng  üQr  die 
Wurzelsummen,  so  zeigt  sich ,  dass  wenn  man  diese  ab 
einer  kubischen  Gleichung  voraussetzt,  die  Coefficientei 
gemeinen  fünfieehnwerthige  Functionen,  aber  im  besoni 
der  Rationalisirung  von  Werthen  von  K  rationale 
werden.  Dies  bedeutet  also,  dass  alsdann  die  Gleichung 
Grades  in  drei  quadratische  zerlegbar  sein  muss,  den 
deuten  von  einer  kubischen  Gleichung  abhängen.  So  h 
eine  zweite  Art  von  Zerlegbarkeit,  welche  mit  der  ai 
sammen  die  beiden  Bedingungen  bildet,  von  denen  eii 
sein  muss,  damit  die  Gleichung  sechsten  Grades  algebr 
bar  sei.  Nennen  wir  eine  solche  Zerlegungsgleichonj 
Coefficienten  wieder  von  einer  Gleichung  mten  Grades  i 
unserm  Sprachgebrauch  gemäss  eine  in  -  werthige,  da  sie 
der  IN  -  Werthigkeit  aller  Coefficienten  m  Gleichungen  reii 
so  können  wir  den  Sachverhalt  im  speciellen  Fall  ku 
formuliren:  Die  Gleichung  sechsten  Grades  ist  dann 
dann  lösbar,  wenn  sie  entweder  als  eine  zwei  werthige  < 
dritten  oder  als  eine  drei  werthige  zweiten  Grades  i 
werden  kann.  Dieses  Merkmal  jeder  algebraisch  lösbi 
chung  sechsten  Grades  ist  zwar  schon  im  siebenten  C 
nothwendig  hergeleitet  worden;  aber  die  jetzige  Able 
den  pennutativen  Wurzelfunctionen  zeigt  genau  die  G 
bis  zu  welcher  der  Vei-such.    die  allgemeine  Gleichung 


Grades    »Igebraisoh    wirklich    aufzulösen .    fuhren   kann.     Es  ist 
snn  (iirect  durch  die  Eigenschaften  der  Permutalioneii  zu  zeigen, 
wie  eine  der  beiden  kritischen  Functionen  entweder  rationalisirt 
werden  kann  oder  transcendent  sein  muss. 
I  Im  siebenten  Capitel  haben  wir  gesehen,  dass  alle  rationalen 

I    und  irrationalen  Grössen,  aus  denen  die  Form  einer  Gleichuups- 
I    "urzel  auf^-ebaut  ist,    und  insbesondere  die  Wurzeielemente  der 
I     verschiedenen  Ordnunsen,    durch    rationale  Functionen   der   ver- 
I    Bchiedenen    Wurzeln    der    betreffenden    Gleichung    auspedi-ückt 
I    werden  können.   Wenn  man  nun  hienacli  erst  die  Wurzeielemente 
(     erster    Ordnung,    dann    diejenigen    zweiter   Ordnung    auf   diese 
t     Weise  dai'stellt  und  so  weiter  ins  Innere  der  Wurzelfoim  vor- 
I     dringt,  so  muss  man,  wenn  die  Gleichuni?  algebraisch  lösbar  ist, 
I     Bchliesslich  auf  solche  Functionen  der  Wui'zeln  kommen,    denen 
I     rationale    Functionen     der    CoeJ'ficienten    dieser    Gleichung    ent- 
,     sprechen.    Im  andern  Falle  hätte  man  nämlich  entweder  einen 
I     falschen  W'eg  eingeschla<ren,  der  ins  Unendliche  führte  oder  man 
käme,  welche  Wui-zelform  man  auch  voraussetzen  möchte,  nie  zu 
Ende;  letzteres  aber  wäre  ein  sicheres  Kriterium,   dass  eine  al- 
gebraische Wurzelform  nicht  existirte  und  die  Gleichungs wurzeln 
wUren   folglich   transcendent.     Wenn  jedoch   die   Gleichung  alge- 
braisch  lösbar  ist,    muss   es   auch   eine  algebraische  Wurzelform 
geben  und   man  muss  daher  auf  dem   angedeuteten  Wege    die 
innersten    rationalen   Wurzelelemente  als   rationale   Wui'zelfunc- 
tionen    finden    können.     Diese   Functionen    sind    entweder    sym- 
metrisch oder  unsymmetrisch;  im  letzteren  Falle  können  sie  nur 
dann  rationale  Werthe  annehmen,  wenn  eine  Beziehung  zwischen 
den  Wuraeln  besteht,  veimöge  deren  sie  in  symmetrische  Func- 
tionen verwandelt  werden  können. 

Es  soll  zuerst  gezeigt  werden,  dass  nicht  alle  Functionen, 
die  man  auf  diese  Weise  für  die  innersten  rationalen  Bestand- 
theile  der  Wurzelfoim  erhiilt,  an  sich.  d.  h.  ohne  Annahme  einer 
Beziehung  zwischen  den  vei-schiedenen  Wurzeln,  symmetrisch  sein 
können,  sondern  dass  vielmehr  die  algebraische  Auflösbarkeit  der 
Gleichung  sechsten  Grades  von  der  Itationalisirung  einer  mehr- 
werthigen  Wurzelfunction  abhängt,  wenn  wir  auch  noch  nicht 
wissen,  dass  diese  nothwendig  die  zehn-  oder  die  fttnfzehnwerthige 
ist.  Wenn  man  nämlich  im  Gegentheil  voraussetzt,  dass  eine 
Gleichunt;  sechsten  Grades  algebraisch  lösbar  sei  und  doch  keine 
mehrwerthige   Function    der    Wuraeln    rational    sei,    so    ist    es 
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uniatJßlidi,  ilass  eine  Gleichung;,  deren  Wuntoln  die  venchit 
Werthe  einer  mehrwerthigen  Function  der  Wm-zeln  der 
den  Gleichuu^'  sechsten  Grades  sind,  reducibel  sei.  EineG 
niedrigeren  Grades,  die  einige,  aber  nicht  alle  Werthe  ditse 
Wurzelfunclion  zuiiesse,  ist  namlicii  auch  eine  Wurzelfuncliii, 
die  den  rationalen  Werth  Null  hat,  aber  keine  symmetriEdt 
weil  sie  sonst  alle  Pernmtatiouen  und  folglich  ge«ren  die  gemadti 
Voraussetzung  auch  alle  Werthe  ihrer  Wui-zel  zulassen  wnnfc; 
denn  durch  die  Permutationen  von  x^,  Xi,  x,,  x,,  x^,  x,  woda 
ja  die  verschiedenen  Werthe  der  Wurzelfunction  in  einander  w 
wandelt.  Es  ist  aber  andererseits  unmöglich .  dass  z.  B  A 
Gleichung  zehnten  Grades,  deren  Wurzeln  die  verscbiedtM 
Werthe  von  K  sind,  irredueibel  sei;  denn  im  siebenten  CifW 
haben  wir  gesehen,  dass  der  algebraische  Ausdruek  der  Wmrt 
einer  ivreducibeln  Gleichung  nothwendig  Wurzelgrössen  eeiift 
deren  Exponent  ein  beliebiger  Primfactor  des  Grades  der  tÜ- 
chung  ist;  K  enthielte  also  in  diesem  Falle  Wurzelgrössen  fbin 
Grades;  da  es  aber  eine  Function  der  Wurzeln  einer  Gleidn 
sechsten  Grades  ist,  in  welcher  solche  Wurzelgrössen  nicht» 
kommen  düffen,  so  kann  K  niemals  Wurzelgrössen  mit  dem  El- 
ponenten  fünf  enthalten.  Wir  haben  hier  also  einen  ffU» 
Spruch,  der  durch  die  Voraussetzung  der  Irreducibiiität  der  Gl» 
chung  in  K  veranlasst  wurde;  diese  Voraussetzung  ist  also  itbä 
Wir  haben  jedoch  eben  gesehen,  dass  sie  unumgänglich  ist,  um 
man  nicht  annimmt,  es  gebe  unsymmetrische  Wurzelfunctiai« 
die  einen  rationalen  Werth  haben. 

Es  soll  nun  streng  bewiesen  werden,  dass  entweder  die  tefaft' 
werthige  Function  K  ■-=^  i:'\  H-x^  •]- x^}  (x^ -i- Xt  -h  x,.)  oder  i» 
fünfzehnwerthige  K'  ^  (i,  -H  xj  fs,  -k-x^)  (Zj  -|-  x„),  wenn  mda 
alle  beide,  rationalisirt  werden  können.  Zunächst  ist  darzule^ 
dass  für  jede  Gleichung  immer  nur  eine  solche  Function  in  Fnfie 
kommt.  Gäbe  es  etwa  mehrere,  z,  B.  f,  f,  f"  u.  s.  w.,  so  wOr* 
die  Summe  F=  uf  +  b  f  -\-  t-f"  +  . . . ,  wo  a,  6,  c,  ...  heüeb^ 
rationale  Coefücienten  bezeichnen ,  im  Allgemeinen ,  d.  h.  ab^ 
sehen  von  besondern  Werthen  der  Grössen  a,b,c,...  keine  Per- 
mutation zulassen,  die  nicht  t\f',f'\-..  auch  zuliessen,  und  d« 
eine  Function  durch  eine  andere  Function  rational  aa^edrflefct 
werden  kann,  wenn  sie  alle  Perniutationeu  der  letzteren  zolAsL 
80  könnten  /",  /',  /"", . . .  rational  durch  F  ausgedrückt  werden; 
F  wiire  aber  dann  die  eigentliche  kritische  oder  lösende  Fonctiua, 


wovon  die  andeiii  nur  abgeleitet  sein  wUrden.  Die  algebraische 
Lösbarkeit  einer  Gleichung  häugt  also  von  der  Rahonalisirung 
nur  einer  Wurzelfunction  flb. 

Es  handelt  sich  nun  dämm,  zu  ermitteln,  wie  diese  Wui'zel- 
function  beschaffen  sein  muss,  d.  h.  durch  welche  Permutationen 
sie  peilndert  wei-den  und  durch  welche  Permutationen  sie  unver- 
•   flDdert  bleiben  muss.  Nehmen  wir  zuerst  an,  sie  habe  die  Eigen- 
.    Bchaft,  dass  man  die  Wurzeln  Xj,  x^,  x„  x^,  x^,  Xg  in  drei  Grup- 
pen zu  je  zweien  theilen  kann,  derart,  dass  das  Hinüberpermn- 
i  tiren  aus  einer  Gnippe  in  die  andere  den  Werth  der  Function 
ändert.    Ist  dies  der  Fall,    so  giebt  es,  wie  man  sieht,    immer 
I  einen  Werth  der  fünfzehnwerthigen  Function  K',    der  alle  Per- 
I  nutationeu   dieser  Function  zulaast   und    folglich    rational    aus- 
(  gedrückt  werden  kann.    Ist  es  aber  nicht  der  Fall,    so  müssen 
[  sich  unter  den  sechs  Wui-zeln  drei    finden,    die  nach  Belieben 
untereinander  vertauscht  werden  können.     Es  sei  nun  f  (Ki  =  0 
I  ein  Factor  der,  wie  oben  gezeigt,  reducibeln  Gleichung  zehnten 
.|  Grades  in  K,   so  muss  der  erste  Coefficient  dieser  Gleichung, 
,  weil  rational  darstelDiar,  alle  Permutationen  der  fraglichen  Func- 
,  tion  zulassen.   Denn  sonst  gäbe  es  ausser  der  gesuchten  kritischen 
,  Function  und  den  durch  sie  rational  ausdrückbaren  Functionen 
j  noch  eine  andere  rationalisirbare ;  es  ist  aber  vorausgesetzt  worden, 
dass  sich  alle  rationalisirbaren  Functionen  aus  einer  ableiten  lassen. 
,  Es  können  also  in  dem  ereten  Coefficienten  drei  Wui-zeln  vertauscht 
werden.    Da  er  aber  aus  Werthen  von  K  zusammengesetzt  ist, 
deren  jeder  die  gleiche  Eigenschaft  hat,  so  müssen  auch  die  di-ei 
andern  Wurzeln  diese  Eigenschaft  besitzen  und  ausserdem  müssen 
heide  Gruppen  untereinander  vertauschbar  sein.    Er  lässt  also  in 
diesem  Falle  alle  Pei-mutationen  der  zehnwerthigen  Function  zu. 
Sonst  aber  kann  er  keine  weiter  zulassen;  denn  wenn  man  eine 
Wurzel  aus  der  einen  Gruppe  mit  einer  der  andern  vertauschen 
könnte,  ohne  den  Werth  dieses  Coefficienten  zu  ändern,  so  würde 
dieser  jede  Permutation  zwischen  zwei  Wurzeln  zulassen,  da  die 
Wurzeln  jeder  Gruppe  miteinander  vertauscht  werden  können;  er 
vQrde  also  symmetrisch  sein.    Alsdann   wären  aber  alle  andern 
Coefficienten  der  Gleichung,  die  ilhnliche  Functionen  der  Werthe  von 
£  sind,  ebenfalls  symmetrische  Functionen.  Die  ganze  Gleichung 
wäre   demgemäss   symmetrisch,    was,   wie   oben   erwiesen,    un- 
möglich ist.   So  bleibt  nichts  übrig,  als  dass  er  einem  Werthe  (1er 
zebnwerthigen  Function  ahnlich  sei;  dieser  ist  also  auch  rational 


242    - 

dureli  die  Coefficieiiteii  der  Gleichung  aeclisten  Grades  ai 
bar.  Es  ist  also  fest+restellt,  dass  unter  der  Voraussetzouit 
algebraischen  Lösbarkeit  einer  irreducibeln  Gleichung 
Grades  entweder  E  oder  K'  wenigstens  einen  rationalen  W) 
haben  muss,  wenn  sie  nicht  in  besondem  Fällen  alle  beide 
nallsirt  werden  können.  Gemäss  den  in  der  zweiten  Ni 
dieses  Capitels  gegebenen  Ausführungen  kann  aber  auch  die 
nalisining  einer  der  beiden  kritischen  Functionen  nur  bei 
wissen  Beziehungen  zwischen  den  Coeflicieuten  möglich  seis, 
es  sind  deshalb  nur  besondere  FAlle  der  Gleichung 
Grades,  von  denen  wir  einen  in  der  nächsten  Nummer 
werden,  algebraisch  lösbar. 

8.   Auf  analoge  Weise   kann  man  die    Lösungsbei 
für  jede  irreducible  Gleichung  zusammengesetzten  Grades 
Der   Grad   der   Gleichung   sei  wii.     Die  Wui-zelelemente 
c;iK.  •■■.  e,M^[,„  haben    die    Gestalt  ji«-')"   (x^   -1- x.+i 
X'im  +  i+   ...  -+-a:,«-i,™+i)  + j'"-^'"  ix»  +  x^+t  +  lil 
+  ...  +  jC(--i,«  +  b)  +  ji-"-')-  («,  -ha^  +  a-t-a^« 
-f  «(■-»« +  a)+  ...   +  iXm  +  Xtm  +  a^im  -i-  .  •  .  -(-«■.)'_ 
analog  die  übrigen.    Erhebt  man  diese  Ausdrücke  mr  mtat  t^ 

tenz,  so  dividirt  sich  die  Anzahl  der  Werthe,  die  zuerst  —ri 

beträgt,  durch  m  und  durch  Summimnt:  der  verschiedMi 
Werthe  noch  durch  («i  ~  1)!.  Die  Wurzelfunction,  die  tnaad« 
erhält,  ist  denjenigen  ähnlich,  die  dadurch  entstehen,  dass  da 
die  m  Summen  von  je  n  vei'schiedenen  Gleichungswurz^  oft 
einander    multiplicirt    oder    die    w  Producte    von   je  m  Winvk 

addirt.     Alle   diese   Functionen  haben  -  -,,—7^   Werlhe. 
m.'in.'r 

Unter  m  unri  n  kann  man  zwei  beliebige,  einander  «stt- 
zende  Fnctoren  des  Grades  der  Gleichung  verstehen.  Man  erW 
daher  soviele  kritische  Functionen,  als  der  Grad  der  Gleichmc 
Factoren  hat.  Hat  eine  davon  einen  rationalen  Werth ,  so  wii^ 
hiedurch  die  Gleichung  in  »»Gleichungen  «ten  Grades  zerleg 
deren  Coefficienten  von  einer  Gleichung  »iten  Grades  abb&n^ 
Zur  Lösung  ist  natOrlich  noch  erforderlich,  dass  diese  Gleidnwf 
mten  Grades  sowie  die  »wwerthige  Gleichung  «ten  Grades  alg^ 
braisch  lösbar  sei,  was  besonders  zu  untersuchen  ist,  sobald  ia 
Grad  einer  derselben  den  vierten  Uberstei^. 

Der    Beweis    des    Satzes,    dass    eines    der    WurzelstunDiah 


producte  im  Falle  der  algebraischen  Lösbarkeit  rational  Kei,  ist 
ganz  analog  dem  oben  hinsichtlich  der  Gleichung  eechsten  Grades 
gegebenen  und  nicht  schwieriger  als  dieser  zu  führen.  Die 
"Wurzelform  einer  Gleichung  zusammengesetzten  Grades  kann 
nach  deu  Ausfuhrungen  im  siebenten  Capitel  nur  solche  Wurzeln 
enthalten,  deren  Exponent  ein  Primdivisor  des  Grades  der  Glei- 
chung oder  eine  solche  Primzahl  ist,  die  aus  einem  Primfacior 
dadurch  entsteht,  dass  man  von  ihm  1  abzieht  und  von  der 
Diflerenz  wiederum  einen  Primfactor  nimmt.  Nur  solche  Wurzeln 
können  deshalb  in  dem  Ausdruck  einer  der  kritischen  Functionen 
vorkommen,    woraus  folgt,    dass    die   Gleichungen    vom    Grade 

— -. — if-,  von   denen  ihre  Werthe  Wurzeln  sind,  reducibel  sind. 

Denn  der  Wui-zeJausdruck  einer  irreduclbeln  Gieichung  enthält  noth- 
■weudig  alle  Bolche  Wurzeln,  deren  Exponenten  alle  in  dem  Grade 
jener  Gleichung  enthaltenen  Primfactoreu  sind.    In  dem  Ausdruck 

-  ,      ,'—  kommen  nun  nothwendig  alle  die  Primzahlen  als  Fac- 

toren  vor,  die  grösser  als  die  grössere  der  beiden  Zahlen  m  und 
n  und  kleiner  als  »m  sind.  Denn  solche  Primfactoren  mUssen 
nothwendi;^  im  Zähler  (»i»|/  vorkommen,  können  aber  unmöglich 
im  Nenner  »(.'(«.')■"  enthalten  sein  und  bilden  folglich  auch 
einen  Bestandthetl  des  Quotienten.  Die  grössere  der  beiden 
Zahlen  in  und  ii  ist  nun  aber  höchstens  gleich  der  Hälfte  ihres 
Pioducts,  da  doch  die  kleinere  mindestens  gleich  zwei  ist.  Eine 
Primzahl,  die  grösser  ist  als  die  Hälfte  einer  Zahl,  kann  kein 
Theiler  der  letzteren  sein;  es  giebt  aber  immer  eine  oder  mehrere 
solche  Primzahlen,  sobald  diese  Zahl  grösser  als  zwei  ist 
Diese  Thatsache  führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Gleichungen, 
deren  Wurzeln  die  Werthe  der  kritischen  Functionen  sind,  nicht 
irreducibel  sein  können.  Denn  ihre  WurzelausdrUcke  dürfen 
keine  Primzahl  als  Wurzelexponent  enthalten,  die  grösser  als  die 
Hälfte  von  mn  wäre;  wären  sie  aber  irreducibel.  so  müHsten, 
sobald  tnn  grösser  als  fünf  ist,  darin  solche  Primzahlen  vor- 
kommen. Dies  ist  ein  Widerspruch;  also  sind  diese  Gleichungen 
reducibel.  Die  Coefiicienten  der  Theilgleichunpen.  in  die  sie 
zerfallen  müssen,  können  jedoch  keine  symmetrischen  Functionen 
sein ,  was  sich  auf  dieselbe  Weise  nachweisen  lässt ,  wie  oben 
hinsichtlich  der  kritischen  Gleichung  zehnten  Grades.  Folglich 
hängt   die  Lösbarkeit  einer  iri-educibeln   Gleichung   zusammen- 
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gesetzten  Grades  von  der  Bationalisiraig  einer  gevisM« 
werthigen  Function  ab. 

Es  seien  jetzt  iw,  m\  m'* n*,  n\  n   der  BeAe  hI 

die  verschiedenen  Theiler  des  Grades  mm  der  Gkkbof.  ü 
lassen  sich,  wie  auch  die  fragliche  Function  beschaffinsaiBiA 
die  Warzeln  entweder  in  fi  Gruppen  zn  je  m  oder  io  »'Grap 
zu  je  m'  oder  in  n"  Gruppen  zu  je  m'  u.^.  w.  oderiii«Gn|pa 
zu  je  11  derart  ordnen ,  dass  durch  das  HinOberpermatiia  m 
einer  Gruppe  in  die  andere  der  Werth  der  FunctioD  stets  ^ 
ändert  wird.  Ist  dies  der  Fall,  so  giebt  es  immer  einet al* 
sprechenden  Werth  der  verschiedenen  kritischen  FoBCtiML 
welcher  dieselben  Eigenschaften  hat.  also  alle  PermatatioDa  itr 
fraglichen  Function  zulässt  und  demgemäss  rational  ansgedildt 
werden  kann.  Könnte  man  aber  die  Wurzeln  nicht  einnuli 
m Gruppen  zu  je  n  abtheilen,  so  dass  jedes  HinQbeipermotiia 
den  Werth  der  Function  ändert,  so  wflrde  e^  nothweadig sä 
dass  m  —  1  dieser  Gruppen  die  Eigenschaft  hätten ,  das  tf 
die  in  jeder  enthaltenen  Gleichungswurzeln  nach  Belieben « 
tauschen  könnte.  Der  erste  CoefiGcient  eines  Divisors  der  61^ 
chung,  deren  Wurzel  die  Function  (x,  4- «»^-i  +  ^^+i  +  •• 

X,^j^Z    4-    X-im-i-?,  -f-    .  .  .    -h  JT.M-i.M-Us)   .  .  .    {X^  +  X^  +  ^+   ■ 

-^  Xnm)  ist,  muss  nun,  weil  rational,  alle  Permutationeo  k 
fragliehen  Function  zulassen.  Auf  analoge  Weise,  wie  oba 
schliessen  wir  dann,  dass  er  in  diesem  Falle  symmetrisdi sei 
müsste.  Dies  ist  aber  ebenfalls  unmöglich.  Folglich  rouss  woi^ 
stens  eine  der  verschiedenen  kritischen  Functionen  wenigstoi 
einen  rationalen  Werth  haben ;  sonst  ist  die  beirrende  GldcbiBj 
algebraisch  nicht  lösbar. 

Die  obigen  AusfQhmngen  finden  nicht  mehr  Anwendott 
wenn  der  Grad  der  Gleichung  aus  lauter  gleichen  Factoreo  b^ 
steht,  d.  h.  die  Potenz  einer  Primzahl  ist,  weil  dann  der  Wurtf)* 
ausdruck  jeden  Primexponenten  enthalten  kann,  der  kleiner  ik 
der  Grad  der  Gleichung  ist:  folglich  findet  die  Annahme,  <bs 
jeder  Primexponent  im  Wurzelausdruck  nicht  grösser  bIs  A 
Hälfte  des  Grades  sein  könne,  nicht  mehr  Anwendung.  Diep^ 
mutativen  Bedingungen  der  Lösbarkeit  sind  alsdann ,  wie  sdJO> 
Galois  angekündigt  hat,  von  sehr  verwickelter  Natur  ani  <ft 
Schwierigkeiten,  die  sich  ihrer  Auffindung  entgegenstellen,!»^ 
zu   bewältigen.    Wir  legen  jedoch   auf  derartige  nutzlose  AoJ- 


DUDgen  der  Permutationsalgebra  kein  Gewicht,  sondeiii  werden 
nehr  die  lösbaren  höhei-en  Gleichungien  durcb  einige  concreto 
piele  erläutern.  Eine  Gleichung  sechsten  Grades,  aus  der 
zweite  Glied  entfernt  ist,  also  x*  +  qx*  +  rx*  -\-  sx*  +  tx 
1  =  0,  ist  algebraisch  lösbar,  auch  wenn  q,  r,  s  und  t  beliebig 
Bhlt  werden,  und  die  einzige  Beziehung  zwischen  den  Coefti- 
ten  in  einem  derartigen  functionellen  Verbältniss  des  letzten 

len  andei-n  besteht,  dass  u  =  — — r~  . ?r-i — 

4gr*  —  8r*( 
Diese  Gleichung,    auf  die  wir  bei  unseru  Uiiterauehungen 
raeo  sind,  ist  nämlich  das  Product  der  beiden 


-  -^rH  - 


-  2rH  - 


-=  0 


=  0, 


pr-,,  ,  „^  -,    ,   ^--rg  T-  r  — 4g=r»~8^^r 

le,  wie  man  sieht,  die  beiden  Werthe  einer  zweiwerthigen 
ihung  dritten  Grades  sind.  Die  Wurzeln  dieser  beiden  Glei- 
gen  dritten  Grades  werden  durcb  die  Cardanische  Formel 
sslellt,  wenn  man  in  letztere  die  Coeflicienten  einsetzt;  da 
aber  gegebene  algebraische  l-'unctiuneu  derjenigen  der 
hung  sechsten  Grades  sind,  so  erhält  man  die  Wurzeln  jener 
hang  sechsten  Grades  sogleich  als  sechswerthigeu  alge- 
chen  Ausdruck. 

Ein  anderes  und  allgemeineres,  aber  bereits  altes  und  er- 
teä  Beispiel  fUr  die  Li^suug  höherer  Gleichungen  sind  die 
nischen  Gleichungen,  von  denen  die  Einheitswurzeln  abhängen, 
sind  wieder  ein  specieller  Fall  der  sogenannten  Abelschen 
:hungen,  deren  Auflösung  unmittelbar  geschehen  kann,  so- 
man  nur  weiss,  dass  die  betreffende  Gleichung  eine 
sehe  ist,  was  man  freilich  ihren  Coefticienten  nicht  ansehen 
..  Diese  irreducibeln  Gleichungen  haben  nämlich,  wie  wir 
liebenteu  Capitel  bemerkt  haben,  die  ihnen  eigenthUmliche 
haffenbeit,  dass,  wenn  die  Wurzeln  in  einer  gewissen  Reiben- 
geordnet  werden,  jede  von  ihnen  dieselbe  Function  der 
ugehenden  ist-  Man  kann  also  hiebei  schreiben  2,  ^  ^  (:ri), 
=  ^[Xt).  Xt  =  if[Jk).  ....Xi  =  if(^J,  wo  »  das  Zeichen 
r  rationalen  Function  ist.  Bezeichnet  man  die  »inalige 
lerholung  der  durch  ä  bezeichneten  Operation  mit  tf",  so  ist 
>»(x,>,  Xt  =  if^(xi),  . ..,  X,  =  tf "-'(a:|).    Bildet  man  nun 


das  erste  Wuraelelement  f,  =j"~'*i  +}"''Xt  -1-j"~*js+-  ■ 
+  j:h.  erhebt  es  zur  nten  Potenz  und  setzt  fOr  x^,  x^.  £,..  , 
Xn~\  ihre  Werthe  in  x^  ein,  so  erhält  man  '■,"  =  [j'  ' '  3u.i  + 
;--a  .■>'(«-)  +  j""^  »*<J'-)  +  . . .  +  x„]".  Dieser  Ausdruck  Mäht 
ungeändert,  wenn  man  für  x„  einen  andern  Werth  von  x  iot- 
stituirt;  denn  hiedurch  wird  offenbar  nur  die  Reihenfolge  -Ifr 
Werthe  von  x  verändert,  was  auf  den  Werth  einer  derartirsn 
Wurzel function,  wie  vorher  dargelegt,  keinen  Einl^uBS  hat.  Adüm 
man  dei^halb  alle  Werthe  von  r/.  die  dadurch  entstehen,  lUs 
man  in  jenem  Ausdrucke  x  anstatt  x„  nacheinander  alle  seiiw 
andern  Werthe  gieht,  so  ist  die  Summe,  da  die  Summanria 
gleich  sind,  dem  »fachen  Werthe  eines  derselben  pleich,  i>t* 
ist  aber  zugleich  eine  symmetrische  Function,  deren  Werth  mu 
als  rationale  Function  der  Gleichungscoefficienten  berechnen  kam 
Dividirt  man  den  so  erhaltenen  rationalen  Ausdruck  dnrcfa  n,  « 
hat  m»n  damit  die  itte  Potenz  des  ersten  Wurzelelements  ud 
dieses  mithin  als  wte  Wurzel  aus  einer  rationalen  Grösse.  Asf 
dieselbe  Weise  findet  man  auch  die  andeni  Wurzel  Clements  ili 
«te  Wurzeln  aus  rationalen  Ausdrücken. 

Dieser  Fall  findet  bei  den  primgranigen  Ei nheits wurzeln  stitt 
Dividirt  man  die  Gleichung  .i"  —  1  =  0  durch  x  —  1,  so  ist  rf« 
Quotient  eine  Abelsche  Gleichung;  denn  wenn  p  eine  sogenane» 
primitive  Wurzel  der  Primzahl  n  ist,  kann  man  alle  »iten  Ein- 
heitswur?,eln  in  eine  solche  Reihe  bringen,  dass  jede  aus  rier 
vorangehenden  und  die  erste  aus  der  letzten  durch  Erheben; 
zur  pten  Potenz,  also  stets  durch  dieselbe  Operation  entst^hi. 
Man  kann  daher  auf  die  soeben  gekennzeichnete  Weise  jak 
primgradige  Einheitswurzel  berechnen  und  erhält  dann  fOr  ihr« 

Werth  die  Summe  eines  rationalen  Bestandtheils  —  — -  und  einer 

Summe  von  Wurzeln  aus  rationalen  Grössen,  deren  Exponest 
gleich  M  —  l  oder  einem  Theilei-  davon  ist. 


Zehntes  Oapitel. 

Die  Imaglnäreu  uud  die  Transceudentcn 
In  erweiterten  Terbindangen. 


1.  Die  erforderlichen  AusfühniDgen  und  Anwendungen  unserer 
früheren  Aufschlüsse  über  das  Imaginäre  und  über  dessen  sach- 
liche Bedeutung  lassen  sich  nur  in  Zusammenhang  mit  der  Kolla 
darstellen,  welche  die  imaginären  Functionsbeziehun|;en  ausser- 
halb ihres  engerq,  d,  h.  rein  algebraischen  Bereichs,  also  in 
CombJnation  mit  den  transcendenten  Functionen  spielen.  Auch 
an  sich  selbst  ist  das  transcendente  Bereich  von  entscheidender 
Bedeutung  für  alle  funclionellen  Beziehungen,  sobald  man  diese 
in  ihrer  grössten  Allgemeinheit  erfassen  will.  Das  Transcendente 
ist  umfassender  als  das  Algebraische;  es  schliesst  die  Möglichkeit 
des  Algebraischen  als  einen  besondem  Fall  ein.  Es  ist  daher  die 
triinscendente  Analysis  von  grösserer  Tragweite  und  in  ihren 
Mitteln  mächtiger,  als  die  auf  das  rein  Algebraische  beschränkte. 
Transcendente  Lösungen  ei-fordern,  wie  das  Beispiel  der  Einheits- 
wurzeln zeigt,  für  gewisse  Zwecke  algebraische  Specialisirungen. 
Sie  müssen  aber  an  sich  selbst  als  die  höhere  Form  betrachtet 
werden,  vermöge  deren  verwickelte  Beziehungen  unter  gewisse 
Functionstypen  gebracht  und  auf  diese  Weise  bequem  handhab- 
bar werden.  Ueberdies  kann  ja  auch  die  reine  Algebra  mit  dem 
Transcendenten  nur  da  concurriren,  wo  beide  sich  decken.  Im 
Allgemeinen  aber  sind  alle  Transcendenten,  wie  schon  das  Wort 
beeagt,  das  EigenthUmliche,  was  sie  vorstellen,  dadurch,  dass  sie 
einen  Inbegriff  von  Operationen  ausdrücken,  welche  die  Formen 
und  sozusagen  Kräfte  der  reinen  Algebra  Ubei-steigen. 

Scheu  vor  dem  Transcendenten  ist  ebenso  unbegiündet  wie 
vor  dem  Imaginären.  Das  eine  wie  das  andere  ist  nichts  an  sich 
selbst,  sondern  nur  eine  Rechnungsbeziehung.  Wie  wir  früher 
schon  im  Allgemeinen  bemerkt  und  auch  speciell  am  Beispiel 
des  Iri'ationalen  erläutert  haben,  so  handelt  es  sich  bei  allen 
solchen  Gegensätzen  nicht  sowohl  um  Eigenschaften  der  Grössen, 
als  vielmehr  um  den  Operationsweg,  auf  welchem  man  von  der 
einen  zur  andern  gelangt.  Dieser  Operationsweg  ist  es,  der 
rational  oder  irrational,    reell  oder  imaginär,    algebraisch  oder 


transcendent  ausfüllt.  Uebeiall  ist  es,  wie  wir  uns  frOhei- au.'i- 
gedrUckt  haben,  ein  Rechnungszusammenhang  oder,  wie  man« 
weniger  anspruchslos  bezeichnen  würde,  eine  fanctionelle  Bfr 
Ziehung,  was  in  seiner  besondern  Artung  den  Kern  jener  f»- 
meiniglich  mit  Nebeln  umhüllten  BegiiiTe  ausmacht.  Nun  kau 
man  sich  diese  functionelle  Beziehung  als  umgekehrte  denk«, 
d.  h.  man  kann  das,  was  in  ihr  Argument  ist,  als  Function  der 
sonstigen  Function  vorstellen.  Bei  einer  solchen  Umkehnof 
zeigt  es  sich  nun  recht  deutlich,  wie  die  Grössen  nicht  an  s\A 
selbst  imaginär,  iiTational  oder  transcendent  sein  können;  d«aB 
wenn  die  Argumente  als  etwas  unmittelbar  Gegebenes  jtw 
Eigenschaften  nicht  haben,  so  kann  die  durch  die  Function  vo^ 
gestellte  Grösse  diese  Eigenschaften  an  sich  auch  nicht  ein- 
schltessen.  Man  braucht  diese  Glosse  nur  zum  Arpument  zi 
machen  und  sie  hört  auf,  obwohl  sie  dem  Quantum  uach  dieselbt 
bleibt,  transcendent  zu  sein.  In  den  Fällen  gleichgestalteter  Ileö- 
procität  kehrt  sich  sogar  das  ganze  Verhältniss  lun ,  und  wu 
frülier  einfache  Argumentgrösse  war,  wird  nun  transc«identt 
Function.  Der  Sinus  ist  transcendent  in  Beziehung  auf  des 
Winkel,  der  es  an  sich  niclit  ist;  aber  der  letztere  wird  eine 
transcendente  Function,  sobald  man  ihn  als  Arcussiuus  vom  erstetet 
als  von  einer  gegebenen  Grösse  aulfasst  £s  ist  also  hier  tit 
äholicher  Sachverhalt  vorhanden,  wie  in  der  Wechselbeziehuaf 
der  Diagonale  und  der  Seite  eines  Quadrats,  bei  welcher  mau 
auch  die  Wahl  bat,  welche  von  beiden  Grössen  man  zur  irratio- 
nalen Functiou  der  andern  machen  wolle. 

Zunächst  soll  uns  das  am  meisten  bekaunte  und  fundamen- 
tale Vorkommen  des  Imaginären  im  Transcendenten  beschäftig«!!. 
Hier  bildet  den  Ausgangspunkt  das,  was  wir  das  Eulersche 
Apercu  nennen  könnten.  Als  nämlich  Euler  die  Reihen  für  cos  z, 
sin  X  und  e-"-  mit  einander  verglich,  fand  er  durch  den  Versuch. 
dasB  sich  bei  Einsetzung  von  ^V—  1  au  Stelle  von  x  eioe  ein- 
fache Beziehung  ergiebt.  Es  ist  dies  die  imaginilre  Gnmd- 
gleichung  e'^"-'  ^  cos x  +  V —  1  sin  x.  An  diese  weittiageode 
Beziehung  war  man  auf  andern  Wegen  früher  schon  nahe  geou; 
gestreift,  ohne  sie  jedoch  zu  finden.  Einmal  gefunden,  lieferte 
sie  bald  und  in  der  einfachsten  Weise  neue  fruchtbare  Wendtm- 
gen ,  namentlich  auch  eine  kurze  Ableitung  der  Moix'rescbeo 
Binomialformel.    Die  ganze  Möglichkeit,    beliebige  Wurzeln  w^ 
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einem  imaginären  Binom  auszuziehen .  beruht  auf  jener  Grund- 
gleichuDg.  Die  blosse  Theiluug  der  Argumente  liefert  die  ge- 
wünschten Wurzeln  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  jenes  trigono- 
metrisdie  Binom  auch  zugleich  eine  Exponentialfunctiun  desäelbea 
Arguments  ist.  Auch  die  Einheilswuraeln  ergeben  sich  auf  diese 
Weise  sofort,  indem  die  imaginäre  Peiiode  der  Exponentialfunc- 
tion  2iTy  —  1  in  entsprechende  Bruchtheile  zerlegt  wird.  Doch 
genug  VOR  diesen  Erinnerungen  an  die  praktische  Brauchbarkeit 
jener  imaginären  Grundgleichung! 

2.  Für  unsern  Zweck  ist  es  wichtiger,  den  Anschein  von 
Eigenartigkeit  zu  beseitigen,  der  darin  liegt,  dass  das  Imaginäre, 
welches  doch  immer  einen  algebraischen  Grund  hat,  algebraisch 
unmotivirt  so  unter  den  Transcendenten  auftritt,  als  wenn  es  dort 
heiniiscli  wäre  und  in  den  dortigen  specifischen  Beziehungen  auch 
seinen  Ursprung  hätte.  Letztei-es  wäre  eine  Täuschung;  denn 
das  Imaginäre  ist  hier  so  algebraisch  geartet  und  begründet,  wie 
irgendwo  sonst.  Der  gegentheijige  Schein  entsteht  nur  dadurch, 
dass  auch  die  algebraischen  Grundlagen  der  fraghchen  Trans- 
cendenten im  Hintei^'unde  verbleiben.  Sinus  und  Cosinus 
sind  Functionen,  die  als  Wuraeln  der  unbestimmten  Gleichung 
*■'  -h  y*  ^  1  aufgefasst  sein  wollen,  sobald  man  diese  Gleichung 
dahin  versteht  und  ergänzt,  dass  x  und  y  Functionen  einer  ge- 
meinschaftlichen dritten  noch  näher  zu  charakterisirenden  Gr&sse 
<f  sein  aollen.  Diese  nähere  Charakteristik  des  Arguments  y 
muss  rein  analytisch  ausfallen,  d.  h.  sich  Über  die  Geometrie 
durch  Abslraction  erheben.    Mau  hat  also  (f>  als  das  Bogenintegral 


./  y  dx 


■  (ly^  oder    in  bearbeitetem  Ausdruck    die    Gleichung 


_  r    dx 


Nimmt  man  nun  x  als  Wui'zel  dieser  tra: 


ceudenten  Gleichung  oder,  mit  andern  Worten,  kehrt  man  das 
Integral  um,  indem  man  x  =  f(q')  ermittelt,  so  stellt  x  als  solche 
Function  von  tf  den  Cosinus  vor  und  hiemit  ist  durch  die  Uraprungs- 
gleichung  auch  der  Sinus,  nämlich  y  bestimmt.  Man  deönirt  auch 
diesen  besser  unmittelbar  und  auf  analoge  Weise  wie  den  Cosinus, 

indem  man  ihn  als  die  Umkehrung  von/V  dx*  -f-  dy*,  d.  h.  von 


k 
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Jedoüh  auch  mit  der  Gleichung  x^  +  y*  =  1,  «ena  mis  m 
lülein  und  in  gewöhnlichem  Sinne  gebraucht,  gelangt  maa  udK 
zum  Imaginären.  Ein  interessanter  bela^'  hiefÜr  ist  das  Vo* 
fahren  Lagranges  in  seinen  Vorträgen  über  die  Fun«tioiMe- 
rechnung.  Er  wünschte  die  transcendeDte  Grundgleicbang  oiits 
Vermeiilnng  der  Reihen  zu  gewinnen  und  operirte  statt  mit  dicMi 
mit  den  abgeleiteten  Functionen,  d.  h.  mit  den  reinen  Diflerentiti- 
coefficienten,  indem  er  dabei  die  Gleichung  j^*  +  y»  ^  Im  Gnubk 
legte.  Hiebet  rausste  er  aber  das  Imaginäre  analytisch  nkk 
minder  unmotivirt  hineintragen,  als  es  Euler  in  seiner  Wfisc 
gethan  hatte.  Von  selbst  ändet  es  sich  auch  nar  ein,  wenn  ma 
den  Weg  einschlägt,  den  wir  in  unsenn  gi-undlegeoden  sweiia 
Capitel  bereits  bezüglich  der  rein  algebraischen  und  geometrisch« 
Ausgangspunkte  betreten  haben.  Wir  müssen  nämlicb  neben  ia 
Gleichung  x*  +  y*  =  l  auch  noch  die  Gleichung  .c"  —  y'  —  l 
und  zwar  beide  unter  demselben  Gesichtspunkt  betracbten.  <ne 
dies  schon  im  zweiten  Capitel,  jedoch  erst  ohne  Rücksicht  «a! 
die  entstehenden  Transcendenten,  geschehen  ist.  Die  ei-stere  Jena 
Gleichungen  liefei-t  die  Ereisfunctionen,  die  letztere  entsprecheed 
die  hyperbolischen  Functionen,  d.  h.  die  hyperbolischen  Sinus  ntul 
Cosinus  und  führt  ausserdem  zu  der  diese  zusanimenfasseo^in 
Exponentialfunction  c.  Nun  kommt  es  darauf  an,  beide  Artti 
von  Functionen  als  aus  derselben  Gleichung  stammend  anfzobseo: 
alsdann  wird  auch  die  fragliche  Eiponeotialfunction  fijr  bäit 
ein  gemeinsames  Zusammenfassungsmittel;  denn  zunächst  ist  st 
dies  natürlicherweise,  d.  h.  in  reellem  Sinne  nur  für  die  bjftf 
bolischen  Functionen.  Dadurch  also,  dass  eine  einzige  Glaichmif 
vermittelst  der  Voraussetzung,  dass  y  nicht  blos  positiv  niid 
negativ,  sondern  auch  imaginär  werden  dai-f.  sich  auch  in  4i> 
zweite  Gleichungsfonn  verwandeln  und  diese  so  miti-eprfisesttm 
kann,  wird  nuf  ungezwungene  Weise  eine  algebraisch  inufpnM 
Beziehung  der  Grand  gleichsam  für  die  Eiurahmung  des  Inia^^nAfCI 
in  diejenigen  transcendenten  Verhilltnisse  und  Gleichongea,  die 
sich  an  die  fraglichen  algebraischen  Gleichungen  anknüpfen  lasfta. 

Die  hyperbolischen  Functionen  finden  sich  schon  im  18.  Jahr- 
hundert bei  Lambert.  Neuerdings  hat  man  für  sie  sogar  spedrlle 
Tafeln  berechnet;  aber  ein  abstracter  Gebrauch  wird  von  ihnen 
für  allgemeine  Zwecke  der  Anaiysis  so  wenig  gemacht  und  aud 
sonst  ist  ihr  Begillf  selbst  in  der  höhero  Mathematik  so  wenig 
landläufig,  dass  nicht  einmal  die  gewöhnlichen  Curse  der  ellip- 


tischen  Functionen  etwas  davon  wissen.  Da  wir  nun  im  Gegen- 
theil  fUr  diese  Functionen  einen  verhAltnissmässig  elementaren 
(iebrauch,  d.  h.  eine  Anwendung  wenigstens  von  derselben  Stufe 
■me  diejenige,  auf  welcher  die  transcendente  Grundgleichung  steht, 
in  Anspruch  nehmen,  so  müssen  wir  einige  hieher  gehörende  Be- 
ziehungen näher  darlegen. 

So  abstract  analytisch  man  die  trigonometrischen  Functionen 
auch  nachträglich  fassen  kann,  so  sind  sie  doch  nicht  auf  eine 
solche  Weise  zuerst  in  das  menschliche  Hirn  eingetreten,  und 
hfttte  dies  auch  nie  geschehen  können.  WRren  sie  nicht  auf  dem 
Boden  der  Geometrie  sozusagen  naturwüchsig  entstanden,  so 
wüsste  man  von  ihnen  noch  nichts.  Aber  auch  fflr  ihre  Analoga 
ciebt  es  keine  natürlichere  und  anschaulichere  Darlegungsweise 
als  die  an  den  geometrischen  Gebilden.  Erinnern  wir  uns  daher 
jenes  Doppelschema  von  Kreis  und  gleichseitiger  Hyperbel,  dessen 
wir  uns  im  zweiten  Capitel  zur  natürlichen  Ableitung  imaginärer 
Ordinaten  bedient  haben.  Im  betreffenden  Kreise  sind  die 
Abscissen  und  Ordinaten  zugleich  die  Sinuslinien  und  Cosinus- 
linien.  Nun  drängt  sich  dem  Denkenden  unmittelbar  die  Analogie 
auf,  welche  zwischen  den  Abscissen  und  Ordinaten  im  Kreise 
einei-seils  und  den  Abscissen  und  Ordinaten  der  gleichseitigen 
Hyperbel  andererseits  besteht.  Beide  Linienarten  sind  nach  dem- 
selben Gesetz,  wenn  auch  mit  einer  specifischen  Abänderung 
durch  den  jedesmaligen  besondem  Fall,  in  übereinstimmender 
Weise  construirt.  Sie  lassen  sich  sogar  auf  eine  und  dieselbe 
Gleichung  beziehen,  und  es  findet  zwischen  ihnen  eine  gewisse 
Stetigkeit  im  Uebei-gange  von  der  einen  zur  andeni  statt.  Dabei 
gehen  die  Ordinaten  aus  dem  Reellen  durch  Null  in  das  Imaginäre 
über,  wäihrend  die  Abscissen  ohne  Zeiehenwechsel  steigen.  Die 
letztem  werden  in  beiden  Arten  von  demselben  Mittelpunkt,  die 
Ordinaten  aber  von  derselben  Axe  aus  gerechnet.  Dies  sind 
Umstände  genug,  um  eine  F.inheitlichkeit  beider  Liniengebilde 
zu  verbürgen,  und  wenn  die  einen,  mit  irgend  einer  dem  Kreise 
entsprechenden  Einheit  gemessen,  Sinus  und  Cosinus  sind,  so 
müssen  die  andern  sich  als  etwas  Aehnliches  für  die  Hyperbel 
erweisen,  falls  man  nur  das  entsprechende  Argument  auftindet. 

3.  Gemeiniglich  sieht  man  den  Sinus  als  eine  Function  des 
Winkels  oder  Bogens  an  und  bezieht  die  Sinuslinie  auf  den  Radius 
als  Einheit.  Es  giebt  aber  noch  eine  dritte  Art  der  Auffassung, 
die    uns   fUr  die  Zwecke  der  fraglichen  Analogie  allein  dienen 
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kann.  Man  kaiin  nämlich  statt  des  Winkels  oder  Bogem  In 
Doppelte  des  entsprechenden  SeL-tore  zum  Argument  nehmen,  uad 
dann  ist  die  Einheit,  mit  der  die  Arjmmente  gemessen  verda 
das  Quadrat  des  Radius,  während  die  Einheit,  mit  der  die  giaas- 
ünien  gemessen  werden,  uach  wie  vor  der  Radius  bleibt.  Iw 
Ai-gumente  sind  dann  ahstiacte  Zahlen  vielfache  einer  Flärt*. 
w  ährend  die  trigonoraetrisehen  Functionen  abstracte  Zahlenvie-'fsfiM 
einer  Linie  bleiben.  Nimmt  man  also  zum  Argument  das  Doppeltt 
des  Kreisausschnitts,  so  ämlert  sii^h  durch  das  neue  System  Am 
alten  gegenüber  im  Zahlenausdruck  der  Ar^iumeote  und  dei 
Functionen  nichts.  Nur  die  Auffassung  ist  eine  andere,  d.  h.  tut 
hinzuzudenken deu  Benennungen  sind  bei  den  Argumenten  nidt 
mehr  Winke!  oder  Bogen,  sondern  Theile  der  Kreisfläche.  HäUf 
mau,  wie  es  im  ersten  Hinblick  als  natOrlich  erscheinen  könnte. 
an  Stelle  des  Bogens  einfach  den  Kreisausschnitt  gesetzt,  tun 
das  Doppelte  von  ihm  zu  nehmen,  so  ^vürde  man  eine  von  da 
gewöhnlichen  Couvenlion  unbequeme  Abweichung  der  abstnciäi 
Zahlenausdrllcke  verursacht  hahen.  Das  Entscheidende  bläb: 
für  die  fragliche  Analogie,  dass  überhaupt  Flächeninhalte  n 
Argumenten  der  beiderlei  Functionen,  der  circularen  wie  de 
hyperbolischen,  genommen  werden. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel,  die  wir  immer  im  Zusanunen- 
hang  des  fraglichen  Schema  voi-stellen,  kann  man  in  einer  dro 
Kreis  analogen  Weise  nicht  Winkel  oder  Bögen,  sondern  nur  d» 
vei-doppelten  Hyperbelsecloren,  d.  h.  die  doppelten  Werthe  iet- 
jenigeu  Flächenräume,  welche  jedesmal  zwischen  dem  vom  MilUd- 
punkt  gezogenen  Leitstrahl,  dem  Hyperbelbogeu  und  der  Ate 
liegen,  zu  Argumenten  nehmen.  Wollte  man  nämlich  den  Wioktl 
am  Urspiiing  des  Sectors  nehmen,  so  verbliebe  mau  hei  trigosa- 
metrischen  Functionen.  Machte  mau  aber  den  Uyperbdboxa 
zum  Argument,  so  würden  die  Abscissen  und  Onlinateu  zn  üin- 
kehiningen  der  Bogeuintegrale  und  liiemit  zu  weniger  ein&clMi 
elliptischen  Functionen.  Wir  müssen  daher  von  der  Qaadratir 
der  gleichseitigen  Hyperbel  ausgehen.  Ihr  zufolge  habeu  wir  d« 

Sector  S  =  -5-  l  f  — 1~  —  ].  worin  r  die  halbe  Axe.  x  und  j 
aber  die  vom  Mittelpunkt  gerechneten    Coordinaten    bezeichoes. 


Nehmen  wir  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
zum  Logaiithmus  die  Zahl,  so  erbalten  wir  e~^ 
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f  beiden  Seiten  den  reciproken  Werth,  so  gesellt  sich  zu 
r  Gleichung  ihr  zweiter  Werth  e     •"'  ^ —  .    In  den  ge- 

25 
nenenbeidenGleichuDgenistnun—^  diejenige  abstracte  Zahl, 

he  entsteht,  wenn  man  den  doppelten  Sector  auf  das  Quadrat 

halben    Axe    als   auf  die    Einheit   bezieht.     Dagegen    sind 

ind  ^  abstracte  Zahlen,  tlie  den  Werth  der  Abscissen  und 

Inaten  in    der  halben   Axe  als  der  Einheit  ausdrücken.     Die 

■e  Axe  ist  aber  in  unserm  Schema  mit  dem  Kreiaradius  einerlei, 

demgemäss  entsprechen  diese  in  der  Hyperbel    statuirten 

■the  dem  Cosinus  und  Sinus  im  Kreise.    Das  Argument  ent- 

!ht  aber  auch  demjenigen  im  Ivreise,  denn  in  letzterem  ist  es 

wir  mit  S"  den   von   der   Axe   an   gerechneten   Kreis- 

aitt  bezeichnen. 

Qiemit  haben    wir   nicht  blos    die   Existenz   hyperbolischer 

rns  und  Sinus  dargethan.  sondern  auch  diejenige  transcendente 

<3g1eichung  fQr  sie  abgeleitet,  welche  der  Eulerschen  ent- 

bt  und  sich  zu  dieser  als  der  reelle  und,  wie  wir  bald  sehen 

Bn,  als  der  ursprünglichere  Fall  zugesellt.    Bezeichnen  wir, 

25 
1  Gedanken  an  Winkel  oder  Bögen  fernzuhalten,-  ,-  mit  a, 

-,  der  ursprünglich  gewählten  Functionsbeziehung  gemfUs, 

'perbolische    Cosinus    von   a.     Hienach    hahen    wir    also 

ifih  a  und  ^=  sh  a,  und,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  dui-ch 
r 

8   hyperbolicus    u.    dgl.   in   die  vorher  gewonnenen  beiden 

zhungen  einsetzen,  H'  ^=  ch  a  +  sh  a  und  e-"  =  ch  a  —  sha. 

Will  man  die  ent^rechende  Gleichung  fßr  die  Kreisfunctionen 

nnalog  vorstellen,  so  kann  man  dieser  Absicht  dadurch  zu 

P^kommen,  dass  man  ebenfalls  den  Gedanken  au  Winkel  oder 

Bn  entfernt   und   die  doppelten  Kreissectoren,  die  durch  das 

iusquailrat  als  Einheit  gemessen  werden,  also  ,  mit  a'  be- 
ulet. Man  hat  alsdann  ("'  *  - ''  ^  cos  a'  -\-  '^  —  1  si»  a'  und 
*^  -^  ^  cos  a'  —  V  —  1  sin  a'.  Es  vei'steht  sich,  dass  hier  a' 
le  andere  abstracte  Zahl  bezeichnet,  als  wenn  es  sich  um  die 
Otmlichen  Winkel-  oder  Bogenargumente  handelte;  denn  nur 
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die  Vorstellungsai't  voq  den  Einlieiten  hat  sich  geändert^  währead 
die  Argumentzahlen  an  sich  dieselben  geblieben  sind.  >'un  sind 
beide  Grundgleichungen,  die  imaginäre  wie  die  i-eelle.  bi-she, 
wenn  auch  niclit  auf  gleicher  Stufe  und  in  Zusammenband  mit 
einander  gebraucht,  doch  thalsächlicb  jede  für  sich  ein  Be^a 
der  Anatysis  srewesen.  Was  aber  in  Bezug  auf  sie  der  Annivs; 
roch  immer  gefehlt  hat,  und  was  sich  auch  erst  auf  Grund  unsprw 
Auischlüsse  Über  das  Imaginäre  beschaffen  lasst,  dos  ist  die 
Zuilickführung  beider  Gleichungen  auf  eine  einzige. 

4.  Was  man  bisher  noch  geleistet  hat,  ist  die  BeschsffiQf 
einer  unmittelbaren,  nicht  mehr  durch  die  ExponentialfunctkR 
vermittelten  Beziehung  zwischen  den  beiderlei  Functionen.  Wit 
aber  auch  die  Herleitung  dieser  Beziehung  nicht  zur  Uauptssdi 
führe.  dafOr  mag  eine  einfache  Darstellung  derselben  Mugw 
Der  hyperbolischen  Grundgleichung  gemäss  hat  man  ek  a  = 
He"  +  r  -  ")  und  sh  a  ^  f.  (e=  —  <?  - ").  Rein  analytisch  mos^  di( 
eine  Veränderliche  ist.  diese  Gleichung  beleben  bleiben,  «eoi) 
man  a  V  —  1  an  die  Stelle  von  a  setzt.  Auf  diese  Weise  erblli 
man  ch  aV  —  l  ^^tc^-i+r-"*  -')  und  sh  a  V^-l  = 
^  (e"  *  -  i  —  e  -'  *'  -').  Was  nun  auf  den  rechten  Seiten  dieser 
Gleichungen  steht,  repräsentiit,  wenn  man  es  nach  MaaMgabe 
der  Eulei-Echen  Ginindgleichuug  auFTasst,  beziehungsweise  cof  * 
und  V —  1  sin  a.  Es  bestehen  also  die  Beziehungen  cho  V  —  1  = 
cos  a  und  sh  a  V  —  1  =  V  —  1  sin  a,  d.  h.  der  Cosinus  ist  ^ed 
dem  hyperbolischen  Cosinus  desselben,  aber  imaginär  gesetzta 
Arguments  und  der  imaginär  gesetzte  Sinus  ist  gleich  dem  hyper- 
bolischen Sinus  desselben,  aber  imaginär  gesetzteu  Arguments. 

Von  dem  Grunde  dieser  Beziehungen  wird  nichts  klar,  ob- 
wohl sie  auf  der  Vergleichung  beider  Grundgleichungen  berohoL 
Eine  blosse  Vergleichung  bleibt  auch  noch  weit  vom  Ziele  eni- 
fernt;  denn  dieses  wird  nur  dadurch  eneicht,  dass  man  die  eise 
Gleichung  als  die  durch  das  imaginäre  Stadium  hervorzubriD^eaiie 
tlmwandlungsform  der  andern  erkennt.  Eine  solche  ErkenotDia 
war  aber  unmittelbar  an  den  transcendenten  Gleichungen  ktoo 
möglich;  hiezu  bedurfte  es  eines  einfacheren  Weges,  nämlicb  der 
rein  algebraischen  Grundlegung,  wie  wir  sie  im  zweiten  Capitd 
vorgenommen  haben.  Von  dorther  ist  uns  die  Einheitlichkeil 
der  Kreisgtelchung  und  der  Gleichung  der  gleichseitigen  Ryperiiri 
bereits  geläulig.  Von  dorther  wissen  wir,  dass  wir  von  den  beidtc 


Gleichungen  a:'  -)-  i/-  ^  r'  und  a:'  —  ^*  ^  »**  <'ie  eine  als  eine 
Phase  der  audeiu  betrachten  können,  nämlich  als  diejenige  Phase, 
welche  entsteht,  wenn  wir  y  imaginär  nehmen.  Auch  ist  uns  von 
dorther  zugleich  geomettisch  die  Voretellung  geläufig,  dass,  wenn 
wir  in  dem  fraglichen  geometrischen  Doppelgebilde  vom  Kreis 
zur  Hyperbel  oder  umgekehrt  von  der  Hyperbel  zum  Kreis  über- 
gehen, die  vorher  reell  genommenen  Ordinaten  eine  itnaginilre 
Signirung  annehmen. 

Aus  letzterem  Umstjinde  folgt  nun  sofort,  dass  der  hyper- 
bolische Sinus,  der,  wenn  man  von  der  Hyperbel  ausgeht,  selbst- 
vei-ständlich  reell  ist,  eine  imaginäre  Signirung  annehmen  muss, 
indem  er  in  den  Kreissinus  übergeht.  Es  ist  eine  und  dieselbe 
umfiissende  Gattung  von  Ordinaten,  welche  in  einem  Theile  ihres 
Gebiets  Hyperbelsinus  ist  und  in  einem  andern  Theile  Kreissinus 
wird.  Die  wahre  Ui-sache  der  Imaginarität  ist  also  hier  wie 
Oberall  der  Umstand,  dass  eine  Gleichungsbeziehung,  die  sich  für 
sich  allein  ganz  wohl  reell  ausdrucken  lässt,  unter  eine  andere 
Gleichungsform  gebracht  wird,  unter  die  sie  nicht  anders  als 
vermittelst  Imaginärsetzung  einer  Veränderlichen  passen  kann. 

Ebenso  zeigt  sich  der  letzte  Grund  des  Imaginärwerdens  der 
Argumente,  wenn  man  von  der  hyperbolischen  Fanction  ausgeht 
und  beachtet,  nicht  blos,  was  aus  ihr  selbst,  sondern  auch,  was 
aus  ihrem  Argument  bei  dem  Uebergange  in  den  Kreis  werden 


2S 


Nun 


muss.    Wir  hatten  das  Argument  a  =  — ^  =  n h 

verwandelt  sich  a  in  das  Kreisargument  a'  njich  dem  analytisch 
und  geometrisch  festgestellten  Gesetz  dadurch,  dass  y  imaginär 
genommen  wird,  und  dieses  Imaginätnehmen  ist  eine  blosse  Folge 
der  Einheitlichkeit  der  sonst  als  zwei  aufgefassteu  algebraischen 
Gleichungen.    Man   hat  also  als  die   zu   a  gehörige   imaginäre 

Phase  o'  =/( [-  -*^  V  —  1  j.    Nun   ist   aber   andererseits  a' 

auch  unmittelbar  als  der  geometrische  Wertb  des  Kreissectors 
zu  formuliren,  wie  er  sich  nach  Maassgabe  einer  imaginären 
Ordinate  stellt.    Wir  haben  diesen  Kreissector  5"  zunächst  reell 

durch  die  Formel  -^  +  Jydx  und  dann  nach  Maassgabe  einer 


,  auch  a'(ifV—l)= 
)    ist    a'    soviel  ak 


fyV —  "i  dx.    Da  man  V—  1  als  Coustante  herausDehmcn  kam, 

so  ist  itei-  neue  Ausdruck  einfach  f -^  +  /  yäxjY —  I ,  d.Lit 
ist  der  alte,  nur  imaginär  genommen.  Wenn  man  also  mit  S'(|l 
den  Werth  in  Beziehung  auf  das  reelle  i/,  mit  S'  (t/V — 1)  ahtr 
den  Werth  als  Function  des  imaginären  y  bezeichnet,  so  bat  du 
in  Zusammenfassung  der  eben  erhaltenen  Ergebnisse  S'  iyV  —  1)= 
y  —  1  S'(y)  und  demgemäss,  da  a'  =  — — 

In  der  Formel  a-  =  l  (—  +  ^-  V^T 

\  r  r 

«'(yV  — 1).    Die  nunmehrige  Gleichung 

wird  nun  nach  Maassgabe  der  vorher  festgestellten    Beziehimf 

fl'(yy^ri)  =  /z:i  «'(y) sofort  V^a'(y)-;(-^   -f-  -^  V^] 

Oben  hatten  wir  n  =  /  f h  -^ j.     Aus  dieser  Hyperbelfonwi 

fllr  a  geht  nun  die  eben  angegebene  Kreisformel  ftir  a'  herw, 
wenn  man  V —  1  a'iy)  an  die  Stelle  von  a  und  yV  —  1  an  iß* 
Stelle  von  y  eetzt.  Der  Defiuition  gemäss  ist  nun  —  = 
eh[V  ~l  a'(ß)];  denn  was  nach  ch  folgt,  ist  der  dem  doppellA 
ilurch  das  Radiusquadrat  gemessenen  Sector  gleiche  AusdniA 
also  das  der  Definition  entsprechende  Argument.  Aus  ebendem- 
selben Grunde  ist  auch  ^  V  —  i  :=  sA  [V  — 1  a'  (y)].  Anderer- 
seits haben  wir,  wenn  wir  vom  Kreise  ausgehen,  —  =  cos  n'(j) 
und  —  =  sin  a'(y).    Setzt   man    nun    die    rechten    Seiten    der 

Doppelgleichungen  für  —  und  -"  einander  unmittelbar  gleich .  » 
erhält  man,  was  aus  dem  Ueber^ang  zum  Imaginären  und  ohne 
die  Eulersche  Formel  nachgewiesen  werden  sollte.  nOmlidi 
chiV^  fi'(i/)]  =  cos  n'iyl  und  sh\V~~l  a' (y)]  =  >^^^  m 
a'(!/),  wobei  sowohl  die  Strichmarkirungen,  als  die  eingeklam- 
merlen    Functionsandeutunfien     nunmehr    überflüssig    gewordene 
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sXien  sind,  da  io  dieser  Formel  zu  ihnen  keine  Gegensätze 
r*  vorkommen.  Man  kann  also  einfach  schreiben  chV  —  \  a 
1^  a  und  s/i  V—  I  (I  =  V—  1  st«  a,  und  dies  Ergebniss  ist 
rmserer  Nachweisung  ausschliesslich  auf  die  i'eellen  Beziehungen 
l«r  Hyperbel  gestutzt  wordea,  die  sich  durch  den  Uebergang 

Kreise  veiinittelst  Imaginärsetzung  der  Ordinate  von  selbst 
rändelten. 

Ebenso  können  wir  auch  die  Eulersche  Gruodgleichung  als 
3«  Umwandlung  der  für  die  Hyperbel  geltenden  reellen  Grund- 
-IniDg    ableiten.    Wir  hatten   bereits  vorher   V  ~  1  a'  (y)  ^ 

t'-^V  —  l).    In  vereinfachter  Schreibweise,   unter  Weg- 
dea  Strichs  und  der  eingeklammerten  Functionsbeziehung, 
^  unter  Ei-seüung  von  —  und  ^  durch  cos  a  und  m  a, 

L.Uen  wir  V  — 1  a  =-  l  {cos  a  +  V — 1  sin  d).  Nehmen  wir 
lieiden  Seiten,  indem  wir  auch  die  erste  als  Logarithmus  be- 
Kiten,  die  Zahl,  so  erpiebt  sich  e"  ^^-^  =  cos  a  +  V  —  1  sin  a, 
Bn  wir  die  Eulersche  imaginäre  Grundgleichung  vor  uns  haben 

5.  Es  ist  noch  ausdrücklich  hervorzuheben ,  dass  die  Selb- 
kdigkeit  aller  jener  Ergebnisse  sich  auf  unsere  Imaginärtheorie 
I  in  einem  Theil  ihrer  Vermittlungen  sogar  auf  unsere  geo-  -j 
trisctae  Constroction  des  Imaginüren  gründet.  Der  Nerv  blieb*  J 
M"  dabei  immer,  dass  von  den  beiden  Gleichungen  j-*  +  y'^  r* 
I  «■  —  y-  ^  r°  die  eine  zur  Grundform  aller  Beziehungen  pe- 
ebt  und  ihr  die  andere  als  ein  besonderer  Fall  untergeordnet 
nie,  der  dadurch  entsteht,  dass  die  Veränderliche  sich  in  ihren 
kginär  gesetzten  Werth  umwandelt.  Dieser  Gesichtspunkt  war 
\'  vornherein  das  analytisch  Neue  an  unserer  fundamentalen, 
'  zweiten  Capitel  dargelegten  Wendung.  Auch  lässt  er  sich 
it  durch  die  Zusammenfassung  beider  Gleichungen  in  eine 
Ten  Grades  ersetzen,  wie  aus  der  Vollziehung  dieser  Opera- 
■  hervorgeht,  die  trot2<lem  immerhin  auch  fOr  uns  einige 
Itiv   werthvollG  Seiten  hat 

Die  Gleichung  des  Kreises  - '  +  y*  —  r*  —  0  und  die  auf 
Mbe  Arrangement  bezogene  der  gleichseitigen  Hyperbel  x*  — 
-  r'  =  "  vereinigen  sich  auf  rein  algebraische  Weise  zu  der 
tIDmtgleichung  (jt*  +  y'  —  »■*)  (x'  —  y*  —  •**>  =  ^  Diese 
choDg  vierten  Grades  umfasst  den  Kreis  und  die  gleichseitige 


Hyperbel  zugleich  und  bleibt  für  unsere  Zwecke  äih  geeigneuto 
als  Factorengleicfaung  ohne  Auflösang  der  Elanimem.  FOr  $  o- 
geben  sich , .  wie  es  sein  mußs .  vier  zu  demselben  x  gehörig 
Werthe.  nänilieh  y  =  +  Vr*  —  x'  und  ausäerdem  noch  jr 
2  Vx'  —  r'.  Das  eine  Werthepaar  von  y  wird  DOthwendig  imi- 
ginär,  wenn  das  andere  reell  ist.  Im  Uebrigen  ist  jede»  Pur 
dem  andern  der  absoluten  Grösse  nach  gleich.  Xoch  deutlicher 
tritt  dies  hervor,  wenn  man  das  eine  Paar  auch  gleich  formet 
imaginär  schreibt,  niimlich  y  =  +  V —  1  Vr"  —  x*.  NatQrli 
hittle  sich  diese  Schreibweise  statt  fQr  dieses  auch  for  das  uiim 
Paar  vornehmen  lassen,  da  hier  zwischen  dem  Reellen  und  Ini- 
ginilren  hin  und  her  volle  Reciprocität  obwaltet.  Wird  das  QU 
Werthepaar  imaginär,  so  wird  das  andere  reell  und  umgeliekrt 
Im  Hinblick  auf  unser  ursprüngliches  Schema  von  Kreis  m' 
Hyperbel  bedeutet  dies,  dass  wenn  y  vermöge  der  geeigiitCit 
Grösse  x,  eines  Werthes  von  x  im  Kreise  liegt,  es  fOr  iliw 
zunächst  einen  positiven  und  einen  negativen  reellen  fferll 
ausserdem  aber  damit  congruirend  einen  gleich  grosseu  postin 
und  negativen  imaginären  Weilh  hat.  Ebenso  gestaltet  sieb  k 
Sache,  wenn  für  einen  geeigneten  Werth  x^  die  Ordinate  j  af 
Hyperbelordinale  werden  muss. 

Die  Gesammtgleichung  hat  den  Vortheil ,  uns  das  Dofi^ 
gebilde  simultan  vorzustellen  und  uns  daher  auch  für  beide  m- 
stalten  desselben  in  erster  Linie  reelle  Werthe  der  Ordinalet  ■ 
liefern.  In  dieser  Rolle  leistet  sie  aber  genau  genommen  nid: 
weiter,  als  was  jede  der  Partialgleichungeu ,  isoliit  f^r  sich  f^ 
nammen,  ebenfalls  thut.  Die  Andeutung  von  etwas  Weiterem  li^l 
erst  in  den  imaginären  Werthen,  mit  denen  die  gemeine  B» 
handlungsart  einer  solchen  Gesammtgleichung  vierten  Gn* 
Dicht  das  Mindeste  anzufangen  weiss.  Diese  imaginären  Walk 
sind  der  gewöhnlichen  Betrachtungsart  nicht  nur  etwas  CebO- 
flüssiges ,  sondern  gradezu  zur  Last.  Sie  weiss  ihnen  keine  Be 
deutung  zu  geben  und  muss  sie  gleichsam  als  analytische  Uebs- 
production  zur  Seite  schieben.  Eine  solche  Incongmenz  odtr, 
wenn  man  will,  lückenhafte  Congruenz  von  Analysis  und  Geo- 
metrie sollte  aber  folgerichtigen  Denkern  an  sich  schon  Bedenk* 
enegen.  In  der  That  löst  sich  das  Bäthsel  auf  Grund  unstn 
Systems  der  Imaginären.  Es  tritt  nämlich  die  Imaginaritit  Ir 
durch  ein.   dass,    wo  eine  der  Partialgleichungen    ein  reellMf 


liefert,  auch  noch  zugleich  das  Schema  der  aotlei-D  Pai-tialglei- 
chung  maassgebend  gemacht  vird  und  dann  ein  imaginäres 
liefere  muss.  Dies  heisst  aber  soviel  als  den  einen  Factor  der  Ge- 
sammtgleicbung  aui^b  unter  der  Gestalt  des  andern  milbehandeln, 
indem  ein  gemeinschaftliches  y  zugleich  als  AVurzel  jedes  von 
beiden  bestimmt  wird.  Erst  indem  man  diesen  entscheidenden 
Umstand  hervorhebt,  macht  man  an  den  Eigenschaften  der  Ge- 
sammtgleicliung  und  in  den  Beziehungen  ihrer  Theile  etwas  sicht- 
bar, was  sonst  darin  nicht  gesehen  wird  und  nach  der  gewölm- 
lichen  Betrachtungsweise  nicht  darin  gefunden  werden  konnte 
Hienach  ist  die  Gesammtgleichung  soweit  davon  entfernt,  an  sieh 
und  von  selbst  zu  den  richtigen  Wechselbeziehungen  reeller  und 
imaginärer  Ordinaten  zu  fuhren,  dass  sie  vielmehr  umgekehrt 
der  vorgängigen  Feststellung  solcher  Beziehungen  bedurft  hat,  um 
f,'eometrisch  in  vervollständigter  Weise  ausgelegt  werden  zu  können. 
6.  Der  algebraische  Ursprung  des  Imaginären  in  seineu 
Verbindungen  jeglicher  Art  war  der  bisher  leitende  Gesichtspunkt. 
Wie  aber  eine  besondeie  All  algebraischer  Beziehungen  dazu 
gehöre,  um  dem  Uebergange  vom  Reellen  zum  Imaginären  eine 
individuell  bestimmte  Gestalt  zu  geben,  dafür  lässt  sich  durch 
Veränderung  der  Gleichungsvei-fassung  eine  sehr  einfache  Nach- 
weisung beibringen.  Die  Zusammengehörigkeit  von  Kreis  und 
gleichseitiger  Hyperbel  In  unserem  Schema  beruht  auf  der  alge- 
braischen Constitution  der  maassgebenden  Gleichungen.  Ver- 
ändeiTi  wir  diese  Constitution,  indem  wir  beispielsweise  die 
Hyperbel  auf  Polarcooi-dinaten  beziehen,  so  ergiebt  sich  ein 
anderes  Doppelgebilde.  Dabei  ist  hervorzuheben,  dass  nicht  die 
Verlauschung  des  Coordinatensystems  an  sich  selbst,  sondern  nur 
die  wesentliche  Aenderung  der  Gleich ungseinrichtung  der  Grund  des 
abgeilnderten  Ergebnisses  sein  kann.  Coordinatensysteme  sind 
an  sich  nur  HUlfsmittel  und  ändeni  an  den  Gegenständen  selbst, 
zu  deren  Ausdruck  sie  dienen ,  durchaus  nichts.  Etwas  Anderes 
ist  es  aber,  wenn  ndt  der  Vertauschung  des  Coordinatensystems 
zugleich  ein  anderer  Inbegiiff  von  Beziehungen  ausgewählt  wird, 
um  am  Gegenstande  als  charakteristisch  zu  gelten.  Alsdann  ist 
es  nicht  nothwendig,  dass  dieser  neue  Inbegi-iff  von  Beziehungen 
gl  ade  das  ausdrücklich  enthalte,  was  der  sonst  maassgebende 
aufwies.  Geht  man  also  am  Leitfaden  dieser  neuen  Beziehungen 
zu  deren  imaginärer  Gestaltung  über,  so  kann  diese  der  Form 
nach  eine  andere  sein,  als  zuvor. 


In    Polarcoordinaten    ist    die    GlelchuDg    der    gleicbseitil 

Hyperbel   q  =--     -^^-=.     Beginnt   man   mit   q-^  ^  0.    ^so  1 

Vcos  2^ 
dem  Scheitel,  wo  dann  e^  r  ist,  so  wird  mit  dem  WachscD  too 
<r  gegen  45"  der  Leitstrahl  in  das  Unbeschränkte  wachsen.  Bd 
<f  =-  45"  selbst  tritt  das  eigentlich  Unbegrenzte  ein;  der  Leit- 
strabl  verliert  seine  specifische  Eigenschaft,  indem  er  zur  hb- 
begrenzten  Asymptote  wird,  die  zu  keinem  H>T>erbelpunkte  mehr 
fahrt,  Hiemit  ist  der  eine  Hyperbelaim  nicht  blos  abgeschlossefi, 
sondern  auch  gleichsam  eingegrenzt.  Lassen  wir  if  noch  wuUi 
über  45"  hinaus  wachsen,  so  wird  eos2tf  negativ,  hiemit  die 
Wurzel  aus  ihm  und  daher  auch  p  imaginAr.  Um  dies  aul 
analytisch  zu  markiren,  setzen  wir  ros2(p^=  —  cos  f?r  —  if\ 
Die  Hyperbel,    die  uns  der  imaginäre  Leitstrahl  liefert,  hat  U^ 

nach  p  =  —— — — ,  oder  p  V  —  i  =  .  = 

V^^   V eos  {7t  ^  2 q>)  Vcosia-if, 

zur  Gleichung.  Wächst  hier  nun  )f  bis  90",  so  ist  der  eine  der 
Arme  der  Hyperbel  mit  dem  imaginilren  Leitstrahl  durchlaofei 
und  es  ist  e  y  —  1  —  »-  oder,  was  hier  bezeichnender  ist.  du 
allgemeine  p  =  —  r  V—  1.  Es  versteht  sich,  dass  hier  für  VM 
noch  ausserdem  ihre  beiden  Wertbe  zur  Auswahl  verfügbar  sini 
Der  andere  Arm  des  obern  Hyperbelzweiges  ergiebt  sich,  wtn 
man  (f  noch  Über  90"  bis  135"  wachsen  Iftsst;  alsdann  wird  ds 
Leitstrabi  wieder  Asymptote,  nämlich  zum  zweiten  der  ri« 
Asymptotenstrahten ,  die  vom  Mittelpunkt  ausgehen.  Gehen  wir 
mit  ip  über  135"  hinaus,  so  wird  der  Cosinus  der  nunniehripei) 
Gleichung,  nämlich  cos  {tt  —  2f/)  negativ,  die  Wurzel  aus  ihm 
und  mit  ihr  iler  Ausdruck  q  V — 1  von  Neuem  imaginär,  d  h. 
an  sich  wiedemm  reell,  was  sich  Übrigens  auch  unmittelbar  ohoe 

diesen  Umweg  an    der   urspiUnglichen   Gleichung   ^  =  — _L  - 

zeigt.  Wir  ersparen  uns  die  Erläuterung  des  Ganges  durch 
diesen  reellen  Zweig  der  ursprünglichen  Hyperbel  und  martia 
nur  darauf  aufmerksam,  dass  wir  mit  9  >  225"  einen  unten 
imaginären  Hyperbelzweig  erbalten.  Ist  letzterer  durchlaufeB.  a 
folgt  noch  von  </>  =  315"  an  der  noch  Übrige  Ann  des  rechien 
reellen  Hyperbelzweiges,  und  alsdann  nach  Durchnieseung  auch 
ilieses  Armes  befindet  sich  der  Leitstrabi  wieder  in  der  «IW 
Axenlage,  von  der  er  ui-sprünglich  ausgegangen  war.     ^^^^^^| 


Man  sieht,  wie  sich  statt  des  zvischen  den  zwei  Hyperbel- 
xweigeo  eingeschobenen  Kreises,  der  unser  ursprüngliches  Schema 
charahterisirte,  eine  imaginilre  Hyperbel  ei-geben  hat.  In  dem 
Schema  der  PolargleJchung  kann  man  den  ganzen  Baum  in  der 
Fläciie  durchlaufen  und  von  jeglichem  Punkte  durch  einen  perio- 
dischen Umlauf  wieder  zu  eben  diesem  Punkte  zurückkehren. 
><'ach  dem  gewöhnJichen  Jargon  geredet,  muss  uian  dabei  viermal 
durch  das  Unendliche  oder  man  hat,  in  angemessener  Weise  aus- 
gedi-ückt,  den  Leitslrahl  achtmal  in  das  Unbeschränkte  wachsen 
oder  aber  vom  Unbeschränkten  her  abnehmen  zu  lassen  und  da- 
zwischen noch  den  Sprung  Jn  das  eigentlich  Unbegi-enzte,  d.  h. 
in  die  Asjmptotenlage  oder  aus  dieser  zu  vollziehen.  Es  sei 
hiebei  daran  erinnert,  was  über  diese  Unterschiede  im  dritten 
Capitel  ausgeführt  worden  ist.  Interessant  ist  das  ganze  Schema, 
weil  es  gestattet,  von  jedem  Punkte  in  jeder  Richtung  den  ganzen 
Hyperbelcyklus  periodisch  zu  durchlaufen,  während  das  Schema 
von  Kreis  und  Hyperbel  nur  erlaubte,  in  der  Richtung  nach  dem 
Innern  überzugehen  und  dann  sogar  eine  Umkehr  nöthig  machte, 
falls  man  etwa  auf  der  untern  Seite  der  Axe  stetig  zum  Aus- 
gangspunkt zurückgelangen  wollte. 

Wollte  man  die  vier  Hyperbelzweige  statt  durch  die  trans- 
cendente  Gleichung  durch  eine  algebraische  ausdrücken,  so  hätte 
man  zunächst  für  die  Ausgangshyperbel .  wie  gewöhnlich ,  x"  — 
jy»  =  r*;  der  andern  Hyperbel  entspräche  aber  die  Gleichung 
—  ;r*  +  !/*  =  r*.  LetEtere  geht  nuu  aus  der  ei-steren  hervor, 
indem  man  zugleich  x  und  y  imaginär  nimmt,  d.  h.  au  ihrer  Stelle 
X  V  —  \  und  y  y  —  1  einsetzt.  Man  kann  auf  diese  Weise  das 
System  der  vier  Hjperbelzweige  auch  unmittelbar  nach  Maass- 
gabe der  algebraischen  Gleichungen  stetig  durchlaufen.  Nur  hat 
diese  Art  Stetigkeit,  die  man  nach  den  gemeinen  Begrift'en  von 
dem  sogenannten  Durchgang  durch  das  Unendliche  nicht  als 
solche  anerkennt  und  auch  nicht  so  nennt,  das  Eigenthiimliche, 
dass  der  unbeschränktkleine  Zwischenwertb ,  durch  den  sie  sich 
vermittelt  und  als  allgemeine  Grössenstetigkeit  kennzeichnet,  der 
Zusammensetzung  nach  vorgeschrieben  ist.  Indem  nämlich  die 
reelle  Abscisse  bei  irgend  einem  Werthe,  der  in  unbeschränkter 
Weise  gross  gewählt  werden  kann.  Imaginär  gesetzt  wird,  geht 
die  reelle  Ordinate  entsprechend  in  einen  imaginären  Werth 
über,  der  dadurch  entsteht,  dass  sie  absolut  um  eine  un- 
beschränktkleine  Strecke  verlängert  wird,  wobei  sie  die  Asym- 


ptofe  schneitiet  und  «ten  Ami  des  benacliharten  Hj-perheltureig« 
erreicht.  StetiR  ist  dieser  Uebergang  insofern ,  als  das  Iniervtll 
der  Grösse  nach  so  klein  gemacht  werden  kann ,  wie  man  »ill, 
wenn  man  nur  die  Abscisse  hinreichend  gross  nimmt  nnd  so  die 
Nachbarschaft  der  beiden  Hyperbel  arme  zu  einer  uabeschränt:! 
nahen  macht.  Der  Einschnitt  in  der  Stetigkeit  betrifft  also  nidii 
die  Theilbnrkeit  des  Grössenüberganges,  sondern  nur  den  UtnEüiiiil. 
dass  von  der  unbeschränktkleinen  Zwischengrösse  das  eine  Statt 
diesseits ,  das  andere  jenseits  der  Asymptote  lie^jen  muss.  h 
versteht  sich,  dass  diese  absolute  Grössen  Veränderung  ihren  Sin 
dadurch  erhält,    dass  man  die  beiden  y  als  absolute  vercloick 

Sie  unterscheiden  sich  dann  fOr  ein  unbescbräQkt^rosses  jc  um  — 

Durch  diese  Variation  geht  man,  wie  die?  ja  auch  bei  dergewOln- 
liehen  Variationsrechnung  statthat,  von  einer  Cnrve  za  eisff 
andern  benachbarten  über,  nur  dass  in  unserm  Fall  die  »■ 
beschränktnahe  Nachbarschitft  nicht  anders  als  bei  einer  » 
beschrÄnktgrossen  Abscisse  zu  finden  ist.  Wesentlich  birabt  to 
der  Ueberbrückung,  dass  der  Punkt  in  der  Asymptote  niÄ 
selbst  ein  Findpunkt  einer  solchen  Variation  werde ,  venDÜii 
deren  man  sofort,  d.  h.  mit  einem  einzigen  Zuwachs  zur  andn 
Hyperbel  gelangen  will. 

Um  jedoch  im  Sinne  der  Variationsiechnunfr  volle  SttUf 
keil  eintreten  zu  lassen,  können  nir  fiy  als  eine  d.r  entsprecheik 
Veränderung  auffassen,  und  unter  dieser  Voraussetzung  dOris 
wir  an  jeder  Stelle  zu  dem  benachbarten  HyperbeJann  übe- 
gehen,  indem  zunflchst  eine  Abfolge  von  Hyperbeln  «len  Baus 
bis  znr  Asymptote  ei-füllt,  dann  für  r=0  die  Gleichung  -lef 
Asymptote  als  quadratische  Gleichung  zweier  gi'ader  Linien  m'- 
steht  und  jenseit  der  Asymptote  wieder  eine  Abfolge  von  Hypff' 
beln  zur  Lage  des  Ziels,  d.  h-  bis  zur  zweiten  Hyperbel  ftU». 
Hiebei  vermittelt  sich  auch  der  Umschlag  der  Zeichen  in  ibi 
Imaginäi-e  derartig,  dass  r*  bis  auf  Null  sinkt  und  dann  n^iain 
wird.  Die  Gleichung  a;*  —  t(*  ^  r*  wird  hietlurch  schliesfici 
zu  der  Gleichung  x^  —  y*  =  —  »"'>  und  diese  ist ,  wenn  sie  irf 
ein  absolutes  r  bezogen  wird,  offenbar  nichts  Anderes  als  —  **  + 
y*=r'.  d,  h.  die  Gleichung  der  zweiten  Hyperbel  mit  imui' 
närem  x  und  mit  imaginärem  y. 

Es  sei  nun  noch  an  eine  andere  Wendung  erinoert.  Hu 
hätte  uümlich  die  Hyperbel  mit  der  senkrechten  Himptaxe  ih&> 


lieh  wie  die  mit  der  Horizontalaxe  aus  der  Kreisgleichung  x^  -\- 
y*  =  r'  entstehen  lassen  können,  indem  man  statt  x  über  r 
hinaus  zu  vevgrössern,  durch  Vergrössening  von  i/  über  r  hinaus 
imaginäre  ^\'erthe  von  x  herbeiführte.  Alsdann  lüge  der  Kreis 
als  Ausgangspunkt  inmitten  der  vier  Hyperbelzweige,  und  man 
hätte  ein  noch  mehr  erweitertes  Schema.  Dieses  Arrangement 
interessirt  jedoch  nur,  weil  es  die  andern  übersichtlicher  macht 
und  zeigt,  wie  sich  die  vier  Hyperbelzweige  mit  ihren  Scheiteln 
tungirend  an  diejenigen  vier  Punkte  anschliessen,  in  denen  die 
Kreisdurchmesser,  die  zugleich  die  Hyperbelaxen  sind,  die 
Peripherie  treffen.  Doch  genug  von  diesen  Erläuterungen,  die 
nur  dazu  bestimmt  waren,  etwaige  Gegensätze  zu  {lern  ursprüng- 
lichen Schema  als  etwas  kenntlich  zu  machen,  was  unter  die- 
selben Gesetze  fällt,  die  dem  von  uub  festgestellten  Sinn  des 
Imaginären  entsprechen.  Auch  unter  Voraussetzung  einer  Glei- 
chung in  Polavcoordinaten  haben  wir  gesehen,  wie  das  Imaginäre 
seinen  Ursprung  nicht  unmittelbar  den  transcendenten  Functionen, 
sondern  den  auf  dieselben  bezogenen  Wurzelausdrüeken  verdanke. 
Wie  aber  auch  das  Negative,  welches  in  den  transcendenten 
I'unctionen  entsteht,  einen  einfachen  algebraischen  Sinn  habe,  ist 
bereits  in  den  grundlegenden  Eingangscapiteln  dieser  Schrift  ge- 
zeigt worden. 

7.  Wie  sieb  im  zweiten  Capitel  eine  geometrische  wirkliche 
Construction  des  rein  algebraisch  Imaginären,  zunächst  in  der 
einfachen  und  dann  noch  in  der  gemischten  Gestalt,  aus  dem 
richtigen  Begriff  des  Imaginären  fast  von  selbst  ergeben  hat,  so 
kann  nun  auch  hier,  aus  der  Natur  der  Sache  und  ohne  irgend 
welche  WillkUrlichkeit,  das  transcendent  Imaginäre  nicht  blos 
überhaupt  geometrisch,  sondern  auch  speciell  in  Gestalt  von 
Linien  dargestellt  werden.  Ja  wir  werden,  um  das  Fundament 
dieser  Art  zu  legen,  die  Eulersche  Grundgleichung  selbst  geo- 
metrisch construiren  und,  nebenbei  bemerkt,  hiemit  zugleich  auf 
ilie  einfachste  und  anschaulichste  Welse  ableiten. 

Den  Ausgangspunkt  hiezu  muss  wieder  unser  urspiUngliches 
Schema  von  Kreis  und  gleichseitiger  Hyperbel  bilden.  Nur 
denken  wir  uns  noch  die  Asymptoten  gezogen.  Wir  gehen  nun 
von  der  reellen  Hyperbel  aus,  so  dass  demgemäss  im  Kreise  die 
Ordinate  imaginär  wird.  Projiciren  wir  nun  die  Abscisse  x  und 
die  Ordinate  y  V  —  1  auf  die  Asymptoten,  die  wir  jetzt  auch  für 
den  imaginären  Kreis  als  OrientiruDgsstttcke  benutzen,    so  er- 


halten  wir  die  Werthe  der  betreffenden  Projectionen  durch  Ms)- 
tiplication  mit  cos  45"  =  V  ^  und  beziehungsweise  fQr  das  oben 
auf  die  untere  Asymptote  zu  projicirende  y  V  —  1  durdi  Mniti- 
plication  mit  —  cos  45*  =  —  V  ^-  Die  Werthe  auf  der  obem  wl 
der  untern  Asymptote  sind  also  beziehungsweise  V^(x+ji  l— li 
und  V  \  (x  —  y  V —  1).  Nun  ist  x  =  rcos  «  und  jf^rsmt. 
wenn  wir  mit  a  das  Argument  bezeichnen,  bedeute  dieses  nai 
Winkel,  Bogen  oder  doppelten  Sector  in  dem  früher  erlttulerla 
Sinne.  Die  Strecken  auf  den  Asymptoten  bezeiflmen  sich  hienifii 
durch  rV  ^  (cos  «  +  V—  1  sj'w  a)  undr  V  i  {cos  a  —  v' — 1»« 
Wir  fahren  nun  weiter  fort,  den  Kreis  als  eine  iniasiniii 
Hyperbel  zu  behandeln  und  überdies  auf  die  Asymptoten  A 
neue  Coordinaten  zu  beziehen,  jedoch  so,  dass  wir  die  in  du 
alten  Coordinaten  gewonnenen  Ausdrucke  für  die  neuen  Streck« 
beibehalten.  Letzteres  ist  ein  Verfahren,  welches  man  das  <* 
4ndirecten  Coordinaten  nennen  kiJnnte,  weil  die  GiSissen  auf  ■ 
neuen  Coordinatenaxen  sich  nur  durch  Ausdi-Ucke  in  den  aita 
vermitteln.  Nennen  wir  der  Vereinfachung  wegen  die  CoordiuM 
des  Kreispunkts  auf  den  Asymptoten  u  und  v,  so  haben  iv 
«^;i*  Viffosa-i-  y — 1  sirtrt)  und«  =  r  y  J(roÄa —  V— 1»»« 
Nebenbei    bemerkt,    ergiebt    sich    durch    blosse    Multiplioda 

UV  —  ^,  worin  wir  die  Asymptotengleichung  einer  gleichseitig» 
Hyperbel  vor  uns  haben,  hier  nänilicli  einer  imaginären  B}- 
perbel,  die  nach  unserni  System  der  Imaginären  mit  dem  KiW 
identisch  ist. 

Wir  werden  nun  die  fraglichen  Asymptotenstrecken,  die  mt 
in  der  Form  eines  imaginären  Binoms  ausgedrückt  haben,  «ud 
noch  in  der  Form  einer  Expoiientialfunction  darstellen.    In  jedef 

Hyperbel  mit  der  Gleichung  m(j=  —  ist  h  —  r  y~^  e''   und 

_      ^ 
v  =  r  i\  f  '^  ,  wenn  wir  mit  F  diejenige  Fläche  bezeichn«, 
die  zwischen  der  Ordinate  r  =  r  V  ^  und  dem  zum  betreflend«) 
Punkt  gehörigen  Werth   von  v  oder   aber   nach  uoten   zwisclwn 
den  analogen  Werthen  von  u  liegt.     Die  Werthe  r  y^^fiirv^^ 
H  werden   durch   die  beiden    Lothe    vorgestellt,    die    man   i^H 
Scheitel  aul  die  Asymptoten  fällt.    In  unserm   Fall   ist  es  ^| 
nicht  direct  eine  Hyperbel,  sondei-n  der  Kreis  unter  dem  Gesic^l 
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dtt  einer  imaginären  Hyperbel,  wofür  wir  F  zu  berechnen 
Auch  hier  haben  u  und  i;  ihren  bereits  bestimmten  Sinn 
ind  ebenfalls  so  zu  nehmen,  wie  vorher  angegeben.  Hienach 
r  die  Tläche  F  zwischen  dem  Lothe  v^  r  V  ^ ,  welches 
bdpunkt  des  Axenradius  auf  die  Asymptote  geßlllt  wird, 
lern  Wertbe  von  v.  welcher  zum  Kieispunkt  gehört,  ins 
IIbu  fassen. 

6.  Der  Werth  der  Fläche  F  ist  nicht  als  der  einer  reellen 
he,  soDdero  ausdrücklich  als  derjenige  zu  ermitteln,  den  die 
l»e  haben  wüivle,  wenn  sie  nicht  Kreisfläche,  sondern  ima- 
r«  Hyperbelfläche  wäre.  Wir  wollen  die  Fläche  in  dieser 
*,  vermöge  deren  sie  etwas  vorstellt,  was  sie  unmittelbar  als 
Cfi  Gebilde  nicht  sein  kann,    imaginativ  nennen.    Der  Aus- 

tima^när  wird  nämlich  in  allen  denjenigen  Fällen,  in  denen 
aginative  Werth  nicht  einfach  der  imaginiir  gesetzte  reelle 
inn,  nicht  blos  ungenügend,  sondern  auch  zweideutig.  Da 
erhebliches  Maasa  von  Abstraction  erforderlich  ist.  um  den 
tequenzen  der  ursprünglichen  einfachen  Imaginäi-setzungen 
lie  darauf  bezogenen  Flächenintegrale  zu  folgen,  so  wollen 
das  Ungewohnte  dieser  Verfahrungsart  durch  vollständigste 
ämmtheil  in  den  geometrischen  Bezeichnungen  nach  Ki&ften 
liBBverständniss  sicher  stellen  und  haben  daher  einige  Um- 
^hkeiten  gewöhnlicher  geometrischer  Art  nöthig.  Bezeichnet 
I  Punkt  des  Kreises,  der  mit  dem  Scheitel  der  Hyperbel 
■nfällt,  mit  S,  den  Punkt,  wo  die  Asymptote  den  Kreis 
aeidet,  mit  A  und  den  Kreispunkt,  dessen  Coordiuateu  x  und 
nd  und  der  mit  der  Axe  einen  Winkel  gleich  a  bildet,  mit 
l^er  die  Endpunkte  der  aus  den  Punkten  P  und  S  auf  die 
IDptote  gefällten  Lothe  mit  B  und  C  und  den  Mittelpunkt  des 
isee  mit  0,  so  ist  die  Fläche  F  -  CBPS  ein  Bestandtheü 
Sectors  AOS.  Dieser  zerfällt  nämlich  in  das  Dreieck  OCS, 
Fläche  CBPS  und  den  halben  Kreisabschnitt  BAP,  welcher 
tare  gleich  der  Differenz  des  Seetors  XOP  und  des  Dreiecks 
IP  ist.  Man  hat  also  AOS  =  jIOCS  -h  F  +  AOP  ~ 
3JBPund  hieraus  i''=  JOS-  AOP-h  AOBP—  AOCS 
beiden  Dreiecke  sind  i-echtwinklig ;  das  eine  hat  zur  Grund-' 
B  u^  r  Vi  und  zur  Höhe  v  =  r  V  i  ;  das  andere  Dreieck 
=  r  Viicosa  +  V—  1  sm  a)  und 
■  V —  1  sina).    Ihre  Flächen  sind 


fP  hat  zur  Grundlinie  u  = 
=  r  Vj  {cosa  — 


demnach  einandei'  imaginativ,  >i.  h.   dem  Rechnongswerth  nuk 

gleich,  nämlich  gleich  —^  =  — ;    folglich    bleibt  in  dem  An*- 

druck  für  F,   wenn  er,  wie  er  soll,  imaginativ  genommeii  »iiA 
nur  die  Diiferenz  der  beiden  Sectoren  ÄOS  und  AOP  ttbrip. 

Die  imaginative  Grösse  eines  Kreissectors.  welcher  als  Hvp«- 
belsector  betrachtet  wird,  ist  nun  auch  die  imaginflr  gesetnr 
reelle.    Jeder  von  der  Axe  gerechnete  Kreissector  besteht  nü 

aus  einem  Dreieck  vom  Flächeninhalt  -^  and  einem  Stack  Eni»- 
Hache,  dessen  Werth  durch /f/ifar  ausgedruckt  wird.    Wirf  i 


^ßlxm'-»^' 


{1  ^H- 


Man    erb&lt  * 


-h/y  V— irfar=  y—  1 


den  imaginativen  Werth  eines  Sectors,  dessen  einer  Schenkt  ä 
Axe  ist,  iodem  man  den  reellen  mit  V—  1  multiplicirt.  Iw 
Regel  gilt  nun  aber  auch  für  jeden  andern  Sector.  da  ein  sokte 
als  die  Differenz  zweier  Sectoren  angesehen  werden  kann,  telo* 
die  Axe  zum  gemeinschaftlichen  einen  Schenkel  haben,  l^ 
gemäss  ist  der  gesuchte  imaginative  Werth  der  Fläche  F  plo 
der  imaginär  gesetzten  Differenz  der  reellen  Werthe  der  bei^ 
Sectoren  X0>9  und  AOP,  also  gleich  dem  imaginär  geseUB 
Sector  POS,  welcher  zwischen  seinen  Schenkeln  einen  WibW 
gleich  a  einschliesst.  Hieraus  folgt  JF=  -^  a  V  —  l,ito 
2^- 


eiuECbliesst. 


1  and  demnach ,    indem  wir  in   der  selioo  tba 


festgestellten  Gleichung  e"*  =  cos«  - 


•  1  Sin«  fQr- 


2F 


Werth  1  y —  1  setzen,  die  imaginäre  Grundgleichang  «"^^^^ 
cosa-h  V—  1  sina  und  entsprechend  deren  zweiter  Werth. 

Man  unterscheide  in  dem  Gegenstand  dieser  Nummer  «^ 
zwei  an  sich  verschiedene  Darlegungen.    Erstens   haben  wir 
Kreise  das  imaginäre  Binom,    welches  in  der  imagittAren  Gnu^ 
gleichung  die  eine  Seite  bildet,  als  zusammengesetzte  Langen! 
neuen,  um  45"  von  den  ursprünglichen  abstehenden  Coordinat» 


dei'artlg  construirt,  dass  wir  die  einzelnen  Bestandtbeiie 
!  reell  oder  imaginilr  signirte  Linien  nachweisen  konnten.  Dies 
ist  für  sich  allein  auch  im  Allgemeinen  eine  Construction  aller 
imagin.'lren  Binome;  denn  diese  lassen  sich  sämmtlich  auf  die 
frapliche  Foim  biingen.  Zweitens  haben  wir  aber  noch  peo- 
metrisch  am  Kreise  nachgewiesen,  dass  dieselben  Längen  auch 
durch  die  Esponentialfunction  dargestellt  werden,  so  dass  sich 
diese  Exponentialfunction  ebenfalls  geometrisch  als  lineare  Aus- 
dehnung construirt  findet.  Hie  Vermittlungen  selbst  aber,  deren 
wir  für  den  letztern  Zweck  bedurften,  können  noch  für  sich  als 
ein  Drittes  angesehen  werden ;  denn  sie  enthalten  eine  Art  von 
Schlussfolgerungen,  die  noch  über  denjenigen  Rahmen  hinausgeht, 
in  welchem  sich  bisher  unser  System  der  Imaginilren  bewegt  hat. 
Sie  beruhen  nämlich  auf  den  weitern  Consequenzen,  die  sich  als 
Zubehör  zum  Imaginärsetzen  gewisser  Grössen  aufdrängen,  sobald 
man  einmal  eine  Gleichung  unter  das  Schema  einer  andern 
bringt  und  mithin  auch  die  entsprechende  Curve  nicht  blos  in 
ihren  Theilen,  sondei-n  auch  als  Ganzes  aus  dem  Gesichtspunkt 
einer  andern  Curve  oder,  wie  wir  es  technisch  bezeichnet  haben, 
als  imaginativen  Fall  einer  andern  Curve,  d.  h,  mit  Rechnungs- 
werthen  zu  behandeln  hat,  die  der  Gleichung  dieser  andern 
Curve  entsprechen.  Für  die  Erledigung  der  Constmctionsfrage 
waren  jedoch  jene  Vermittlungen  nicht  nothwendig;  denn  wir 
brauchten  nur  die  imaginäre  Grundgleichung  als  analytisch  fest- 
gestellt vorauszusetzen,  um  nach  der  Construction  des  imaginären 
Binoms,  d.  h.  der  einen  Seite  der  Gleichung,  sofort  schliessen  zu 
können,  dass  hiemit  auch  die  andere  Seite,  die  Exponential- 
function. als  Linie  dargestellt  sei.  Wir  haben  es  jedoch  vor- 
gezogen, die  Tragweite  der  imaginär  geometrischen  Schlüsse  da- 
durch zu  zeigen,  dass  wir  mit  der  Construction  der  Grund- 
gleichung auch  eine  neue  geometrische  Ableitung  dei'selben  ver- 
banden,  die  nicht,  wie  die  frühere,  eret  an  die  hyperbolischen 
Functionen  anzuknüpfen  hat. 

Die  Erweiterung  der  Verbindung  der  Transeendenlen  und 
der  Imaginären  bestand  bisher  in  der  Einheitlichkeit  des  Gesichts- 
punkts für  die  beiderlei  Functionen,  die  circularen  und  die  hyper- 
bolischen. Vollständiger  kann  diese  Erweiteiiing  erst  sichtbar 
werden,  sobald  wir  unser  System  der  Werthigkeiten  im  nächsten 
Capitel  auch  für  dieses  Bereich  zur  Anwendung  bringen.  In  dem 
eben  behandelten  Capitel  ist  absichtlich  jede  solche  Einmischung 


sowie  übrigens  auch  der  Gebrauch  eiftner  Zeichen  vermied« 
woFfien.  damit  die  neuen  Vorstellungsarten  und  Wendungen,  dit 
sich  rein  auf  das  Imaginäre  beziehen,  auch  in  dieser  Absonileniiif 
unter  allem  Uebrigen  um  so  deutlicher  wahmelimbar  worden. 


Elftes  Capitel. 
WerthlgkeitsrechnnDg  Im  Traascendenten. 

1.  Die  Umformung  eines  jeden  imaginären  Binoms  in  an 
transcendente  Gestalt  bildet  eines  der  Grundmittel  der  bisherig 
Analysis.  Nun  ist  jede  binomisch  imaginäre  Grösse,  aus  eöa 
allgemeineren  Gesichtspunkt  und  in  ihrer  wesentlichen  Untnv- 
barkeit  von  dem  conjugirten  Werth  betrachtet,  ein  zweiwerlüfs 
Binom,  da  V  — 1,  allgemein  vei-standen,  immer  zwei  Werthe  ut 
weisen  muss.  Für  den  Begriff  eines  zweiwerthigen  Binao 
Überhaupt  ist  aber  die  Imaginaritat  eine  nebeusachliche  It 
fälligkeit;  denn  auch  jede  reelle  Quadratwurzel  brini;!  i» 
Zweiwerthigkeit  mit  sich.  Ja  nicht  einmal  die  In-ationaliUt  i» 
wesentlich;  denn  auch  eine  rational  ausziehbare  Quadratwnnr 
bleibt  zweiwerlhig,  da  wohl  mit  der  Werthigkeit  die  IiTationaliUL 
nicht  aber  umgekehrt  mit  der  Irrationalität  die  Werthigkeit  <to 
AusdiUcke  verschwindet.  Wir  brauchen  daher  nicht  einmal  ■ 
die  Entstehung  aus  einer  Quadratwurzel  zu  denkeu  und  habs 
in  jedem  Ausdruck  a  ±  ß  die  Form  eines  zweiwerthigen  Binoffi 
Hiebei  ist  es  auch  nicht  uöthig,  dass  a  und  ,1  absolut  einweoldl 
seien;  ea  ist  genug,  dass  auf  jeden  Werth  von  a  ein  Doppelvuti 
des  entsprechenden  Weitlis  von  ß  komme.  In  diesem  allgemeio« 
Sinn  vei-standen,  bringt  nun  das  zweiwerthige  Binom,  wemi  *u 
unser  Werthigkeitssystem  ausführen  wollen,  als  nächste  Aufe»bi 
mit  sich,  es  in  eine  transcendente  Form  zu  verwandeln  und  « 
die  Grenzen  der  bisher  auf  das  ImaglnUre  beschränkten  Operatioiuo 
zu  erweiteiTi.  Zugleich  wird  hiedurch  eine  bisher  nie  erreiehtt 
Einheitlichkeit  der  Gesichtspunkte  erzielt;  denn  das  zweiwertlü^ 
Binom  ist  die  umfassendere  Allgemeinheit,  von  welcher  das  iMÜt 
und  das  imaginäre  Binom  die  Specialgestalten  bilden. 


Ehe  wir  der  bezeichneten  Aufgabe  nähei-treten,  ertDneiD  wir 
an  die  Umwandlungsart  jedes  imaginären  Binoms.  Um 
-{iV  —  \,  worin  «  und  ß  reelle  Grössen  vorstellen,  in  die 
xlulirte,  trigoDometiische  oder  exponentielle  Form  q  {cos  a  + 
V  —  i  sin  (i)  zu  verwandeln,  hat  man  der  Gleichung  a  +  ß  V^—  1 
^pcosa-f-V  —  iß  siH  «  zu  genügen.  Diese  zei-fällt  in  die 
Partialgleichungen  a  =  f  cosa  und  ß  =  g  xin  a.  Hieraus  folgt  durch 
einfache  Addition  der  Quadrate  g^  =  «^  +  ß^  und,  nachdem  man 

-  Va*  +  d*  hat,  aus  den  Partialgleichungen  cos  a  ^  —  = 

Q 

.ß ß 


90  e  = 


-  und  ebenso  sin  i 


Ein   Hauptvor- 


yc*+>'      e       Va^  +  ff^ 

theil  dieser  transcenitenten  Umformung,  der  auch  wohl  auf  Grund 
der  Moivreschen  Formel  die  ei-ste  Veranlassung  zu  der  Operation 
gegeben  hat.  ist  die  Möglichkeit,  Potenzen.  Wurzeln,  Producta 
und  Quotienten  binomisch  imaginärer  Ausdrucke  mit  Leichtigkeit 
zu  bilden,  indem  mau  die  betreffenden  Rechnungsarten  einfach 
an  den  Modulen  vollzieht,  auf  die  Argumente  aber  solche  Rechnungs- 
arten anwendet,  wie  man  sie  gebraucht,  wenn  man,  anstatt  mit 
den  Zahlen,  mit  deren  Logarithmen  zu  operiren  hat.  Wenn  man 
daher  zu  potenziren,  also  auch  den  Modulus  zu  potenziren  hat, 
so  wird  man  das  Argument  mit  dem  Exponenten  vervielfachen, 
womit  auch  zugleich  die  als  gebrochene  Potenziiung  zu  hand- 
habende Wurzetausziehung  erledigt  wird.  Hat  man  ungleiche 
Binome  zu  muliipliciren  oder  zu  dividiren,  so  multiplicirt  oder 
dividirt  man  die  Module,  addirt  aber  oder  subtrahirt  die 
Argumente. 

Nehmen  wir  nun  ein  zweiwerthiges  Binom  a  +  i^  sls  solches 
in  Angriff,  so  brauchen  wir  über  die  Natur  der  Grössen  a  und  ß 
keine  besondere  Voraussetzung  zu  machen.  Vorläufig  mag  uns 
jedoch  die  engere  Annahme,  diese  Grössen  seien  reell,  zu  einer 
vereinfachenden  Fixirung  der  Ideen  auf  den  zunächst  natürlichsten 
Fall  dienen.  Indem  wir  die  im  vorigen  Capitel  gebrauchten 
Zeichen  für  die  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus  auch  hier  an- 
wenden, setzen  wir  «  +  fJ  =  g  (cA  a  +  sh  «)  und  haben  hieraus 
nach  dem  Fund  amen talsatz  der  Werthigkeitsrechnung  die  Partial- 
gleichungen a  =  Q  cJta  und  ß  =^  ^  sh  a.  Wie  nun  für  die  Kreis- 
functionen  die  Gleichung  cos^  «+sin^a  =  l,  so  gilt  für  die 
Hyperbelfunctionen,   entsprechenil    der  Gleichung  der  Hyperbel, 
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die  Beziehung  ch^  a  —  ah^  a  =  1.  Ist  nämlich  die  Glachn 
Hyperbel  a^  —  y^  =  r^ «  so  sind,  wie  im  vorigen  Cq^itel  g( 

—  und  —  die  beiden  hyperbolischen  Funetionen,  d.  h.  bead 

weise  ch  a  und  sh  a.  Nimmt  man  nun  r  ^  als  gemeinsamen  I 

heraus,  so  hat  man  r^  f— j  — f^]     ==  r*  oder  f—j  —i* 

d.  h.  ch^  a  —  sh^  a  =  1 .  Mit  HQlfe  dieser  Beziehung  ergeU 
jene  Partialgleichungen,  indem  man  das  Quadrat  der  zweite 
dem  der  ersten  abzieht,  sofort  q^  =  a^  —  ß^  und,  nachden 

so  ^  =  y  a^^ß^  hat,  auch  ch  a  =  —  ^   , und  A 

ß  ß 

~=  y=^^^j=^.   Wird  also  den  nunmehr  gefundenen  dr 

Stimmungen  von  q,  ch  a  und  sh  a  aus  den  Grössen  des  Binon 
sprechen,  so  hat  man  fbr  das  letztere  immer  die  hyperbolisch 
cendente  Form.  Wären  a  und  ß  nicht  reell,  so  würde  die  daq 
Umwandlung  auch  noch  gelten;  denn  in  unserer  Herleitung i 
gesehen  von  der  Versetzung  der  Zweiwerthigkeit,  Ober  die 
der  Grössen  a  und  ß  an  sich  selbst,  wie  gesagt,  keineA 
sondere  Voraussetzung  wesentlich  gewesen.  Unsere  Tod 
Annahme  des  Reellen  hatte  nur  den  Charakter  eines  Bä 
Was  sich  daher  im  Resultat  je  nach  den  Beschaffenheita 
a  und  ß  ändern  kann,  ist  nur  die  Natur  der  Argomeott 
imaginär  werden  können.  Die  Transformationsformeln  i 
bleiben  aber  mit  dieser  Abänderung  bestehen  und  sind  deiDgi 
an  sich  ganz  allgemein. 

Setzen  wir  beispielsweise  ß  imaginär,  so  geht  das  Erg( 

q  =  V  a«  —  /^  in  ß  =  V"a«'+  ß^  über,  und  für  dieFunrt 
erhält  man  durch  Einsetzung  des  imaginären  ß  ohne  We 

ch  a  =  -r-^  -    undgAa=-^^J^ — .    Diese  Ergebnisse 

wandeln  sich  vollständig  in  das  gewöhnliche  imaginäre  S( 
mit  Ereisfimctionen,    wenn   man  die  Beziehung  zwischen 

beiderlei  Functionsarten  benützt.  Setzt  man  a  =  a'i  - 
ist  demzufolge,  was  im  vorigen  Gapitel  erläutert  wurde,  A 

cos  a!  und  «ä  a  =  V  —  1  ^Vi  a\  Man  hat  also  cos  et  =-7== 
und  m  a'  =  —    ^  Dies  ist  nun,  abgesehen  von  d( 


wesentlichen,  iiier  nur  zur  ünterscheiriung  von  tier  hyperbolischen 
Fonnel  gebiauchten  Strichen,  genau  dieselbe  Beziehuntr,  die  sich 
ursprünglich  durch  directe  Transforniatiou  des  imagioilren  Binoms 
in  die  Fomi  mit  Kreisfiinftionen  ergab.  Der  Ausgang  von  der 
Zweiwei-thigkeit  und  den  hyperbolischen  Functionen  ist  daher 
insofern  der  allgemeinere,  als  er  zunächst  gar  nicht  an  das 
Imaginäre  anknüpft,  wohl  alter  dieses  als  besondern  Fall  einschliesst. 

2.  Wenn  wir  sagten,  der  Ausgang  von  den  hyperbolischen 
Functionen  sei  der  allgemeinere,  so  müssen  wir  auch  noch  hinzu- 
fügen, dass  er  fQr  das  allgemeine,  also  in  erster  Linie  und  zu- 
nächst doch  als  reell  zu  nehmende  Binom  auch  der  natürlichere 
ist.  Allerdings  könnte  mun  auch  mit  einer  Verwandlung  in  die 
Form  mit  Kreisfunctionen  beginnen  und  dann  die  sich  als  un- 
möglich charakteri sirenden  Beziehungen  dadurch  beseitigen,  dasB 
man  vermittelst  des  Imaginären  die  Kreisfunctionen  in  Hyperbel- 
functionen  übei'setzte.  Allein  dies  hiease,  die  Sache  von  vorn- 
herein am  unpassenden  Ende  angi-eifen  und  einen  verkanstelten 
Umweg  einschlagen. 

Ohnedies  stellt  sich  schon  auf  dem  natürlichen  Wege  fQr 
einen  besondem  Fall  auch  ein  Hinderaiss  ein,  welches  durch  eine 
Abänderung  des  Verfahrens  weggeräumt  sein  will.  Ist  nämlich 
im  zweiwerlhigen  Binom  «  ■<  ß.  so  werden  Modulus  und  Functions- 
werthe  imaginär  und  es  giebt  zunächst  keine  einfache  directe 
Verwandlungsart  dieser  Ergebnisse,  welche  zu  einem  brauchbaren 
Ausdruck  führte  Wohl  aber  können  wir  von  vornherein  der 
Transformation  eine  zweckentsprechende  Wendung  geben,  indem 
wir  das  Binom  durch  +  ß  dividiren  und  alsdann  fOr  den  Quotienten 

1   +  3-  die  Umgestaltung  in  das  Hyperbolische  vornehmen.   Wir 

setzen  demgemäss  1  +  —  =  0  (cÄ  o  +  a/m)  nnd  finden  hieraus 

auf  dem  Wege,  wie  er  oben  specieller  angegeben  wurde,  zuerst 

0  ^=V  1  —  Sil  ch  a  ^  ~, und  ah  a  ^  — , — .  Nun 

'     ''         P  Vi--  fVi^f 

ist  noch  (  mit  +  /9  zu  tnultiplieirea,  damit  man  nicht  blos  den 
Modulus  des  binomialen  Factors,  sondern  den  des  ursprüng- 
lichen Binoms    erhalte.     Nennen    wir  letzteren    q',  so   ist  also 

V  ß'  —  a*.     Dem  :t  des  Modulus  enl- 


'  =  ±KVi-%^: 
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spricht  das  +  des  Arguments,  woraus  wiedenun  ein  +  de 
hyperbolischen  Sinus  folgt,  während  der  hyperbolische  Coaa 
ungeändert  bleibt. 

Aus  allem  Bisherigen  drängt  sich  die  Wahmdimung  id 
dass  die  beiderlei  Functionen,  circulare  und  hyperbolische,  grftndBd 
verstanden,  eine  einzige  Gattung  sind,  die  sich  nnr  durch  redi 
oder  imaginäre  Beschaffenheit  der  Argumente  oder  auch  des  V« 
Zeichens  unterscheidet.  In  der  That  giebt  es  auch  eine  md 
sichtbarere  Zusammenfassung  dieser  Einheitlichkeit  in  der  & 
ponentialfunction.  Wir  haben,  wie  im  vorigen  Capitel  entwickdl 
nicht  blos  eine  imaginäre  Grundgleichung  in  der  BedeatoQgif 

Eulerschen  Apercu,  also  nicht  blos  6*»  ^^-"^  =  eos  a+  V — 1  m% 
sondern  auch  die  reelle  «"  =  cA  a  +  «A  a ;  und  es  ist  ii 
Hinblick  auf  die  Wichtigkeit  der  Werthigkeiten  besondenir, 
vorzuheben,  dass  beide  Gleichungen  zweiwerthig  sind, 
können  nun  die  geometrischen  Functionen  oder  vielmehr,  da  t\ 
auch  die  Exponentialfunctionen  als  solche  nehmen  könnte, 
Gurvenfunctionen  ganz  zur  Seite  lassen  und  die  Gestalt 
Exponentialfunction  zum  Ausgangspunkt  einer  transcendfiili 
Transformation  machen,  die  fbr  die  Rechnung  dasselbe  leistet  iri 
noch  bequemer  ist  als  die  bisher  übliche  des  imaginären  SM 
und  diejenige  des  reellen  Binoms,  die  wir  ihr  hinzugefügt  luba 

Man  setze  daher  q  c-^  =  a  +  ß.   Multipliciren  wir  die  m 
Werthe  dieser  Gleichung  mit  einander,  so  erhalten  wir  q^  =  a^—t 

Wir  haben  nun  weiter  e^«=— +^=    ,     ~  ^    .    NehBa 

wir  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen,  so  erhalten  wir  +  ö  = 
l  (—— =^--  -j.  Dies. ist  die  allgemeine  exponentielle  Ti'ansfonni' 

tion,  die  ohne  Weiteres  far  alle  Zwecke  genügt,  ausgeDomM 
den  schon  vorher  bei  der  hyperbolischen  Transformation  berOhrta 
Fall,  dass  der  zweiwerthige  Bestandtheil  des  Binoms  der  absolut 
grössere  ist  Hiefür  lässt  sich  aber  mehr  als  ein  Ausweg  finöea. 
Erstens  kann  man  das  Binom  wie  oben  durch  +  ß  dividirei 
und  dann  die  exponentielle  Transformation  vornehmen.    Mano^ 

hält  alsdann  o'  =  +  V^ß^  —  ö^  und  a  =  Z  (-=^Jr\    Zweitens 
kann  man  aber  auch  davon  Gebrauch  machen,  dass  der  Logaritlmniä 


>r   iniapinären  Grösse  dem  um  ^  V^  1  vemiehrten  Logarith- 

i  der  reell  genommenen  Gi-össe  gleich  ist.  Da  dieser  Satz 
ht  sehr  fjfi'^öhnlich  ist,  so  mag  hier  eine  kurze  Ableitung  ein- 
chalLet  werden.  Zunächst  bat  man  nach  den  gewöhnlichen 
gela  der  Rechnung  mit  Logarithmen  I  iq  V  —  1)  ^  l  Iq)  -\- 
l'  —  1).  Den  Werth  von  l  {V~^  I)  findet  man  nun  aus  der 
^fginaven  Grundgleich  uug.  Nach  ihrhatman  speciell  e^^  *  ^'  = 
i-g  +  V—  i  Sit*  ~  ,  und  da  cos  ^  =  0  und  sin  -^  =  1  ist,  wird 

fc  rechte  Seite  der  Gleichung  einfach  V  —  1.    Aus  e^  = 

E-  j  folgt  durch  Nehmen  der  Logarithmen  ^  V  —  1  =  i(V  —1). 
fist  denn  /  (.^  V^Ti,  ^  /  (g)  +  /  ,V  _  i)  ^  I  (gH-  J yiTi: 
Ä  HQlfe  dieser  allyemeineri  Beziehung  fonnt  sich  jenes  Ai-gument, 
Icbes  filr  a  <i,i  imaginär  wird,  nämlich  t  ( --—■-'—  i  leicht  um, 

j±^  l  gesetzt  wird.    Hieraus  hat 


•  zuvor  I  (V  —  1  -—  --^  \ 

~1.   so   «t«'  =  ?(y=;^-^j. 


y  —  1.  Macht  man  nun  ( 
l.  Setztmanweiterpf 


■^,  Bo  folgt  daraus  f'  =  pe*  =py  —  1,  und  da  p  == 

*B^  —  iff* ,  80  ist  e'  =  V/S'  —  a'.   Mit  diesen  Werthen  für  a'  und 

Sn  nun  die  Trausfonnation  reell  gemacht  und  weist,  wie  es 

moss,  dasselbe  Ergebniss  auf  wie  auf  dem  ersten  Wege. 

Stillschweigend  haben  wir  für  die  exponentielle  Transformation 

Binom  zunächst  als  reell  vorausgesetzt.  Jedoch  auch  fur  den 

B  eines  imaginären  Binoms  ist  die  neue  exponentielle  Form 

M  weniger  umständliche  als  die  aus  Curvenfunctionen  und  hier 

dell  aus  Kreisfunctionen  zusammengesetzte.    Der  kürzeste  Weg 

ihr  zu  gelangen  ist  aber  nicht  der  diructo  nach  der  vorher 

e  den  reellen  Fall  dargelegten  Methode;  denn  auf  diesem  Wege 

ctte  mao   die  Logarithmen  imaginär  gemischter  Grössen   erst 
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dadurch  zu  finden,  dass  man  sie  doch  wieder  auf  Kreisfaiu 
zurttckfahi-te.  In  der  einfachsten  Ait  hat  man  vielmehr  d 
wünschte  Transformation  unmittelbar  aus  der  imaginären  G 

gleichung  selbst,  indem  man  anstatt  q  (cos  a  -h  V  —  1  srn  t 
diesem  Ausdruck  gleiche  Exponentialform  q  e  benäl 

3.  Bei  der  Umwandlung  eines  Binoms  in  die  hyperMi 
transcendente  Form  haben  wir  eine  Zweiwerthigkeic  des  iBiM 
vorausgesetzt;  denn  unsere  Hauptaufgabe  bestand  ebefl 
zweiwerihige  Binome  unter  die  fragliche  Form  zu  bringea 
heisst  mehr  thun,  als  etwa  ein  einwerthiges  Binom  um 
Um  aber  den  Anschein  zu  beseitigen,  als  wäre  die  Zweiwei 
Vorbedingung  der  ganzen  Operation,  ist  noch  besonders 
zuheben,  wie  sich  der  Sachverhalt  fQr  den  Fall  der  Enw 
gestaltet.  Setzen  wir  a  +ß  =  Qcha'{'Qsh  a,sobi 
sich  Partialgleichungen  nicht  von  selbst  zu  ergeben.  Da 
Grössen,  nämlich  q  und  a  zu  bestimmt  haben,  so  dürfen 
willkürlich  zwei  Theilgleichungen  bilden,  indem  wir  a  =  qA 
ß  =  Q  sh  a  setzen.  Alles  Weitere  vei*steht  sich  hiemit  m 
und  die  Umwandlung  eines  jeden  Binoms,  gleich>iel  ob 
werthig  oder  nicht,  in  eine  hyperbolische  Form  ist  ersidiiliA 

Uebrigens  kann  man  zu  jedem  einwei*thigen  Binom  «t 
willkürlich  einen  zweiten  Werth  a  —  ß  oder  auch  —  a+f 
seilen  und  es  als  zweiwerthiges  behandeln.  Hiedurch  erUK 
directe  exponentielle  Transformation,  wie  wir  sie  in  der 
Kummer  vorgenommen  haben,  für  einwerthige  Binome  enl* 
bestimmten  Sinn.  Andernfalls  würde  nämlich  die  GlÄ 
Q  e""  ■-—  a  -\-  ß  eine  unbeschränkte  Menge  von  Lösungen  al* 
Man  könnte  beispielsweise  ^  =  1  setzen  oder  vielmArlJ 
brauchte  überhaupt  keinen  Modulus.  Die  Bedeutung  der  ^ 
werthigen  Binome  liegt  darin,  dass  sie  die  natürliche  GnM 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  zweiten  Grades  darstellea. ' 
Imaginarität  des  zweiten  Bestandtheils  ist  ein  besoDdererli 
der  durch  Variation  der  Constanten  Coefficienten  aus  dem  k' 
entsteht,  und  umgekehrt  kann  man  durch  eine  derartige  Viri^ 
die  imaginäre  Zweiwerthigkeit  in  eine  reelle  übergehen  I* 
Auch  die  reellen  Wurzeln  der  höheren  Gleichung^  bm«* 
wie  die  imaginären  unter  die  binomische  Form  bringen;  ab^^ 
derartige  Paaining  bleibt  alsdann  willkürlich,  und  ist  in ' 
Combinationen    der  reellen   Wurzeln  zu  je  zweien  ansftW 


i  itn  ima^nfiren  Fall  oothwendig  ist  und  nnv  «uf  eiae 
i  "Weise  ereschohen  kann. 
Kioe  Gleichung  zweiten  Grades  ist  in  letzter  Instanz  der 
lud  alles  Itnaginären.  wo  und  wie  es  auch  vorkommen  mfige. 
nit  ist  aucli  die  entsprechende  reelle  Gestaltung  nahegelegt, 
der  man  sich  das  ImaginÜie  durch  Uebergang  entstanden 
kcn  muss.   Diese  reelle  Gest^tung  behält,  da  die  Imaginaiitfit 
,  nichts  als  die  Foiiii  des  zweiwerthigen  Binoms  an  sich, 
icendenten  Transformationen  eines  solchen  zneiwertfaigen 
Binoms  haben  daher  ihren  Sutzen.  sobald  es  gilt,    lÜe 
luid  die   imaginäre  Phase  aus    demselben  Gesichtspunkt, 
speciell   nach   Maassgabe  des   Laufs   analoger  Trans- 
1  zn  betrachten. 
t  wird  kaum  nöthig  sein,  noi'h  etwas  Besonderes  Ober  das 
fen,  Wurzelausziehen,  MuUiplicireu  und  Dividiren  hezOpIich 
"Uiiger  Binome  zu  sagen.    Dag  Analogen  der  Moivreschen 
i  liegt  nahe  genug.    Ja  wir  brauchen  Oberhaupt  von  einer 
i  Binomialformel  fUr  hyperbolische  Functionen  kaum  zu 
da  die  unmittelbare  exponentielle  Transformation  die  erfor* 
e   Operationsweise   zu  etwas  Selbstverständlichem    macht, 
iblick  auf  die  exponentielle  Form  sind  nAmlich  die  Argu- 
'  immer  Exponenten,  d.  h.  Logarithmen,  und  man  hat  daher 
len  nicht  blos  nach  dem  frQher  gebrauchten  Ausdruck  wie 
Igarithmen,    sondern    als    mit   Logarithmen    zu   verfahren. 
K  Eigenschaft,  Logurithnien  zu  sein,  verlieren  die  Argu- 
lauch  nicht,    wenn    sie  zugleich  als  die  Argumente    der 
Menden  Kreis-  oder  Hyperbelfuuctionen  figuriren.     Man 
iher  die  Argumente  nur  zu  ven'ieltältigen ,  zu  theilen,  zu 
t  oder  zu  subtrahiren,  je  nachdem  die  ursprünglichen  zwei- 
en  Binome  potenzirt,  radicirt,  mit  einander  multiplicirt 
arch  einander  dividirt  werden  sollen. 

Ueberall  wo  es  darauf  ankommt,  die  transcendenten  Trans- 
ionen selbst  zweigliedrig  zu  habeu,  etwa  um  sie  gehörig 
zu  können,  kann  man  selbstverständlich  mit  der  rein 
ntiellen  Form  in  ihrer  unmittelbaren  Eingliediigkeit  niclit 
DDien  und  muss  diese  in  die  Zweigliedrigkeiten  mit  Curven- 
len  Obersetzen.  Handelt  es  sich  z.  R.  darum,  den  algebrai- 
fiau  der  Wurzelform  dritten  Grades  in  einen  transcen- 
I  Ausdruck  zu  verwandeln  und  hiebet  die  dritten  Wurzeln 
leben,  so  giebt  unsere  allgemeine  Behandlung  des  zwei- 
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werthigen  Binoms  hiezu  auch  eine  allgemeine  Regel  Dei 
kommen  gemäss  geht  man  vom  irreducibeln  Fall,  also  voi 
ginären  Binom  aus.  Wir  aber  erfassen  die  Au^abe  so 
ihrer  vollen  Allgemeinheit,  indem  wir  uns  darauf  stotzeo 
sich  die  dritte  Wurzel  im  Wurzelelement  dritten  Grade 
auf  ein  zweiwerthiges  Binom  bezieht,  welches  sowohl  n 
imaginär  sein  kann.  Grade  der  zunächst  reell  genommen 
dei:  sich  in  Hyperbelfunctionen  umgestaltet,  liefert  die  allg 
transcendente  Form  der  Wurzel  einer  Gleichung  dritten  ( 
Die  in*educible  Abart  fällt  als  Specialfall  darunter  und  be 
sich  leicht,  indem  man  die  hyperbolischen  Functionen  in  d\ 
verwandelt. 

Die  schliessliche  Aufgabe  ist  bei  der  Uebertraguoj 
Gleichungswurzel  dritten  Gi-ades  in  das  Transcendente  st^ 
(ilT  jl  +  j^m,  diese  Bezeichnung  im  Sinne  unserer  früheren 
di*ucksai*t  der  Wurzelformen  verstanden,  einen  eingliedrige 
dinick  zu  finden,  in  welchem  die  dritten  Wurzeln  ausgezogen 
die  Zweiwerthigkeiten  verschwunden  sind.  Jedes  der  ifl 
Wurzelelemente  ist  auf  gleiche  Weise  zu  behandeln ;  jedes  Mi 
dritte  Wui*zel  aus  demselben  zweiwei*thigen ,  aber  das  aM 
Mal  entgegengesetzt  genommenen  Binom.  Wir  haben  demgeri 
l  =  (a  ±  ß)^  und  m  =  (a  +  ß)K  Nach  den  oben  aDgegcW 
Regeln  mögen  nun  für  eine  hyperbolische  Transfoimatioo  f  ^ 
a  bestimmt  sein ;  dann  haben  wir  l  =Qi  (ch  a±  sha)^^ 
m  =  Q^^  (ch  a  ^  sh  a)^.  In  ihrer  vollen  Allgemeinheit  findflii' 
die  Argumente  erst  dann  bestimmt;  wenn  man  ihnen  Doctii 
ganzes  Vielfache  der  Periode  der  Function  hinzufügt  MMii 
also  statt  ch  a  schreiben  ch{a  +  2k7t  V  —  1) ;  die  hyperbolisl* 
wie   die   exponentiellen  Functionen  kehren  nämlich  jedesotfl  i 

demselben  Werth  zurück ,  so  oft  man  dem  Argument  inlA 
hinzufügt,  grade  wie  es  die  Kreisfiinctionen  thun,  sobald» 
deren   Argument   um  2^  vergrössert.     Die  Periode  derbjp* 

bolischen  I 'unctionen  2  tt  V  —  1  lässt  sich  aus  der  imagii*^ 
Grundgleichung  ableiten,  indem  man  zunächst  nachweist,  dssst 
Exponentialfunctionen  die  fragliche  Periode  haben,  und  danB^ 
reellen  Grundgleichung  übergeht ,  vermittelst  deren  man  aas  * 
exponentiellen   Periode   auf   die   gleiche   hyperbolische  sdfiö 

Nach    der   imaginären   Grundgleichung   hat    man   e-**^'^ 

cos  2k7c  H-  y  —  i  5m  2k7t  ^  1.    Aus  diesem  Grunde  mussö 


=  e".«**"*^-' ^  e"  sein.  Aus  der  reellen  Grund- 
Ichung  hat  man  durch  Addition,  beziehungsweise  Subtractioa 
pr  beiden  Werthe  ch  a^  J  (6"  +  e—')  und  sh  a=  l  (e'  —  c ""). 
nach  ergiebt  sich  nun  auch,  indem  man  fi  +  2A-7rV  —  1 
a  setzt,  ch  ia  +  ZIctt  V  —  l)  =  ch  a,  und  das  Analogon  frtr 
andere  Function,  da  die  rechten  Seiten  der  betreffenden  Glei- 
ngen  durch  die  Einsetzung  der  exponentiellen  Periode  den 
^rth  nicht  ändern. 

I  Kommen  wir  nach  dieser  Zwiachendarlegung  auf  die  allge- 
|änen  hyperbolischen  Formen  der  Binome  zuruclc.    Es  ist 

U  das  andere  Binom  ebenso,  nur  dass  in  ihm  +  an  Stelle  von 

[Bteht.  Beide  Binome  haben  noch  Vq  zum  Factor.  Um  sie 
ifacb  addiren  zu  können  und  ohne  Weiteres  zur  einfachsten 
rm  2u  gelangen,  nehmen  wir  aus  der  Wurzelform  j ' -f- j* w 
t  absolut  signirte  Gestalt  j"/ -h/m  =/  + w  und  erhalten  fUr 

■lere  Suinme  2  Vy  ch  (  ^  +  —Ä.t  V  —  1  j.    Giebt  man  k  die 

TtJie  0,  1  und  2,  so  hat  man  die  drei  Wui-zeln  der  Gleichung 
Jt«n  Grades  und  zwur  unmittelbar  für  den  Fall,  dass  sich  das 
^»Tsische  Binom,  welches  sieb  im  Wui-zelbau  findet,  reell  ge- 
^«t  Auch  sieht  man  an  den  transcendeiiten  Wuraeln,  dass  in 
^m  Fall  nur  eine  reell  werden  kann,  während  grade  im  irre- 
t»eln  Fall  es  alle  sein  müssen.  Ausser  dem  unmittelbaren 
ötniss  der  drei  Wurzeln  ist  in  deren  hyperboliscber  Form 
*  noch  das  fUr  den  irredacibeln  Fall  mit  angelegt.  FUr 
t-^ren  werden  die  A  rgumeute  der  hyperbolischen  Function 
ftinär,  und  man  hat  nur  die  drei  tvauscendenten  Wuraelformen 
«lern  Hyperbolischen  in  das  Circnlare  zu  ühei-setzeu ,  um  die 

'*nn  sflmmtlich  reellen  Wurzeln  in  der  Gestalt  von  2Vp 
K^a'  +  I  i/ri  zu  erhalten. 

Bei  Gelegenheit  dieser  indirecten  Mitreducining  des  irt«- 
-ibeln  Falls  möge  auch  die  Angabe  einer  rein  arithmetischen 
iucirung  Platz  finden,  die  von  allen  Transcendenten ,  ein- 
Blich  der  Reihen,  unabhängig  ist  Nfan  braucht  namlii'h 
i  zweigliedrige  Worzelausziebung  aus  einem  gemischt  inia- 
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^a  taräL.  tili»    ö^  A.öb::iia  Tia  r^^ijsa.    xu  iwi  'iilini  Zü<3 
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T^*niÄ»t»ta   iü  «ler  F^ctr  t.:ii  »    —  »,1  —  i  ^^rfiCfL    Wit^, 
3iaa  iIiKi  h-«^i  ■'UtT  r*^  jä!iIi*!ii<iL .  ^«wwctl  czKÜedrim  ^c:-: 

rr>^-  0:T«»i«  1:15  !i  iierKei^e  V«fSftÄe  ervimeii.  that  mii  '^ 
i^'s>>  hie:  flr  nr«  öli^^ier.  Aa-A  lisst  ärii  das  VefülirR:- : 
isu'*ik  «lae  jfca<i€r«  Amsdnukswcsse  der  Sadhe  chanktens:^ 
Mag.  bi^fuiuirlc  rilr.li'?!:  >i:e  reieC«CL  und  die  xmaeiuren  Einbc- 
ibiklkii.  vie  4:«^  Zehaer.  »üe  H3B*i«ner.  die  Z^mel,  diei:* 
i*ftui  a.  5.  w  h^  «ier  WorzelaoiZx^iXK  im  gevöhiilicheii  l>9c:^ 
System,    Dies  m«j<ze  an  einem  bestimmten  ZjJdenbeispiel  e^ 

Verden.     Es  sei  «iie  Eabikwnrzd  ans  der   Zahl    iMi^S)- 
anazaziehen.     Eine  erste  Annüiemns  dazu  ist  die  Zahl  2.  if^ 


Knba«  r;  ist.  so  dass  der  Fehler  im  Eabos  2  — :  3  >  —  1  betr»: 
Um  zu  einem  angenäherten  Werth  einer  Kubikwurze]  ein«  • 
Wahrheit  noch  näheren  zu  finiien,  muss  man  den  Fehler  im  K: 
durch  da-i  dreifache  Quadrat  des  angenäherten  Werthes  diTiit: 
und  zu  letzterem  den  «^otienten  addiren.  Eine  ähnliche  Et 
findet  ja  auch  bei  der  Kubikwurzelausziehung  aus  mehr  als  d: 

zifferigen  Zahlen  Anwendung.  Man  dividire  demgemäss  2^:31  - 

durch  'j.2^  ^  12.  so  erhält  man  als  Quotienten  in:]  V  —  1. . 

al«  zweite  Annäherung  2  ,^ :::  |  >  —  1.     Letztere    Zahl  hat  2 

Kubus  0  ^^^  r  3  j^^:^>  -  1 ,   so  dass  der  Fehler  -^^^^^ö> 
beträgt.     Diesen  hat  man  dann  wieder  durch  3.(2^3:]^>  — 

zu    dividiren   und   den  Quotienten  zu  2  ^  2:  i  V^—  1   zu  addi 

um   eine  noch  engere  Annäherung  zu  erhalten.     So  fortfahr 

3^ 

erzielt  man  immer  mehr  angenäherte  Werthe  von  /    10  4^  3  > 
und  findet,  wenn  man  den  Werth  bis  auf  die  Genauigkeit 
5  Decimalen  feststellt,  dafür  2,17526  .t  0,21202  V—l,   wo 


ht,  dass  schon  die  Annäherung  2  ^  ±  i  T  —  1  nicht  mehr 
1  der  Wahrheit  abwich.  Nach  Angabe  des  ßetsiiiels  kann 
n  auch  kein  Missverständniss  ergeben,  wenn  wir  kurz 
die  Regeln  der  gewöhnlichen  arithmetischen  Wui-zelaus- 
•  seien  auf  ima^näre  Binome  übertragbar.  Auch  vei-steht 
i  selbst.  ilasB  zweiwerthige  reelle  Binome  ebenso  behandelt 
I  können,  sobald  es  darauf  ankommt,  die  Wurzel  ebenfalls 
mit  Untei-scheidung  der  zweiwerthigen  Bestandtheile  zu 
lalten.  Letzteres  wird  indessen  leichter  erreicht,  wenn  man 
lide  Wurzelwerthe  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  getrennt  dai-- 
Mlt  und  hinterher  die  Bestandtheile  als  Unbekannte  zweier 
Mchungen  bestimmt. 

w  5,  Eine  Gleichung  diitten  Grades  ohne  zweites  Glied,  wie 
r  >ie  in  der  vorigen  Nummer  voraussetzten,  ist  eine  sogenannte 
bikelgleichung,  d,  h.  eine  derartige  Gleichung  ist  nöthig,  um 
ben  gegebenen  Winkel  durch  geometrische  Construction  in  drei 
leile  zu  theilen.  Hiezu  braucht  man  die  Cosinuslinie  fUr  das 
4ttel  des  Arguments,  sei  dieses  Winke],  Bogen  oder  Sector. 
b  Wui-zel  der  fraglichen  Gleichung  ist  der  mit  einem  Modulus 
lltiplicirte  oder,  kurz  ausgedruckt,  modulirte  Cosinus  von  ein 
tttel  des  Arguments  und  die  Coefhcienten  der  Gleichung  hängen 
n  den  Cosinus  und  Sinus  des  ganzen  Arguments  ab.  Näher 
C  die  Bitdung  der  Winkeli;leichungen  seihst,  sei  es  durch  die 
AjGtion.sformel,  sei  es  durch  die  Moivresche  Formel,  einzugehen, 
ttrde  hier  zu  weit  abführen  und  wer  diesen  Gegenstand  erst  zu 
ttdiren  hat,  findet  in  La^^ranges  Vortrftgeu  ttber  die  Funciionen- 
^Dung  eine  klare  und  erschöpfende  Behandlung. 

Wohl  aber  ist  es  hier  nöthig,  die  neuen  Beziehungen  und 
Geichtspunkte  hervorzuheben,  die  sich  an  die  Behandlung  der 
Ifeiwerthigen  Binome,  an  deren  Ausdruck  durch  hyperbolische 
Dnctionen  und  an  die  von  uns  eingeführten  zweielementigen 
Setehaugen  knüpfen.  Bleiben  wir  zunächst  noch  bei  der  frag- 
Bheo  Gleichung  dritten  Grades,  welche  der  Urtypus  aller  weiteren 
Ul  höheren  zweielementigen,  die  Argumenientheilung  vermitleln- 
Hi  Gleichungen  ist.  Die  Wurzel  ist  hier  in  ihrer  gewöhnlichen 
nd  bekannten  Gestalt,  wie  gesagt,  der  moduhrte  Cosinus  von 
tMtn  Drittel  des  Argumenta.  Fassen  wir  letzteres  gleich  als 
Im  auf  eine  SecturtlÄche  zu  beziehende  Zahl  auf,  so  ist  klar, 
wir  durch  die  Gleichungswurzel  eben  die  zur  Construction 
\  Drittels  der  Sertorfläcfae  eiforderitehe  Coainuelinie  erhalteo. 
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Der  fragliche  Cosinus  ist  eben  die  algebraisch  zu  suchende  t 
cendente  Grösse.  Die  der  transcendenten  Wui-zel  gleiche 
braische  Wurzel  enthält  demgemäss  die  Lösung  der  knig^k 
dem  sie  für  die  Cosinuslinie  einen  algebraisch  hergestellten  Z2 
werth  liefert.  Eine  geometrische  Constructioii  im  Sinne  de 
fachen  Gebrauchs  der  Euklidischen  Grundmittel,  der  graden 
und  des  Kreises,  ist  der  Natur  der  Sache  nach  unnH^d 
eine  durch  andere  Consti-uctionsmittel  hat  kein  sonderlidM 
teresse.  Es  bleibt  also  nui*  der  algebraische  oder  transcea 
Zahlenweg  als  nächste  Lösungsveimittlung  übrig. 

Unser  hyperbolisches  Ergebniss  legt  uns  neben  der  Um 
der  Flächen  von  Ereissectoren  auch  diejenige  der  Hyperbelsecl 
nahe.  Wie  die  Wui-zelbeschafTenheit  unmittelbar  zeigt,  lässt 
das  Argument  der  Hyperbelfunction,  d.  h«  ein  g^ebener  Hypa 
sector  geometrisch  in  drei  gleiche  Theile  zerlegen,  indem i 
die  erforderliche  hyperbolische  Cosinuslinie  dem  Zahlenwerth 
algebraisch  durch  die  bezügliche  Gleichung  kennt.  Die  Gläi 
dritten  Grades  ohne  zweites  Glied  ist  hienach  in  einem 
meineren  Sinne  eine  Theilungsgleichung.  Ist  das  zwei 
Binom,  welches  unter  den  dritten  Wurzeln  steht,  imapl^ 
dient  dieser  Fall  zur  Theilung  der  Winkel,  Bögen  oderM 
sectoren;  ist  es  aber  reell,  so  wird  die  Hyperbelfläche  getki 
Diese  allgemeine  Argumenttheilung  vertritt  erst  den  volk* 
digen  Sachverhalt.  Man  drückt  sich  daher  einseitig  aus,  i* 
man  nur  von  Winkelgleichungen  redet  und  doch  den  ganzen  1!|^ 
deijenigen  Gleichungen  meint,  welche  sich  auch  für  die  Tbokt 
der  hyperbolischen  Argumente  ergeben*  Beiderlei  gehört* 
sagen  in  zwillingsartiger  Weise  zusammen.  Jedesmal  abenni^ 
scheidet  sich  der  hyperbolische  von  dem  circularen  Fall  dadmA 
dass  im  ersteren  nur  eine  reelle  Wurzel,  im  letzteren  aberto 
reelle  Wurzeln  vorhanden  sind. 

In  Nr.  3  des  achten  Capitels  haben  wir  den  Begriff  ußd  * 
rein  algebraische  Lösung  zweielementiger  Gleichungen  aller  Gni 
aufgestellt  und  zugleich  diejenige  Abart  dieser  GleichoogeDto 
vorgehoben,  welche  mit  den  nach  den  gewöhnlichen  MetboM 
gebildeten  Winkeltheilungsgleichungen  einerlei  ist.  Hier  köflrf 
wir  unsere  algebraische  Methode  noch  durch  HinzufÜgoBg^ 
transcendenten  Umformung  ergänzen,  womit  sich  zugleich an^ 
zeigt,  dass  die  fragliche  Abart  der  zweielementigen  Gleichnis 
wirklich  die  Winkelgleichungen  vorstellt.    Ausserdem  musssifl 


»r  mit  dieser  Kachweisung  Docb  ergeben,  dass  jene  ganze 
MTt  in  allen  Graden  nicht  bloB  die  Winkeltheilung,  sondern 
Misn  wie  bei  der  Gleichung  dritten  Grades  auch  die  Theilung 
'  ilyperbelsectoren  regelt. 

Wie  man  aus  den  Formeln  an  der  fraglichen  Stelle  des 
Jten  Capitels  ersieht,  ist  der  Wurzelbau  für  jene  Gleichungs- 
fcegorie  von  ähnlicher  Einrichtung,  wie  bei  der  Gleichung 
ittei]  Grades.  Es  ist  nämlich,  um  die  Wurzelelemente  zu  er- 
ilteo,  irgend  eine  höhere  Wurzel,  also  beispielsweise  die  fünfte, 
B  einem  zweiwerthigen  Binom  auszuziehen.  Auch  fällt  dieses 
Dom,  je  mich  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten,  reell  oder 
B^när  aus.  Um  den  ganzen  Wurzelausdruck  aus  dem  Alge- 
■ischen  in  das  Transcendente  gleichsam  zu  ahersetzeu,  können 
w  nun  Schritt  für  Schritt  dasselbe  Verfahren  anwenden,  welches 
Ir  vorher  au  der  sogenannten  Cardanisclien  Fonnel  erläutert 
iben.  Wir  gehen  von  der  reellen  Zweiwerthigkeit  aus,  erhalten 
idurch  schliesslich  hyperbolische  Wurzeln  und  gewinnen  aus 
SBen  unmittelbar  den  imaginären  Fall  mit  Kreisfunctionen.  So 
Eielen  wir  die  Doppelergebnisse ,  deren  wir  bedürfen.  Die 
■TDeln  cestalten  sich  analog,  wie  bei  der  Gleichung  dritten 
■des:   der  einzige  Unterschied  ist  der,  dass  in  der  Theilung 

I  Arguments  fünf  an  die  Stelle  von  drei  tritt  und  demgemäss 
ili  fcnf  Wurzeln  entstehen.  Auch  das  Reell-  oder  Imaginärsein 
■•r  Wurzeln  stellt  sich  analog;  im  Falle  eines  reellen  zwei- 
i^tägen  Binoms,  also  für  den  Fall  der  Hyperbelargumente  ist 
der  betreffenden  Gleichung  fünften  Grades  nur  eine  Wurzel 

II  und    die   andern  vier  sind  imaginär;    ist  aber  das  Binom 
,  so  werden  sämmtliche  fünf  Wurzeln  reell. 

[lIHe  fUr  den  fünften  Grad  sich  ei-gebenden  Formeln  sind  näm- 

ZVq  ch  {a  +  IkfiV — 0  und  Vp  cos  (a'  -1-  Ikfcf,  worin 
t  nacheinander  die  Werthe  0,  1,  2,  3,  4  zu  geben  hat.  Nun 
^Ch  an  diesen  Fonneln  alles  Gesagte  sofort  erkennen.  Die 
iche  für  uns  bleibt  aber,  dass  sich  die  auf  rein  alge- 
^«m  Wege  gewonnene  und  gelöste  Gleichungsart  durch  die 
tragoDK  ihrer  Wurzeln  in  das  Transcendente  als  diejenige 
mogsclasse  erwiesen  hat.  vennöge  deren  eine  beliebige 
Big  der  Winkel,  Bügen  oder  Sectoren  im  Kreise  und  ent- 
ind  der  Sectorflächen  in  der  Hyperbel  bewerkstelligt  wird, 
lehen    von   diesem  unsem    directen    Wege,  hätte  man  erst 


dui'Ch  äussere  Vergleichung  dieser  Gleichuojraolasse  mit  deijenin 
der  gewöhnlichen  Winkelgleichun^en  die  Einerleiheit  beider  fefr 
stellen  müssen  und  hiebe!  den  hyperbolischen  Tbeil  des  S*4- 
Verhalts  nicht  einmal  initerhiilten.  Die  GewinnuDg  der  pn 
allgemeinen  Wahrheit  einschliesslich  der  hyperbolischeo  Gestaltnnc 
beniht  theiJs  auf  dem  Gange  der  Werthipkeitsrechnung.  tboli 
auf  der  aus  unserer  Imaginflrtheorie  stammenden  Repel,  mit  da 
reellen  Fall  auch  immer  den  imaginären  zu  verbiDden  ood  o 
einem  anscheinend  oder  durch  das  Herkommen  isolirten  inifh 
nären  Fall  auch  immer  den  reellen  zu  suchen. 

Zur  Wahrung  der  völligen  Allgemeinheit  der  hier  in  Ftin 
gekommenen  Aufgabe  sei  schliesslich  noch  Folgendes  hemsü 
Die  Mehrheit  der  Wurzeln  ist  keine  Ueberflüssigkeit,  sobald  aa 
das  Problem  in  der  gehörigen  Ausdehnung  formulirt.  Geonieinse 
denkt  man  gewöhnlich  an  einen  gegebenen  Winkel;  dieser»^ 
unmittelbar  nur  einer  sein  und  der  gesuchte  aliquote  Theil  lU« 
wird  demgemäss  auch  nur  eine  einzige  Grösse  sein  können.  '*■ 
fassender  stellt  sich  aber  sofort  die  Frage,  sobald  man  ilieF» 
tion  des  Winkels  das  Gegebene  sein  lAsst.  Zu  dieser  FuDctn 
gehören  dann  unbeschrünkt  viele  Winkel  und  die  Aufgabe  ie 
Theilung  erstreckt  sich  auf  diese  unbeschränkte  Gesamrathe. 
Nun  gehört  allerdings  zu  einem  einzigen  Werth  der  Function  » 
getheilten  Arguments  auch  schon  jene  unbeschränkte  Zahl  > 
theilter  Argumente;  aber  die  unmittelbare  Aufgabe,  welche  liuitl 
die  Gleichung  gelöst  wird ,  bezieht  sich  nicht  direct  auf  die  f? 
theilten  Argumente,  sondern  auf  die  möglichen  Werthe  der  ¥at 
tionen  der  getheilten  Argumente.  Diese  entsprechen  aber  imw 
dem  Grade  der  Gleichung.  Was  also  durch  die  Gleichung  |fr 
liefert  wird,  ist  die  algebraische  Darstellung  der  Function  dfi 
getheilten  Arguments  aus  derjenigen  des  ganzen  Argumenta,  vd 
wenn  diese  einwerthig  ist,  so  hat  jene  eine  dem  Theiler  Mit- 
sprechende Werthezahl,  In  dieser  Fassung  ist  die  Aufgabe  aud 
von  der  Art,  wie  sie  sich  fßr  periodische  Functionen  Qberliaiipt 
stellt  und  sich  in  Abels  „Untersuchungen  über  die  elliptisch«! 
Functionen"  durch  Nachweiaung  derjenigen  Gleichungen  gelöst 
findet,  deren  Wurzeln  die  elliptischen  Functionen  der  getheilta 
Argumente  liefern,  während  die  Coefficienten  von  den  elliptisclMi 
Functionen  der  ganzen  Argumente  abhängen, 

6.    Zur  Vervollständigung  der  WerthigkeitsgesichtspunJtte  fet 
es   nützlich ,  die   Exponentialfunction    e*  von    vornherein   dariof 


wie  die  nach  Potenzen  von  ss  fortschreitende  Reihe 

I  nach  Maassgabe  etwaiger  Werthigkeiten  von  r  oder  dei- 

Hing  von  z  durch  ein  voüstfindiges  werthiges  Polynom  in 

rechend  verschiedene  wei-thige  fiestandtheile  zerfalle.    Der 

I  Fall  ist  zunächst  der  von  +  z,  und  hier  zerlegt  sich 

leihe   in  zwei,    eine  mit  einwerthigen  und  eine  mit  zwei- 

Gliedprn.     Die  erstere  mit  den  graden  Potenzen  ist 

Bihe  für  den  hyperbolischen  Cosinus,  die  andere  die  für  den 

►olischen  Sinns,    Bezeichnet  man  jene  mit  Sj,  diese  mit  s,, 

t  man  e^'  ^^  «,  +  s^.     Wie  die  Reihe  für  den  Fall   von 

—  1  in  zwei  Bestandtheile  zerfällt,  ist  seit  dem  Eulerschen 

1  bekannt;  nur  wird  in  Ermangelung  einer  besondem  Auf- 

amkeit   auf  die  Werthigkeiten    nicht  hervorgehoben,  dass 

fcier  die  eine  Reihe  einwerthig,  die  andere  zweiwerthig  ist, 

ftrstellung  des  Kreiscosinus  durch  eine  grade  Reihenfunctiou 

Sinus  durch  eine  ungrade  ist    Übrigens  selbstver- 

ich ,    und    ebenso  ist  es  die  Heraushebung  von  V  —  1  als 

;  der  Sinusreihe. 

Sne  umfassendere  Idee  von  dem  Zei-fallen  der  Exponential- 

in  verschieden  signirte  Partialreihen  gewinnt  man  bereits, 

man  e"  bildet,  worin  t  in  erster  Linie  eine  primitive  vierte 

Itfiwurzel,  also  —  V  —  1  oder  -i-  V  —  1  und  dann  auch  zu- 

die  übrigen  vierten  Einheitswurzeln ,  also  ausserdem  —  1 

-1,  und  zwar  am  besten  in  der  Reihenfolge  i,  i^,  (',  **  vor- 

Hiebei   zei-fflllt  die  Reihe  quadrinomisch.   so   dass    wir 

;»,  +  (^s,  +  (*S;,  4-  l*s^  erhalten.     Man  theile  nun  diese 

üedrigkeit  zunächst  so  ein,  dass  mau  dafür  (s,  +  '*«,)  -|- 

schreibt.     Alsdann  ist  für  die  beiden  imaginären 

L  gemäss  den  früheren  Feststellungen  Sj  +  i^s^  = 

St  ~  cos  z  und  entsprechend  s,  +  i^s^  ^  s,  —  s^  ^  sin  t. 

ie  beiden  reellen  Werthe  von  i  haben  wir  aber  zufolge  jener 

rilung  und  den  früheren  Feststellungen  s,  +  i-s,  =8,  +  a, 

t  und  enisprechend  s^  4-  ^*s.^  =3,  +  S:,  -■=  sh  z.    Aus  den 

nenen  vier  Gleichungen  können  wir  nun  alle  \ier  Reihen 

imen.      Durch  blosse  Additionen  und  Subtractionen  ergiebt 

B  nämlich  s,  ^  :^  (sh  z  +  sine),  s^  =  \  {ch  z  —  cos  b),  Sj  ^ 

»he  —  sin  z),  s^  =  J  (ck  e  +  cos  c).     Die  weiteren   Partial- 

ttta  oder,  was  dasselbe  heisst,  Partialfunetionen  derExponentiaN 

^on  liefern  also  keine  neue  Gattung  zu  den  circularen  und 
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den  hyperbolischen,  sondern  setzen  sich  aus  diesen  susai 
Analog,  nur  umständlicher  würde  sich  das  Ergebniss  gesl 
wenn  wir  noch  andere  Wertigkeiten  in  Frage  br&chten; 
bleibt  auch  noch  bestehen ,  wenn  wir  z  seine  allgemeinste 
geben,  nämlich  z  =jli  +i*?2  +fh  H-  •  •  •  -f-i*t  setzen, 
zeichnen  wir  dies  nwerthige  Polynom  kui*zweg  onit  p«,  so  eri 

wir  6^"  =is,  +j*S2 +/S3  +  •  •  • +  i"s«;  die  Theilreihe 
$2,  5s, ...  .,5n  werden  aber  nicht  neue  Functionsgattungen,  soi 
lassen  sich  durch  Zusammensetzungen  der  Kreis-  und  der  Hjpe 
functionen  ausdiücken.  Aus  letzterer  Thatsache  folgt,  dass.  1 
sich  werthige  Polynome  sollen  in  AusdiUcke  der  fi-aglicheo  tn 
cendenten  Art  übertragen  lassen ,  die  Glieder  dieser  FoIjh 
auf  irgend  welche  Art  in  Beziehungen  stehen  werden»  üi 
irgend  welchen  zu  Grunde  liegenden  zweiwerthigen  Binomen 
Ui-sprung  haben.  Die  fraglichen  Transcendenten  entsprechen 
lieh  immer  zweiwerthigen  Binomen,  und  es  muss  daher  m 
einen  Ausdrucksweise  zur  andern  eine  Brücke  geben.  Die 
gliedrigen  Polynome  können  daher  nicht  unmittelbar  als 
sondern  nur  mittelbar  in  ihrer  Eigenschaft,  algebraisch 
bare  Gleichungswurzeln  zu  verti*eten,  für  eine  transcendente 
Wandlung  in  Frage  kommen. 

7.  Nachdem  wir  in  diesem  Capitel  und  auch  schon  in  li 
vorangehenden  von  der  imaginären  Grundgleichung  zusammefti) 
der  reellen  einen  so  ausgedehnten  Gebrauch  gemacht  haben,  0 
schliesslich  noch  die  imaginäre  Constantengleichung  platM 
die  wir  uns  aus  jener  abgeleitet  haben,  und  die  in  verschiedet 
Rechnungsbeziehungen  gute  Dienste  leisten  kann.  Auch  ist* 
sowohl  ihrer  Einfachheit  als  ihres  auffallenden  Inhalts  wegen sek 
geeignet,  sich  dem  Gedächtniss  einzuprägen.  Die  eine  Seilet 
selben  ist  die  imaginäre  Einheit  mit  wiederum  der  imagioäi* 
Einheit  als  Exponenten,  die  andere  eine  reelle  Zahl,  nämlicbi 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen,  potenziil  mit  dem  negsü^ 
gesetzten   Yerhältniss  des   Halbkreises   zum  Durchmesser.  ^ 

Gleichung  lautet  also  (V  —  l)  V'^  =  c"  ^  oder  in  unserer  Schml 
weise,  die  hier  die  signirte  Einheit  recht  ins  Licht  setzt,  (ri>^ 

=  e    2.    Dem  Zahlenausdi-uck  nach  ist  e""^  =  0,20788..,«^ 

(V  — 1)K^  =  0,20788. . .  Sonderbar  kann  eine  solche  Gleid« 
nur  von  einem  Standpunkt  aus  erscheinen,  welcher  noeh 


>ige  unserer  Imagjnärtheorie  ist.  Sie  hört  auf.  ein  Cariosum 
in  und  wird  zu  einem  ebenso  begreiflichen  als  nutzlichen 
nittel.  sobald  man  davon  ausgeht,  dass  im  IniaginArzeicben 
bts  als  eine  Regel  für  die  mit  der  beistehenden,  an  sich 
iiten  Grösse  zu  vollzieheuden  Operationen  enthalten  ist.  Sie 
ie  gleicherina.tssen  begründete  Bedeutung,  wie  die  imaginäre 
dgleichung  selbst,  auf  die  wir  sie  jetzt  zurückfuhren  werden, 
!n   Nr.  2   hatten   wir   aus    der  imaginären   Gi-undgleichung 

ts  dargethan.  dass  V  —  1  =  e^  ~ '  ist,  Potenziren  wir  diese 
Jrang  mit  V  —  1 ,  so  ergiebt  sich  die  nachzuweisende  Con- 

engleichung  (V  —  1)^"-' =  e~*.  Man  kann  dieser  Con- 
«Dgleichung  auch  andere  an  <lie  Seite  stellen,  in  denen  in 
Exponentialiiusdruck  der  imaginären  Einheit  die  reelle  Einheit, 
ie  nan  positiv  oder  negativ,  sowohl  fUr  die  Grundzahl  als  für 
Exponenten  an  die  Stelle  der  imaginären  tritt.  In  dieser 
B  hat  man  1  =  e-"  >'  - '  und  —  1  ^  e"  ^'  - ',  Ausdrucke,  die 
Ms  der  imaginären  Gnindgleiehang  ohne  Weiteres  hewahr- 
I  lassen.  Nebenbei  bemerkt,  erhält  der  Begriff  von  (V^  l)  ^~' 
klare  Bestimmtheil  durch  die  allgemeine  Reihe  für  eine 
>ige  Exponentialfunction.  Durch  eine  solche  Reihe  sind  die 
inopsregeln  bestimmt  vermöge  deren  mau  nach  einem  ima- 
ea  Exponenten  die  Potenz  bilden  kann. 
Vas  Qbrigens  den  Gebrauch  der  Constaotengleichung  betrifft, 
km  man  beispielsweise  aus  ihr,  nachdem  sie  einfQrallem&l 
ateHt  ist,  den  Logarithmus  einer  imaginären  Zahl  bestimmen, 
bis  zur  imaginären  Grundgleichnng  zurOckgreifen  zu  mOssen. 
it  man  nAmlich  auf  beiden  Seiten  die  Logaritlimeii,  so  tut 
'^^1  /  (V^^)  =  —  -J  "id  hieraus  (  (V  ^  ]>  =  -J  V  _  j, 

tiejetrige  Gl«chang,  deren  man,  wie  in  Nr.  2  gezagt  worde, 
t,  am  die  Lcfcarithmen  imaginärer  Zahlen  aamgeben.  Ancb 
■w&boten  Nebengleicboogen  1  —  c*"'K^  xmd  —  1  =  e'^-^ 
.oa  der  Coosiaateogleiehnag  selbst  leicht  abzoleiteo,  isden 
»  der  ans  dieser  zuletzt  gewooneBen  Gleicfamtg  die  Zahtea 

r  aad  dea  to  eulstebeDdeo  Andniek  V  —  l  =^  e**  ''  in  die 
FMcoi  erbebe,  bendraagsveiee  qnulrirL    Wai  alw  Mch 

Egeaxwiachfla  da*  drei  QeBnden.  niadieh  e,  ;r  aad 
der  bnagjntrea  Eäsbeiteo  ia  ¥n^» 
L 
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80   sind    sie  in  unserer  Gi-un<]^leichun;z   dieser   Constsnten  mit- 
enthalten  und  brauchen  daraus  nur  durch  gewöhnliche  und  lüt 
liecende    Umformungen    entwickelt    zu    werden,       FOr    du 
dächtniss  ist  es  vortheilhaft,  fUr  allerlei  Bestiiiiiimngeu  und 
Beweise  einen  solchen  festen  Anhaltspunkt    zu    faabeo.     Gi 
man  hat  die  Periode   der  EsponentiatfunctioDen    zu   bestimas 
und  zu  beweisen,  so  karm  dies  aus  der  CoustanteDgleichun;  ^ 
einfach  geschehen;    denn  sobald  man   aus    ihr  l^=«''>~'oi 
wickelt  bat,  weiss  man  auch,  dass  die  Additiou  von  2rtV-l 
zum  Exponenten  der  Exponentialfunction  nur  eine  MultiplialÄ 
dieser  Function  mit  1,  also  keine  Wei-thverftudei-onp  mitsidibnu^ 


Zwiilftes  Capitel. 

Fanctioneu  werthig  gethellter  Arsamente. 

1.  tn  der  bisherigen  Mathematik  sind  die  Untei-schicde  K 
Werthigkeit  nie  von  vornherein,    grundsätzUch    und    umfuMi 
sondern  nur  nebenbei  und  insoweit,  als  sie  sich  als  unam^a^ 
gradezu  aufdrängten,  zur  Berücksichtigung  gelangt.     In  manck 
Verzweigungen  der  Mathematik  hat  man  die  Mehrwerthigkö« 
förmlich    ignorirt   und   deren    gelegentlich  unvermeidliches  V« 
kommen  als  eine  Art  Belästigung   betrachtet,  mit  der  diu  ad 
am  liebsten  gar  nicht  zu  schalen  machte.     Auch    wird  es 
durch    diesen  Umstand  erklärhch,    wie   in  der  Differential- 
Integralrechnung,  ja  eigentlich  in  der  ganzen  Analysis  mit  Ais- 
nähme  der  eigentlichen  Algebra  und  ein  paar  naheliegender  FlB*. 
die  Mehrfachheiten  der  Werthe  haben  so  gut  wie  ausser  Fnf 
bleiben    können.     Noch   Niemand   hat  sich   principieU    mit  da 
Untersuchung  abgegeben,    was  beispielsweise  für  das  Diflereottii 
oder  Integral  eifolge ,   wenn    die  zu  ditferenzirende  oder  zu  ilt^ 
grirende  Grösse   mehrnerthig  ist.     Wie   beschränkt    aber  stA 
selbst  in  der  eigentlidieo  Algebra   die  Auffassung    der   Weiifc- 
unterschiede  bisher  verblieben  war,    dafßr  ist  die  Thatsacbe  ö 
Zeugniss,  dass  da,  wo  wirklich  die  Wertbezahlen  eine  erhebU^ 
Itolle  gespielt  haben,  dies  ausschliesslich  am  Leitfaden  der  |«^ 
matativeo  Werthe  der  Gleichungswurzeln  geschehen  ist. 


IDt 


Am  allgemeinsten  «erden  wir  den  neuen  leitenden  Gedanken 
loszudrücken  vermögen,  wenn  wir  uns  sofort  an  den  Begriff  einer 
mathematischen  Function  überhaupt  halten.  Eine  solche  ist  jede 
Art  von  Abhängigkeit,  verniöpe  deren  eine  Grösse  aus  einer  an- 
dern durch  irgend  eine  Regel  bestimmt  wird,  mag  diese  Kegel 
durch  Rechnungszeichen  oder  sonstige  analytische  Begriffe,  oder 
aber  unmittelbar  aachlich  durch  geometrische,  mechanische  oder 
andere  Festsetzungen  gegeben  sein.  Der  Grund  oder  die  Ui-sach- 
lichkeit,  durch  welche  eine  Grösse  aus  der  andein  hervorgeht, 
ist  eben  das,  worin  die  functionelle  Beziehung  besteht.  Hienauh 
besteht  die  gesammte  Mathematik,  wenn  man  sie  einheitlich  in 
Ihrer  entscheidenden  Aufgabe  auffasst,  in  der  Ergründung  und 
Dai'stellung  der  erheblichen  Arten,  wie  die  sachlich  wirklichen 
oder  die  gedachten  Grössen  von  einander  Functionen  sind  oder 
sein  können,  l'm  functionelle  Abhängigkeit  handelt  es  sich  auch 
in  den  Gebilden  der  F.lementargeometrie ;  denn  der  Kern  der 
Angelegenheit  ist  auch  hier  immer  die  Darlegung,  wie  gewisse 
Grtissengestaltungen  von  gegebenen  Bedingungen,  die  wiederum 
Grössen  und  an  diese  geknüpfte  Regeln  sind,  abhängig  werden. 
Wo  man  also  auch  die  Mathematik  ins  Auge  fa.sse,  ob  in  ihrem 
alten  geometrischen  Fussgestell  oder  auf  den  Höhen  der  rein 
analytischen  Abstraction  und  der  Behandlung  der  entlegensten 
Trnnscendenten ,  überall  ist  sie  im  weitesten  Sinne  des  Worts 
eine  Lehre  von  Functionen  und  in  ihrer  neuern  Gestalt  auch  un- 
mittelbar eine  Rechnung  mit  solchen. 

In  der  functionellen  Abhängigkeit  kann  es  nun  wohl  kaum 
einen  fundamentaleren  Unterschied  geben,  als  den,  der  sich  ein- 
stellt, je  nachdem  die  Regel  der  Abhängigkeit  nur  auf  eine  ein- 
zige oder  auf  mehrere  Möglichkeiten  führt.  Alle  zugleich  ur- 
sprünglichen und  directen  Herleitungen,  in  denen  gradeswegs 
eine  Ureäcblichkeit  veilreten  oder  als  ideell  bestimmender  Grand 
vorhanden  ist,  liefern  selbstverständlich  nur  ein  einziges  Ergeb- 
niss.  Wo  man  aber  den  umgekehiten  Weg  einscblftpt,  also  jene 
dii-ecten  Functionen  umkehrt,  denkt  man  ii^end  eine  Grösse  zu- 
nächst als  Ergebniss  directer  Operationen  und  sucht  nun  dazu 
die  Voraussetzung.  Letztere  rauss,  wie  die  Ursache  zu  einer 
Wirkung,  mehrfach  sein  können,  und  hierin  liegt  auch  der  letzte 
Gmnd  aller  Mehrweilhigkeiten,  Sind  nun  aber  auf  diese  Weise 
einmal  Mehrwerthigkeiten  vorhanden,  so  können  sie  selbst  auch  der 
Ausgangspunkt  directer  Operationen  werden,  und  nur  so  erklärt 


I 


es  sich,  wenn  auf  dem  directeu  Wege  Mehrwerthigkeiten 
nicht  eDtstehen,  aber  doch  erhalten  werden  köoneD.  Der  FiD, 
dass  sie  versohwindeD,  kann  nur  deijenige  der  ZurDckthaan^Tn 
Schritten  solcher  Art  sein,  durch  die  sie  ui-sprUnjzlich  entstanila 
sind  oder  entstehen  konnten.  Die  Frage  also,  ob  in  Fol^e 
OperätioQsart  mehrere  Ergebnisse  enistehen ,  sich  erhalten  oia 
sich  zu  einem  zusammenziehen,  gehört  nothwendig  zu  allen  Rtck> 
nungsproceduren  und  Functions  Vorstellungen. 

Schon  für  den  Fall  einfacher  und  einwerthiger  ArgumeaU 
bieten  die  verschiedenen  indirecten  Functionen  VeranlassuD|i,  dit 
Vielfachheit  ihrer  Werthe  in  Anschlag  zu  bringeo.  Auch  handd 
es  sich  hier  nicht  blos  um  Werthigkeiten  im  engei-n  Sinne, 
nicht  etwa  blos  um  Signirungs werthe,  sondern  auch  um  audentW 
Mannigfaltigkeiten  der  Bestimmung.  Die  willkQrlicben  Ci» 
stanten  der  Integrale  sind  ein  Beispiel,  wie  eine  indtrecte  (f*- 
ration  eine  unbeschränkte  Zahl  von  Werthen  liefern  könne.  Vt 
wollen  uns  jedoch  hier  vorzugsweise  an  die  eigentlicheo  Wertf 
keiten  halten  und  zwar  speciell  den  Fall  ins  Auge  fassen, 
bereits  die  Argumente  der  Functionen  als  siguirte  Gi-tesw 
geben  sind.  Es  versteht  sich .  dass  eine  solche  Werthigki 
Alimente  nur  wiederum  aus  Functionen  und  zwar  aus  indj 
Functionen,  in  jedem  Fall  also  aus  irgend  einem  Rechnt 
sammenhange  herstammen  oder  herstammend  gedacht  wert« 
müsse.  Die  Untersuchung  dieses  Ursprungs  gehört  aber  der  Rc^ 
nach  nicht  zur  Hauptaufgabe,  die  auch  ohne  ihn  versUadUct 
bleibt. 

Die  einfachste  Form,  in  welcher  sich  die  werthigea  Atgt 
mente  darbieten  können,  ist,  wie  überhaupt,  so  auch  im  Fd 
von  Signirungswerthen.  die  eingliedrige.  Jedoch  ist  in  Roekädt 
auf  die  Hauptsache,  wie  wir  bald  sehen  werden,  nur  eine» 
scheinende  Vereinfachung  vorhanden;  denn  sobald  es  sieb  aa 
die  Bestimmung  der  Form  der  Function  handelt,  wird  im  Allff- 
meinen  zwischen  den  mehigliedrig  werthigen  und  den  eingliorlriit 
werthigen  Argumenten  kein  wesentlicher  Unterschied  plat^greifei. 
Auch  fUr  eingliedrige,  aber  werthige  Argumente  werden,  wie  wir 
im  vorigen  Capitel  an  der  Exponentialfunction  gezeigt  haben,  i» 
Functionen  mehrgliedrigwerthig.  und  demgemäss  kann  bei  nagt- 
kehrter  Functionsheziehung  auch  der  umgekehrte  Fall  tw 
kommen.  Man  hat  aber  noch  einen  weiteren  Grund,  von  TO»'' 
herein  grade  von  dem  allgemeinen  Fall  der  getheilten  ArgtuiMM 
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szugehen.  Die  eingliedrigeo  sind  nämliuh  insofern  von  gerin- 
rem  Interesse,  weil  bei  ilinen  ein  Hauptumstttnd.  nämlich  eine 
rthige  Ungleicharti^keit  der  BesUvndtfaeile  nicht  unmittelbar, 
idem  nur  erst  in  der  Function  selbst  in  Frage  kommt. 
l)rigens  können  getheilte  Argumente,  auch  ohne  dass  ein  Un- 
sehied  der  Signirung  vorhanden  ist,  schon  allein  dadurch  ein 
icresse  erhalten,  dass  ihre  Stücke  von  einander  uiiabhilngig  be- 
Euabar  oder  sonst  selbständig  und  untei'schiedlich  behandelbar 
rauegesel^t  werden.  Die  Getheiltbeit  der  Argumente  ist  daher 
"  viele  analytische  Darlegungen,  auch  abgesehen  von  aller 
EBirungswerthigkeit,  von  grosser  Bedeutung;  sie  wird  es  aber 
k.  80  mehr,  sobald  auch  noch  tue  Gesichtspunkte  von  reeller 
■K  imaginärer  Werthigkeit  mitwirken.  Der  imaginäre  Fall,  der 
jigcige,  den  man  an  und  für  sich  bisher  ein  wenig  in  Betrach- 
■g  gezogen  hat,  ordnet  sich  in  unserm  System  der  Rubrik  der 
irthigen  oder  signirten  Grössen  überall  unter.  Auch  ist  iu  der 
^H  eine  itusserliche  Trennung  beider  Fälle  nur  bei  den  Binomen 
■glich ;  denn  mehr  als  zwfigliediige  Ausdrücke  enthalten  in 
per  mehifachen  Werthigkeit  und  Signirung  auch  immer  Iniagi- 
aritäten. 

2.  An  die  Spitze  alles  Weiteren  muss  der  Satz  treten,  dass 
B  Function  einer  aus  werthigen  Gliedern  bestehenden  Grösse 
|l  Allgetneinen  in  ebensolcher  Weise  zusammengesetzt  sein  wird. 
|v  Function  eines  werthigen  Polynoms  ist  wiederum  ein  solches 
iW  «war  eines  mit  denselben  Vorsetzuugen.  Die  Fälle,  in  denen 
■S^oe  Signiningen  dadurch  vei'sch winden,  dass  deren  Factoreo 
*  \iill  werden,  sind  nicht  wirkliebe  Ausnahmen,  sondern  in  der 
lOpti-egel  mitenthalten.  Ebenso  ist  es  keine  eigentliche  Aus- 
wne,  wenn  die  ganze  Function  Null  wird,  indem  alle  Factnren 
'  werthigen  Voreetzungen  Null  werden.  Die  werthig  polynonie 
Ib  der  Function  ist  ja  dann  sogar  recht  sichtbar  auch  für  den 
ttwerth  vorhanden.  Diese  Gestaltung  haben  wir  bereits  Uher- 
d*  vor  uns  gehabt,  wo  wir  die  werthigen  Wuraelfoimen  in 
■btupt^leichung  einsetzten  oder  eingesetzt  dachten. 
^Die  Function ,  für  welche  der  ausgesprochene  Satz  jedesmal 
^pwendung  kommen  soll,  kann  jeglicher  Art,  also  rational, 
IKonaJ  oder  auch  transcendent  sein.  Dementsprechend  be- 
beo  »ir  daher  auch  den  Satz  von  vomherein  in  seinem  um- 
odsten  Sinne,  wenn  wir  uns  die  Functionen   gleich  in  der 

I  der  Maclaurinschen  Reihe  in  Frage  denken.    Solche  nach 
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ganzen  nnd  positiven  Potenzen  des  ArgumeiitB  ioirtsAmtakiä 
können  als  Repräsentanten  aller  Arten  von  Fnadkmäfk 
fbr  ganze  rationale  Functionen  lanfen  sie  in  eine  geBdilo«n;n 
in  eine  unbeschränkte  Zahl  von  Gliedern  aus.  Es  sei  aho  Mk 
liebige  Function  f(x)  und  x  =  a  +jh'{'j^C'i'j'd+... 

gegeben,   so    ist  zunächst  f(x)  =  f(0)  +  f'(0)x+'-^^ 

H-  ...   zu  entwickeln  und  hierin,  möge  die  Beibe 
sein  oder  nicht,  für  o;  das  werthige  Polynom  dnzoselsi. 
Klammem  sind  alsdann  au&uUteen,  die  Vorsetznog^  uAi 
Regeln  der   Werthigkeitsrechnung   auf  die  MinimalpotaMil 
reduciren  und  schliesslich  die  Glieder  der  ganzen  Rahe  nail 
Potenzen  von  j  zu  ordnen  und  zusammenza&LSseo.    Auf 
Weise  ergeben  sich  soviele  Signirungspotenzen  und  als  Fi 
dazu  soviele  Reihen  als  in  dem  Polynom  f&r  x  Glieder 
sind.    Auch  müssen  die  Potenzen  von  j  nicht  nur  in 
Anzahl  entstehen,  sondern  auch  dieselben  werden ,  die  in 
mentpolynom  figuriren.    Bezeichnen  wir  daher  die  vei 
Partialreihen ,   die  wir  erhalten,  mit  5o«  5|,  5«,  s^  0.8.1.1 
bedenken  dabei,  dass  ihre  Glieder   auch  von  endlicher 
sein    können ,    so    haben    wir   allgemein    /*  (a  +  i  ^  +  h^ 
fd  4-  .  .  .  4-i"-'A)  =  So  +i«i  +fs^  +i^5,  +. 

\Vir  sind  davon  ausgegangen,  dass  j  alle  seine  Weriki 
präsentire.  Setzt  man  also  statt  derjenigen  primitiven  Bii^ 
Wurzel,  die  es  etwa  in  erster  Linie  vorstellen  soll,  einii 
andern  Werthe,  z.  B.  j^  ein,  so  muss  man  dies  übereiDStiK 
auch  in  der  sieh  ergebenden  Function  thun.  Der  Beweis  0 
alle  diese  Fälle  mit;  denn  wir  haben  in  seinem  Gange  ttbs^ 
speciellen  Werth  von  j  nichts  vorauszusetzen  gehabt,  indeii 
Potenzreducii-ungen  einzig  und  allein  darauf  beruhten ,  dtss^^ 
ist,  was  ja  für  jegliches  j  gilt.  Hienach  gilt  übrigens  dffi 
weisende  Sehluss  auf  die  entsprechende  Foim  der  Function  * 
blos  für  Polynome  mit  vielwerthigen  Gliedern,  sonder«  * 
überhaupt  für  unterschiedlich  signirte  Polynome,  auch  wen 
ihnen  die  andern  Werthe  nicht  mitgegeben  sind. 

Da  wir  uns  bei  dem  Beweise  unseres  Satzes  auf  die  Hid 
rinsche  Reihe  gestützt  haben ,  so  ist  noch  ausdrücklich  (te 
denken  zu  beseitigen ,  dass  Schlüsse  aus  dieser  Reihe  nur  i 
unmittelbar  entscheidend  sind,  wenn  man  den  Fall  der  Co» 


'  genz  voraussetzen  darf.     Letzteres  konnten    wiv  stillschwei 

'  thun,  da  rtie  Converjüenz  für  einen  hinreichend  kleinen  Werth  des 

'  Arguments   im  Allgemeinen  vorhanden  sein  wird  und  sich  aus 

'   der   Form    der   Function   fUr   diesen   Fall   auch   auf  das  Uebrige 

Bchliessen  lässt.     Hat  man  nämlich   ftlr  irgend  einen,  wenn  auch 

noch  so  kleinen  Werth  des  Ar;^mentes  x  den  Satz  vennittelst  der 

Maclauiinschen  Reihe  festgestellt,  so  kann  man  mit  Hülfe   der 

'  Taylorsehen  Reihe  zeigen,   wie  er  auch  fdr  den  Werth  x+i 

I  gelten  müsse,  in  welchem  i  einen   derartig  klein  genommenen 

I  Zuwachs  bezeichnet,   dass  die  Reihe  f{x-}-i)~=f[x]-^f'{x)i 


1 


.  convergent  wird.    In  dieser  Reihe  sind   fix). 


f'(x),  fix)  u.  8.  w.  erwieseneimaaseen  werthige  Polynome,  und 
I  ebenso  sind  t  und  demgemilss  dessen  Potenzen  ebensolche 
I  werthige  Polynome.  Löst  man  also  die  Klammern  auf,  i-eilucirt 
die  Potenzen  von  j  und  ordnet  nach  diesen,  so  erhält  niitn  für 
f{x  +  i)  ein  Polynom  von  derselhen  Werthigkeitsform  wie  fftr 
i  fix).  Man  kann  nun  die  Operation,  von  jenem  Werth  von  x, 
,1  ftlr  den  die  Madaurinsche  Reihe  convergent  ist,  durch  einen 
I  kleinen  Zuwachs  /  zu  einem  andern  Werth  von  x  üheraugehen, 
|.  beliebig  wiederholen  und  hiedurch  zu  jedem  Werthe  von  x  ge- 
.  langen.    Auf  diese  Weise   bewahrheitet  sich  die    Constanz   der 

werthigen  Form  der  Function  bei  allen  Werthen  von  x. 
i  Soweit  die  Gültigkeit  jener  Potenzenreihen  reicht,  ist  nun 

auch  der  Satz  von  der  con-espondirenden  Wertliigkeitsform  der 
Functionen  und  ihrer  Argumente  erwiesen,  und  jenes  Gültigkeits- 
bereich ist  die  allgemeine  Regel,  nach  der  man  bisher  in  der 
ganzen  Analysis  verfahrt.  Um  aber  in  voller  Strenge  auch  die- 
jenigen Fälle  zu  umfassen,  in  denen  eine  nach  ganzen  und  posi- 
tiven Potenzen  fortschreitende  Reihe  für  bestimmte  Werthe  des 
Arguments  ein  für  den  Functionswerth  unbrauchbarer  Ausdruck 
wird,  muss  man  gradeso,  wie  es  auch  überhaupt  in  solchen  Fällen 
für  die  ganze  Differentialrechnung  nnthwendig  ist,  die  betreffenden 
Sondergestal tungen  speciell  untersuchen.  Namentlich  durch  La- 
grange sind  die  fraglichen  Schranken  der  gewöhnlichen  Potenzen- 
reihen im  Hinblick  auf  das  Gebiet  der  Differentialrechnung  ins 
Licht  gesetzt  worden.  Für  unsere  Zwecke  können  wir  daher 
gleich  voraussetzen,  dass  man  in  den  AusnahmefMlen  auch  eine 
sei  es  geschlossene  oder  ungeschlossene  Reihe  erhÄlt,  in  der  aber 
die  Exponenten  auch  Negativitftten  und  Brüche  enthalten. 
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Um  nun   unsern   Satz  auch   auf    diesen    Fall   aisniddi 
d&ss  ancb   die  DegativeD  iiiid<ü*f 
brochenen  Potenzen  des  Arguments  beziehungsweise  des  Zöwi 
PoljDome   von    übereinstimmender    Fomi    werden    mOsseo.    El| 
diesen  Sacbverhalt  für  negative  Potenzen  darzutbun,  bnuiciitH 

dieselbe  Wei-tbtgkeitsfDnii  »J 
—  in    einen  Brach  i 


8icb  Dar  zu  überzeugen,  dass 

haben  mßsse.     Hiezu   verwandele  man 

einwertbigem  Nenner,  indem  man  Nenner  und  Zähler  mit  d 
übrigen  Wertbformen  von  x  multiplicirt.  Nennen  wir  ifie  d 
mittelbar  gegebene  Wertbform  zur  genauem  Unterscheiduej 
statt  X  und  die  andern .  in  denen  j-,  p. 
von  j  treten,  x^,  x^,  i,,  —  x„,  so  können  wir  jenem  Bnuil 

Form     ^^  '^^  ^*  ■--•  -^—  geben.    In  dieser  Gestalt  ist  tK,i 

X,  X^  X.i  X^    .  .  .   Xh 

man  leicht  sehen  kann,  ein  werthiges  Polvnom  der  fragliclieiil 
ilenn  sein  Ziihler  wird,  wenn  man  die  Mnltiplicationen 
ein  vielwerthijies  Product  solcher  Polynome  und  muss  als 
die  WerthigkeitBform  der  Factoren  annehmen;    der  Nenner 
wird,  wie  gesagt,  einwerthig,  weil  er  ein  Product  von  s&mmtlicitl 
Weilhen  ist,  und  er  dividirt  daher  einfach  die  Factoren  dett» 
tenzen  von  j  im  Zähler,  ohne  an  der  WertfaigkeitsgeetiH 
Zählers  etwas  zu  ändern 

Fur  gebrochene  Potenzen  lässt  sich  der  Satz  dadi 
weisen,  dass  man  sie  nach  dem  binomischen  Satz  in  eine 
entwickelt,  indem  man  in  a:  =  o  +  j6 -f-j*c -h 
zweitbeihg  a  als  den  einen  und  die  übrigen  Glieder  als  it 
dem  BestandtheiJ  bebandelt  Alsdann  ubeilragen  sich  alle 
Potenzen  auf  a,  und  j  kommt  nur  mit  ganzen  positiven  Ex[ 
vor.  IHe  fragliche  Reihe  ist  converpentj  wenn  a  nicht  Ni 
und  der  zweite  Bestandtheil  hinreichend  klein  gewählt 
Haben  wir  aber  einmal  für  diesen  Fall  die  Werthiokeitefoi 
können  wir  nach  dem  oben  angegebenen  Vei-fahren  vei 
der  Taylorschen  Reihe  zu  jedem  andern  Werth  gelangen,  ii 
wir  in  Stufen  von  kleinen  Incrementen  zu  immer  ^rftsseM 
Werthen  übergehen.  Hiemit  ist  der  Satz  für  positive  gebiwh* 
Potenzen  erwiesen.  Für  negative  gebrochene  Potenzen  bedari  « 
keiner  beaondern  Wendung;  denn  hier  tritt  nur  —  an  die  Stölf 


und  es  ist  bereits  im  Falle  der  panzen  Potenzen  darge- 
ie  hiedurch  die  Werthigkeitsforra  der  Function  nicht  ge- 
werden könne. 

Der  Fundamentalsalz,  dass  in  der  Function  die  ailge- 
Werthipkeitsfonn  die  des  Arguments  sein  mDsse,  erfährt 
TBte,  einfachste,  aber  auch  wichtigste  Anwendung  da,  wo 
l  unmittelbar  um  nichts  als  zweiwerlhige  Binome  handelt, 
rdiese  nun  reell  oder  imaginär  sein.  Diese  Gestaltung  ist 
die  Grundgestaltung.  weil  sich  alle  analytischen  Ausdrücke 
llfacher  Werthigkeit,  seien  sie  rein  algebraisch  oder  auch 
mdent,  durch  Auflösung  der  Mehrwerthigkeiten,  d.  h.  der 
swuraeln,  auf  die  Fonn  des  zweiwerthigen  Binoms  a  +  ß 
1  lassen.  In  dieser  Form  können  a  und  ß  selbst  wiedemm 
e  Werthe  haben.  Uebrigens  kann  man  auch  jede  zwei 
{e  einfache  Werthe  oder  Grössen  q,  und  q^  jener  Form 
rdnen,  indem  man  gi  ^  a  -}-  /i  und  q^  -  a  —  ß,  also 
(j,  +  (/,)  und  ß  ^  l  iQi—qtl  setzt  Uns  sind  jedoch  nur 
[en  Binome  wesentlich,  deren  Zweitheiligkeit  auf  einer 
Ehen  Vorbedingung,  nämlich  auf  dem  Vorbandensein  einer 
Itwurzel  beruht,  durch  welche  die  Zweiwerthigkeit  von  ß 
;  wird,  während  a  davon  unabhängig  und  relativ  einwerthig 
In  diesem  Sinne  sind  die  zweiwerthigen  Binome  hinreichend 
rin  gedacht,  indem  der  Ausdi-uck  unter  der  Quadratwurzel 
bleiben  oder  negativ  werden  kann,  je  nachdem  sich  die 
tnisse  der  Grössen  zu  einander  stellen. 
Betrachten  wir  nun  den  allgemeinen  Satz  in  dem  besondem 
'4,  den  er  fur  ein  zweiwerthiges  Argument  a  ->-  b  annimmt.  In 
Bm  Argument  kann  a  unter  Umständen  auch  Null  sein.  Man 
L  aber  stets  ganz  allgemein  /(a  +  b]  =  a  +  ß  haben.  Beispiele 
den  einfacheren  Functionstypen  liegen  nahe.  Setzt  man  etwa 
IPotenzfunction  (n  +  bi"  voraus,  so  bilden  alle  Glieder  mit  un- 
len  Potenzen  von  b  zusammen  den  zweiwerthigen  Bestandtheil 
vSbrend  die  Übrigen  den  einwerthigen  a  darstellen.  Hat  man 
-£xpoDeutialfunction  e°+*,  so  hat  man  dafür  zunächst  c^ei*; 
■t  aber,  wie  schon  früher  gezeigt,  e+*  -  ihb -\  s/ib;  wir 
>ll  also  a  —e'chb  und  ß^e'shb.  Für  die  Dai-stellung  des 
Wthmus  eines  zweiwerthigen  Binoms  bedürfen  wir  eines  den 
lafunctionen  analogen  Begritfa  für  die  hyperbolischen  Func- 
■n.  In  l(a  +  b)  verwandeln  wir  zunächst  das  Argument,  wie 
hjin  sagen  möchten,  in  eine  Bifunction,  d.  )i.  in  denjenigen 
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binomischeo  Ansdnick,  der  in  Modulos  und  CiUTenfimdii 
siebt  Wir  baben  alsdann,  wie  froher  dargethan,  a±h- 
+  8hß)  =  Qe±'   und   bieraus  durch   Nehmen   der  Logi 

/  (a  +  6)  =  Uq)  -i-  £.     Nun  ist  cäjbt  =s  —  =  -.- —  —  .  1 

wir  nun  zum  hyperbolischen  Cosinus  das  Aj^gameot,  d. 
deller  die  Area  und  bezeichnen  eine  solche  umgekdirte  Fi 

mit  ar  ch^  so  haben  wir  g  =  ar  ch    ,  and  doj 

Wa^  —  V 

l(a±b)  =  l  (yä^-Tfti)  x  ar  ch    .— ^— .     Im  praUscb 

y  ar  —  6* 

brauch  ist  es  natOrlich  bequemer,  die  hyperbolischoi  Tai 

zu  gebrauchen,  wie  Oberhaupt  auch  bei   den  trigODomel 

Bifünctionen  und  allen  ähnlichen  ümwandlungsaufgabcn 

Dützung  der  Tangenten  anstatt  der  Cosinus  und  Sinus  I 

wirkliche  Ausfbhrung  der  Rechnung  vortheilhafter  ist  Uns 

es  aber  vor  Allem  darauf  ankommen,  die  GrundTerhältoi 

mittelst  der  an  sich  einfachsten  Curvenfunctionen  zu  erli 

Der  Fall  von  sin  (a  + 1)  bedarf  kaum  einer  Eriii 
denn  die  allbekannten  Formeln  sin{a  +  b)  =  sma  cosh 
sin  h  und  sin  {a  —  6)  =  sin  a  cosb  —  cos  a  sin  b  zeigen 
Vereinigung  sin  (a  +  6)  =^  sin  a  cosb  +  cos  a  sin  b  die  T 
der  weilhigen  Bestandtheile.    Hiebei  ist  darauf  aufoerl 
machen,  dass  es  eine  Zwischenfoim  mit  werthigen  Argi 
giebt,  nämlich  sin  {a  +b)  =^-  sin  a  cos  (±b)  +  cosa^ 
Aus  dieser  geht  die  erstere  hervor,  wenn  man  beachtet, 
Cosinus  eines  zweiwerthigen  Arguments,  d.  h.  eines  positi 
des  gleich  grossen  negativen  Bogens  einwerthig  dersell 
cos  (±  b)  ^=  cosb,  und  dass  andererseits  der  Sinus  in  { 
Falle  zweiwerthig,  also  sin  (+  b)  =  +  sinb  ist. 

Nach  dem  Vorangehenden  ist  die  blosse  Hinweisung 
Beziehung  cos  («  +  &)  =  cos  a  cos  b  J^  sinasinb  wohl  ge 
dagegen  bleiben  noch  die  hyperbolischen  Functionen  üb 
welche  wir  analoge  Formeln  erhalten,  indem  wir  von  ihrei 
beziehung  zu  den  Ereisfunctionen,  die  sich  durch  das  Imagü 

mittelt,  ausgehen.    Da  wir  nämlich  überhaupt  ch  x  =  cos( 

haben ,  so  wird  zunächst  cA  (a  +  6)  =  cos  (a  V  —  1  + 

=  cos  (a  V  ^^  cos  (6  V^T)  -f  sin  (a  V  — T)  sin  (b  V  — T) 
setzen  wir  nun  die  Kreisfunctionen  imaginärer  Argui 
hyperbolische  zui*Ock,  so   erhalten  wir  das  gesuchte  1 


[ü+b)^chai^b  +  shashb.     Auf  entsprechenile    Weise 
let  man  sh  {a  +  &)  =  sh  a  ck  b  +  ch  a  sh  b. 

Da  der  Satz  von  der  üebereinstimmunK  der  Werthi^rkeitsform 

1    nui'h   einen    zweiten  Sinn    hat,    nämlich    bei   blossen  Sig- 

Bgen,   die  ohne  Einscfaluss  der  Mehrwerthigkeiten   gegeben 

die  Uebereinstimmung  der  Signirungsform  in  Function  und 

aent  zu  verbürgen ,  so  ist  auch  einfach  /(o  —  b)  =  o  —  fi. 

keisst  soviel,  dass  man  im  Voraus  absehen  kann,  die  Func- 

■änes  als  Differenz  gegebenen   Arguments  werde  eine  ent- 

bende  Ditferenz  sein,  in  welcher  das  Minuszeichen  gleichsam 

Function    desjenigen    im    Argument    ist.    Man    kann   noch 

iBchritt  weiter  gehen  und  überhaupt  ein  zweitheiliges  Argu- 

ins  Auge  fassen,    dessen  ßestandtheile  sich  nicht  einmal 

ungleiche  Signirung  kennzeichnen.    Auch  in  diesem  Falle 

lie  Form  des  Arguments  einen  maas^ebenden  Fiofluss  auf 

Form    der    Function;    aber   von    Interesse   und    der    Unter- 

fesng  wertli  kann  diese  Beziehung  ei-st  dann  werden,    wenn 

id    eine    Selbständigkeit    der    Argumentstucke    und    Ihrer 

■igen  Veriinderungen  in  Frage  kommt. 

mA.  Für   das    Gebiet    der  Differentiationen  lässt    sich    unter 

■usetzung  eines  zweiweithigen  Arguments  eine  nicht  unwich- 

pGrundbeziehung  zwischen   den    correspondircnden  Bestand- 

uen  der  Differentiale  ableiten,    von  der  man  bisher  nur  den 

ipD&ren    Specialfüll    gekannt    hat.    Es   sei    f(a  +  b)   die  zu 

terenzirende  Function,    so  haben  wir  nach  dem  Satz  von  der 

ireinstimmenden  Werthigkeitsform  f(a  ±  b)  =  a  +  fi  und  deni- 

das   ilfin  ±b)=  da  ±  dß.    Entwickelt  man   /(n  ±  6)   nach 

'  Tajiorsthen  Reihe,  so  stellen  die  Glieder  mit  den  ungi'aden 

Anzen   von  b  den  zweiwerthigen   und  die   Ubiigen    den   ein- 

rthigen   Bestandtheil  dar.    Die  Reihe  zerfällt   demgeniäss   in 


ri«)    ; 


i/"'"'"-      2.3 

ntialquotienten  in  Beziehung  auf  a 


•2  ^  2,3.4 

Nimmt    mau    nun 


den 


hat    man  -,—  = 
aa 

ru«)  , 

2.3.4 
nenn  man  toq  (t  den  Ditferentiiilquotienten  in  Be- 


Denselben   Ausdruck   er- 


auf  b  nimmt-    Man  hat  also 


-,  und  nach  dem- 
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selben  Verfahren  findet  sich  auch  -jr-  =  -^  --.     Diese  Beoek 

ab  da 

gen  lassen  sich  in  Worten  so  zusammenfassen :    Der  DifibreDta 

quoticnt  des  einwerthigen  Bestandtheils  der  Function,  genomn 

nach  irgend  einem  der  Bestandtheile  des  Aiiguments,  ist  gl» 

dem  Differentialquotienten  des  zweiwerthigen   Bestandtheik  i 

Function,  genommen  nach  dem  andern  Bestandtheil  des  Argumei 

Da  unser  Beweis  nur  fbr  den  Fall  der  Möglichkeit  der  Ti 
loi*schen  Reihe  und  auch  unmittelbar  nur  für  deren  Gonvop 
den  Sachverhalt  veranschaulicht,  so  fQgen  wir  eine  «ea« 
anschauliche,  dafQr  aber  directe  und  sofort  alle  Fälle  umfnsei 
Ableitung  hinzu.    Bezeichnen  wir  a  +  b  mit  x  und  a±ß  vä] 

so  muss  -,  -  sich  so  gestalten,  dass  es  von  der  Zusammeosetai 

von  o;  unabhängig  bleibt;  denn  ein  Differentialquotient  kano 
davon  abhängen,    auf  welche  Weise  man  die   Vennehmii; 
Arguments  bewirkt.    Letztere  kann  auf  dreierlei  Weise  g( 
indem  man  den  einen  oder  den  andern  oder  beide  Bestandt 
wachsen  lässt.    Wird  a  um  da  vennehrt,  während  b  unve 

bleibt,  so  ist  dx  =  da.    Hiebei  nimmt  nun  y  um  -^  da  0,9] 

dass  man  -^  da  =  ~-  (f^  und  hieraus,  in  Folge  der  GW* 
da  dx  10 

heit  von  da  und  drr,  die  Beziehung  -^  =  -J'-  hat  Auf* 

°  da         dx 

löge  Weise  findet  man  durch  ausschliessliche  Vermehrung  vfll^ 

die  weitere  Beziehung  -,-j^  '^  -r^«    Aus  den  beiden  GleÄ 

-r-ab         rt.i' 

gen  folgt  weiter-^  =    i-y^-    Setzt  man  nun  hierin  dciB 

für  dt/,  so  erhält  man    ,  -  +  -j^  =  +  -jr-  H — jt^,  und  di* 
^'  da  —da        —  db  db 

Gleichung   zerfällt   nach   der  Werthigkeitsregel  in  die  Ptfti^ 
gleichungen  y^  =  -ry  und  -rr  =  "^^  womit  gleich  die  fr 

Sammengehörigkeit    dei-    beiden    aufgestellten    Beziehungen  ^ 
wiesen  ist. 

Die  imaginäre  Gestaltung  ist,  wie  gesagt,  blos  ein  besot 
derer  Fall  der  zweiwerthigen.  Um  jene  zu  erhalten,  hat  im* 
in  dieser  nur  b'  V— ~1  für  b  und  ß'  V  —  l  für  /?  zu  setzen.  So 
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^zt  sich  das  Resultat  des  allgemeinen  und  zunächst  uniiiittel' 
^ —  reell   genommenen   Falles   durch   blosse   Substitution   in 


_        ü 
da         ilb 


I  imaginären.  Die  erste  der  beiden  Gleichungen 

Isdann  -j^  =  -5fr  und  die  zweite  -^  =  v      geht    in 
■^         da         ah'  db         da 

—    ,"-  Ober.    An  der  er8ten  ist  gar  nichts  verändert, 

8  man,  wie  durch  die  Striche  angedeutet  ist,  die  reellen 
ienten  der  imaginären  Bestandtlieile  nehmen  muss;  in  der 
I  erhalten  aber  noch  die  beiden  Gleich unKsseiten  ungleiche 
eben.  Jedoch  auch  diese  Untei'schiede  rühren  nur  von  der 
lerten  Ausdrucksweige  her,  weil  man  die  Beziehungen  fUr 
laginJtien  Fall  nicht  mehr  in  den  ganzen  Bestandstllcken, 
i  in  deren  reellen  Coefficienten  klarstellt.  An  sich  selbst 
t  die  Beziehung  für  den  imaginären  Fall  keine  andere  als 
ien  reellen,  was  auch  sichtbar  ist,  solange  man  sich  mit 
licbtumgeformten  Substitution  der  imaginären  Bestandstücke 

ie  Hinfälligkeit   einer   Trennung    des  imaginären   und   des 

Falls  zeigt  sich  völlig  klar,    wenn  man  die  Beziehung  in 

VecallgeineineiTing  für  werthige  Polynome  überhaupt  be- 

it.   Es  sei  a;  =  e„  +  je,  +fe,  + /cn  +  . . .  +  j"-' e„_i 

llynomische    Argument    und  y=  £<,  4- j "£,   -i-fE,  + 

...  +j"-'£i,_i  irgend  eine  Function  davon.    In  ana- 

eise,    wie  oben  im  Falle  eines  zweiwertbigen  Binoms, 

du         dtf  du  dv 

1  wir  dann .   dass     ;--  =  -j-^  =   .  .'-  ^   ..,/  -  ^    ... 
ax        aCfi        jöCi        J  of » 

-r-^ — —  ist.    Bezeichnen  nun  g  und  h  zwei  ganze  positive 

'    die  kleiner  als  n  oder  gleich  Null  sind ,  so  hat  man  also 

AIlgen,einen  ^  ^  ^^  oderj'  ^  =i'^- 

nrt  man  sodann  den  Ausdruck  von  y  nach  e,  und  «*,  so 

■^        de,         dCf  aci       "     acg  oc, 

— ■"'    und  för  -."-    ein    analoger    Ausdruck.     Setzt 


Be  Ausdi-Ucke  in  die  Gleichung  _j*   Y~  =J'  ~J^ 


liilt  man  die  Gleichung  j' 


dßg 

dE, 

de. 


+  /■ 


müssen  nach  dem  WerUiigkeitsprincip    die  Glieder  mit  gleiäa 
Sigoirungeii  einaoder  gleichgesetzt  werden,  so  dass  mantunitk 

,    ^  =  — r—  und,  da  g  und  A  alle  ganzen  Zablen  von  0  bis  ■  - 

d€g  den 

dEp    ^   dEi    ^  dE^  ^  dE^   _  _  J£. 

dco  de,  dcj  ((«3  '■'        it»., 

dJSt  +  i   _  dE^ 

det      ~     it, 

dEk^2_  _  Ä.Efl+s_   dEk  +  i  ^  dEg+3         rf-Ek-,    ^  dE,., 

dcg    '"■'     dci  ji, 


vorstellen, 

hat.  Ausserdem  ei-b&lt  man  die  Gleichnngen  - 

iEk  +  : 


Diese  Gleichungen  hätte  man  noch  auf    andere   Weint 
halten  können.  Setxt  man  nämlich  z^fydx,  so  ist  *  nacti 
Ausführungen  der  zweiten  Nummer  dieses  Capiteis  ein  wettkp 
Polynom    von    der    Gestalt  Hn  +  jH^  -^  pH,  -h  j^  M^  t 
+  j"-'/^,-i.    Ebenso  zei-filUt  yd«  in  verschieden    signirttfe- 
standtheile,    die  wir   mit  i;„.  ;j^,,  j'^iy,,  ßri-j,  .  .  .,  j"-'r,._,  V- 
zeichnen  wollen,    wenn  man  für  ^  und  dx  deren   polvuomiidi 
Ausdrücke  einsetzt.    Es  ist  also  Bq +jff,  +j-Ms  -i-j'ß,+ 
+  j^-'H„.,^fU,^+jii,  +/i?s+/^3  -f-..._i_ _;--!,_..,. 
Aus  dieser  Gleichung  erhält  man ,    wenn  man    von  ihren  beiila 
Seiten  das  vollständige  Differential  nimmt,    die    neue  GleicIiiK 
dH„+jdM,  +fdH,+fdE,  +. .  ,+j-"'d^„  _  i  =  ,^.,+;,| 
+  ßlt  +f'ji  +■■■  +i"~'';»~i    untl    hieraus    nach  iki 
Werthigkeitsprincip  d3„  =  >;n>  difj  =  »j,  ,  dH^  ^=  Kn  ^^i  - 
;jg, , .  .,dH„-i  ^  tj^-i.    Die  Ausdrücke  >;„,  r,,,  j;^,  »_^^.  ,,,(»,■ 
müssen  also  die  vollständigen  Differentiale   der    entspreclMiulci 
Integialbestandtheile  H,„  E^,  H^,  if^,  ...,it. _j  sein.    Nun  iä 
ijn  die  Summe  der  einwerthigen  Bestandtheile  von  ydx,  alsogleid 
E^de^  +  E„^ide,-hE„-^.de,  +En-3de,,  -+-...  -h£,d,,.t 
Dieser  Ausdruck  soll,  wie  gesagt,  dem  vollständigen  Diffei'entiil 
von  H„  gleich  sein;  dieses  ist  aber  gleich    ,    "-rfco  +     ^  ji, 


de. 


+  ^7^^'^+- 


-de^  +  . 


-de„^,.  Durch  Glöeb- 


Setzung  der  beiden  Ausdi-Qcke  ergeben  sich,  da  c,,,  C|,  c,,  eg, . . .,  e„_i  von 


-E, 


dB„ 


E,  ™ 


(W„ 


-.  £,  - 


iig„  „       _      (iF„ 

,if,  ■  "'^    rfc,    A.-1-    ^,__^. 

Für  eine  Function  von  mehreren  Veränderlichen,  wie  H^  besteht 
nun  aber  der  allgemeine  aualytisclie  Satz,  dass,  wenn  man  die- 
selbe mehnnals  und  zwar  nach  verschiedenen  Veränderlichen 
differenzirt,  der  Werth  des  Differentiale  von  der  dabei  einKehal- 
tenen  Reihenfolge  der  Veränderlichen  unabhängig  ist.    In  diesem 


.  >•".«/.  ^    _'-^'"_'_  oder    j-^ 
a«!  ac„  aßi 


Diese  und  die  entsprechenden  andern  Differential- 


besondern  Fall  hat  man  also  z.  B. 

-  A^-Jz} 

beziehunpen  werden  auch  in  der  Intepialtheone  als  die  Be- 
dingungen aufgefühit,  die  erfüllt  sein  müssen,  wenn  ein  differen- 
tieller  Ausdruck  wie  £orfe„  4- i;_irfe,  +i'„_2de3  +  E„-sden 
+  ...  +  £,  den-  1  ein  vollständiges  Differential  sein  soll.  Stellt 
man  nun  noch  die  entsprechenden  Bedingungen  fest,  unter 
welchen  i;,,  »jj,  r/j,  ,..,»;„_  i  vollstiinriige  Differentiale  sind,  so 
erhält  man  alle  oben  schon  auf  andere  Weise  bewiesenen  diffe- 
rentiellen  Beziehungen  zwischen  den  Elementen  von  x  und  y.   Von 

diesen  Gleichungen  sind  die  obigen  -^  =  -^  und  -~  =  -t-°- 

nur  derjenige  Specialfall,  welcher  sich  ergiebt,  wenn  j  eine  qua- 
dratische Einheitswurzel  bedeutet.  Hier  zerfällt  fydx  ^=-  A„  +  Ä^ 
in  den  einwerthigen  Bestandtheil  An  :=  f  {ada  +  ßdh)  und  in  den 
zweiwerthigen  Ai^  f  {ßda-\-  adb),  und  damit  diese  DifTerential- 
iiusdrQcke  vollsUludige  Differentiale  seien,  müssen  die  genannten 
Beziehungen  stattfinden. 

5.  Eine  ähnliche  Bewandtnisa,  wie  mit  dem  in  der  vorigen 
Nummer  behandelten  Satz,  hat  es  mit  einem  andern,  auf  deu 
Integrationsweg  bezüglichen.  Auch  hier  kennt  man  nur  einen 
imaginären  Specialfall,  zu  dem  man  überdies  nur  auf  der  KrUcke 
der  imaginären  Graphik  gelangt,  und  doch  ist  der  wahre  und 
allgemeine  Sachverhalt  nicht  nur  von  der  Imaginaritilt  unabhängig, 
soudern  reicht  auch  hier,  wenn  man  ihn  erweitern  will,  über 
das  Gebiet  zweiwerthiger  Argumente  hinaus.  Zunächst  aber  genügt 
es,  ihn  rein  analjtisth  für  ein  zweiwerthiges  Argument  darzuthun. 
Nimmt  man  eine  Function  eines  zweiwerthigen  Arguments  zwischen 
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zwei  Werthen  des  letzteren  oder,  anders  ans^edrackt ,  hstn 
die  Function  als  Integral  und  nimmt  dieses  zwischen  des  ftt 
lieben  binomischen  Grenzen,  so  ist  der  Werth  der  Function,  d.i 
dieses  bestimmten  Integrals,  von  jeder  fanctionellen  Bedetai 
zwischen  den  Bestandtheilen  des  Arguments  anabhängig,  toi» 
gesetzt .  dass  die  Stammfnnction,  d.  h.  das  nnbestinmite  htxpi 
der  zu  integrirenden  Function  einwerthig  ist. 

Es  sei  also  die  einwerthige  Function  f(a  2:  i)  g^S^i^D 
zwischen  den  Grenzen  a,  ZL  ^1   und  ^t  ZI  &s   zu  nehmen. 
Ableitung   in  Beziehung  auf  das   ganze    Argument   werde 
f  (o  ±  b)  nnd,  da  sie  zweiwerthig  getbeilt  sein  muss,  aock  W] 
ihre  Bestandst&cke  g  :z^  bezeichnet.    Hienach  hat  man  f{t: 
^  J  f  {a  zib)  (da  ZI  db).      Zwischen    zwei    Grenzen 

soll  nun  also  /       f'{a^  b)  {da  j:  db)   in    seinem    Werik 

der  Gestaltung  irgend   einer  fiinctionellen   Beziehung 
a  und  b  unabhängig  sein.    Diesen  Satz  beweisen  wir  rn 
lytisch,    d.  h.  ohne  die  KrOcke   einer  graphischen  Goi 
dadurch,   dass  wir  zeigen,    wie  er  fbr  das  Integral  jed« 
beiden  Bestandtheile  gilt,  in  welche  die  zu  integrirende  Faebl 
nach  Auflösung  der  Klammem  zerföllt ,    wenn  man  die  &t  m 
zweiwerthigen  Glieder  von  einander  trennt.     Diese  Bestmidtfi 
sind  gda  +  hdb  und  3:  (Ada  +  gdb).    Ist  nun  6  eine  bestin* 
Function  von  a,    so  können   wir  gda  +  hdb  durch  deu^ 

bedeutenden  Ausdruck  ig  +  h  ^— j  da  ei-setzen,  so  dassdttk 

stimmte  Integral   von  gda  +  hdb  sich  in  /(^"^^J^J^*  * 

wandelt.    Ist  nun  y(a)    eine   solche  Function  von  a,  diafc 

DilTerentialquotient  gleich  g  +  h  -^  ist,  so  wird  der  Werth  j* 

Integrals  gleich  g)(aj)  —  qp(a,).  Andererseits  istydfl+Ul 
nach  den  AusfQhrungen  der  vorigen  Nummer  ein  vollstiiA^ 
Differential  einer  Function  von  a  und  6 ,  deren  Form  diker  # 
jeder  Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Veränderlichen  ^ 
hängig  sein  rouss.  Bezeichnet  man  diese  Function  mit  ^{9^^y 
so  ist  also  xl){a,  b)  =  y(a)  und  speciell  tp(a^^  6^)  =  y(fli)*' 
i//(a,,  6,)  =  ff'{a^).  Nun  ist  der  Werth  jenes  bestimmten  b^ 
grals,    wie   gesagt,   gleich    qp(aj)  —  yCaJ,    also    auch  ^ 


h,)  —  tffiai.bi).   Diese  Gleichung  ,/' ((?*?«    +    hdb)  = 

^i)  —  •/'(»].  6,)  findet  also  statt,  welche  functionelle  Be- 
pg  auch  zwischen  a  und  b  existiren  möge  und  der  Werth 

rechten  Seite  ist  ausserdem  von  jeder  solchen  Beziehung 
längig,  wenn  nur  die  Gren/weithe  b,  und  b..  von  b  inimei' 
ben  sind.     Der  Wevth  des  fraglichen  Integrals  bleibt  dem- 

dei-selbe,  welche  Beziehung  auch  zwisciien  den  Zwischen- 
pn  von  b  und   denjenigen  von  a  stattfinden  möge.     Was 

ier  für  das  einwerthige  der  beiden  Partial integrale  erwiesen 
ftsst  sich  analog  auch  fUr  das  zweiwerthige  genau  in  der- 
■  Weise  feststellen,  weswegen  wir  auf  eine  blosse  Wieder- 
der  Zwischenoperationen  verzichten.  Aus  der  Ünab- 
gkeit  der  einzelnen  Integrale  folgt  nun  die  ihrer  Summe, 
t  denn  der  aufgestellte  Satz  vollständig  und  zwar  durch  rein 
tische  SchlüBse  bewiesen  ist.  Auf  analoge  Weise  kann  man 
Mch  zeigen,  dass  der  Werth  eines  Integrals  zwischen  mehr 
'eitheiligen  Grenzen  unabhängig  von  der  Reihe  der  Zwischen- 
ist, worauf  hier  jedoch  nur  hingewiesen  werden  soll, 
weiter  unten  hiefür  einen  weit  allgemeineren,  blos  auf 
legriff  des  bestimmten  Integrals  gegründeten  Beweis  geben 

Wollen  wir  den  eben  bewiesenen  Satz  in  AnknOpfung  an 
k«gTilT  des  Integrationsweges  fonnuliren,  so  ist  zunächst  da- 
■uszugehen ,  dass  hier  der  Integrationsweg  nichts  Anderes 
aten  kann,  als  die  Reihe  der  Zwischenwerthe,  die  im  Ueber- 
von  «I  H-  tj  zu  flj  -f  6,  bei  der  Summirung  der  dilTeren- 
n  Elemente  durchlaufen  werden.  Hier  können  die  Bestand- 
*  von  der  Art  a  und  von  der  Art  b  im  Zwischenstadium 
hen  den  Extremen  vei-schiedenllich  gewählt  werden,  während 
i  ihre  algebraische  Summe,  also  ihre  Summe  oder  ihre 
i^DZ,  als  Anzahl  ihrer  wenn  auch  angleichartigen  Einheiten 
tnmen,  dieselbe  bleilit.  Nun  besagt  unser  Satz  in  der  ur- 
lglichen Fassung,  dass  der  Werth  des  Integrals  nur  von  den 
uidtbeilen  der  Grenzwerthe.  nicht  aber  von  denen  der 
chenwerthe  abhängt.  Da  nun  die  Zusammensetzung  der 
chenwerthe  aus  den  Bestand theilen  eine  beliebige  ist,  so 
.  auch  der  Weg,  auf  dem  man  von  der  einen  Grenze  des 
;rals  zur  andern  gelangt,  ein  entsprechend  beliebiger  sein. 
T  Satz  lässt  sich  also  auch  dahin  ausiiprechen :    Der  Werth 
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eines  Integrals  zwischen  binomischen  Gi-enzen  ist  no  da 
Wege,  auf  welchem  man  von  der  eineo  zur  andern  nbepdl, 
unabhängig. 

Um  unsern  für  ein  zweiwerthipes  Binom  allgemein 
SatK  nun  in  den  bereits  bekannten  Specialsatz  fUr 
complese,  d.  h.  fUr  binomisch  imaginäre  Argomente  ni  n 
wandeln,  ist  nichts  weiter  als  eine  einfache  Vertauschnnf;  m 
mit  i'V^—  1  erforderlich.  Wir  haben  oämlich  ober  die  Bf 
sehafTenheit  von  b,  ob  es  reell  oder  imaginär  sei,  nicJil  dies- 
ringste  Voraussetzung  gemacht,  also  den  Sachverhalt  bereittfc 
ein  imaginäres  h  mitbewiesen.  Nur  um  ihn  auch  for  den  mh 
Factor  in  b,  d.  h.  fQr  b'  direct  auszudrücken ,  haben  «ir  vi 
zu  bemerken,  dass,  da  V  —  1  eine  Constante  ist,  eioe  fiiDcöii* 
Beziehung  von  a  und  b  auch  eine  davon  abhängige  funetitiä 
Beziehung  dereelben  Art  zwischen  a  und  b'  bedeutet.  Ist  V 
der  Sachverhalt  von  der  Beziehung  zwischen  a  und  6"  V  —  1» 
abhängig,  so  ist  er  es  auch  von  derjenigen  zwischen  a  oit 
Hiemit  ist  aber  die  gewöhnliche  Formulirung  des  Satzes  f&r» 
Integral  zwischen  complesen  Grenzen  ebenfalls  g^eben.  te 
besteht  nämlich  darin,  zu  sagen,  dass  der  Werth  eines  Intts» 
zwischen  complexen  Grenzen  von  dem  Integrationswege 
hängig  sei. 

Vergleicht  man  den  reellen  Fall  mit  dem   imagin&ni,  • 
liegt    der   Unterschied   in    Beziehung    auf    den    IntegralioBMI 
darin ,    dass  die  zweiwerthigen  reellen  Einheiten  ,    wenn  ät  i* 
drUcklich  einwerthig  genommen  werden ,    mit    den  Einheiten  is 
einwerthigen  Bestandtheils  in  wiiklicber  Addition  oder  SubtcMfi* 
vereinigt   werden    können,    während    bei    den    imaginären 
heiten  zu  diesem  Zweck  erst  von  ihrer  specitischen  Ei| 
nbstrahirt  werden  muss.    Bringt  man  aber  blos  die  Anzahl 
Einheiten  überhaupt,    gleichviel  welcher  Art  sie  sein  mögeo, 
Anschlag,  was  unter  Umständen  ein  berechtigtes  Verfabreo  am 
kann,  so  stimmt  der  reelle  mit  dem  imaginären  Fall  darin  (to 
ein,   dass   es  nur  eine  einzige  Reihe  von  Zwischenwertlien  peH 
wenn  diese  nach  dem  Inhalt  an  absoluten  Einheiten  gemeoti 
werden.    Andenifalls  ist  die  imaginäre  Gestaltung    diejenige,  ■ 
welcher  sich  eine  thatsächliche  Verschiedenheit  der  Inte^iTatio» 
wege  dadurch  herausstellt,  dass  man  den  Arlunlerscliied  der 
heiten  zur  Geltung  bringt. 


h  daüidi  cig«aüich  tob  selbst  ver^Kben.  dtss 
eiMr  »HkbdiCii  Grtese  m  einer  aadem  stet«?  oder 
B  iBBCr  mr  so  Ober^ben  kano .  dass  m&n  dieselben 
ti '  fUBTt,  dass  ee  also  kdoeo  cireiten  Weg  ^bL 

■e  dank  Addition  der  ZwiEcheswertbe  zd  enettgen. 
m  adi  aber  Ton  Tornbereio  keine  gleichaiti^  Grösse, 
ise  etwa  ans  zvei  Gattungen  besiebeode.  so  marktrt 
4er  BOdn^  der  Zwisckenwerthe  dw  doppdte  MAgliefc- 
fie  cüe,  bald  ifie  SBdei«  Gattxng  zo  miilu—  oad  I 


letfCfW 


wmt  4em  Cebtsgaag  dnreb  hsend  ehte  ans  dkeai 
Ihm«  ■■miilblli  Reibe  ni  nadNS.  Vr>n  10  Apfet- 
fiv  ao  PAameahlBMiea  kann  nan  zu  UA  +  99P  in 
Rfeiedfaec  Wacse  kommt«.  Man  kann  beispidswnse  die 
t  ■■  Ae  |i;aBzen  'tA  Tennebrt  denken,  wtbread  die 
iaaribn  Annhl  verbleiben ,  and  alsdann  ent  die  lOP 
Dieses  Vetftfaren  kann  nun  aber  andi.  J 
iadwn  atco  ent  die  lOP  m  den  30  !■ 
an.   da«  eine  Ucnge  We^e  oftanntehen. 

Be  eder  ifti 
AbstnUitl 

r  *aB  Cntendüede  nnd  seht  ntr  aof  die  jedesmal  vor- 
AsaU  vga  ObsUtismen  ftberiunpt,  so  giebt  es.  um 
'  ZB  480  zn  g^aagen,  oAaiber  nnr  die  Zviscbenwertbe 
. ..  4S,  47.  Diese  Zahlen  kfincn  jedocb  sehr  veisckieden 
■gewUit  scn,  wenn  man  oadi  Aren  BeMaadiMlea  i 
P  fragt  Genaa  so  rerbält  es  üdi  nnn  Bat  aHea  IB-I 
was  dteee  amA  nrteinehit 
I  dannf  an,  wieriel  EnbeH— 
'«an  der  awenvcztiiigen  Art  genonaxin  vcrden.  ao 
XAdandied  der  Deberginge  ni^  weniger  obeWA,  ak 
denn  DagleicbaTtigkett    sidi    von    idbat 


b  itm  Beweise  der  Torigen  Ntanner,  dnc 
agigfeflit  dee  Werths  eiaee  zwifdMn  'hiHiwiBi 
flMB  iMagndi  Tan  Integratioaewcfe  «4«. 
«dwGartatencderBeäiAa^  rwtetend 
MsgBOma  habcB,  and  wir  i 


da  wirfie 


Wflf  nb  Ganaea  «der  t»r  jedes  i 
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denen  Theile  eine  gesetzmässig  foiinuliibare  Beziehung  r 
den  Av^uinentstücken  bestehen.  Die  Sichei-stellung  dieser  Vd 
aussetzung  ergiettt  nun  si'hon  an  sich  einen  iaieressania  Si 
den  wir  nicht  blos  der  Beweisergänzung  wegen  hierfulgenll 
denn  wir  werden  für  den  Hauptsatz  der  vorigen  NuiiiuerN 
eiaen  andern  Beweis  beibringen,  der,  weil  er  nur  vermittelt  ti 
Begi'iffe  vom  bestimmten  Integi-al  geführt  wird,  von  der  hv J 
liehen  Voraussetzung  unabhAngig  bleibt. 

Zunächst  nehmen    wir  ganz    im  Allgemeinen    ungeni  j 
gangspuokt    von    einer    Denknothwendigkeit ,     aus    der 
die    durchgängige  Gesetzmässigkeit    der    gesammten    Naisr  | 
folgert  werden   kann,    und   die  mit  dem   richtigen   Beenfi  ■ 
einer  Unenrilichkeit  eng  zusammenhängt.     Ist  im   Laufe  dn  m 
Änderung  einer  Grösse  jeder  Punkt  derselben,  d,  h.  jede  eina*l 
GrOsse,  die  durchlaufen  wird,  so  au&ufassen,  dass  ihr  imiued 
Punkt  irgend  einer  andern  Grösse  entspricht,    so  muss  autifl 
gleich  ein  Gesetz  oder  eine  endliche  Anzahl    von    Geset 
dacht  werden ,    vermöge   deren    der  Uebergang    von   dem  I 
Grösse nsta diu m  zum   andeni    bewerkstelligt  wird.      In  der  \ 
und  überdies  in  Allem,  was  die  vom  Denken  geleitete  Phi 
auch  immer  entwerfen  möge,    muss  die  fragliche  Aa^asst 
und  Correspondenz  stets  nachzuweisen  sein;    denn  man  bw 
einen  Vorgang  nur  auf  Zeit-  und  Raumcoordinaten  zu  ba 
um  die  in  ihm  enthaltene  Grössenveränderung  als  zu  den  P 
von  andern  Zeit-  und  Raumgrössen  zugehörig   zu    denken.  I 

1  dieses  Sachverhalts  liegt  nun  darin,  dass  eine  Geseti 
keit  nicht  ausschliesshch  für  einen  Gröasenpunkt,  sanden  ^ 
fUv  eine,  wenn  auch  noch  so  kleine  endliche  Strecke  exii 
kann.  Wollte  man  das  Gegentheil  voraussetzen,  tio  würde ^ 
eine  an  sich  unendliche  Zahl,  d.  h.  eine  Unzahl  von  Gas 
einschieben,  und  dies  ist  nach  dem  richtigen  Begriif  voo  I 
Unendlichkeit  eine  Absurdität.  Es  kommt  aber  auch  nochpi 
hinzu,  dass  der  Begriff  der  Gesetzmässigkeit  eine  Maniiigfalti|| 
oder,  besser  cesagt,  eine  Mehrheit  von  Fällen  vorausset2t, 
die  sich  das  Gesetz  beziehe  oder,  mit  andern  Worten,  ) 

sich  erstrecke.  Ein  selbst  verSnderungsIoser  Grössenpntt  I 
kann,  für  sich  allein  genommen ,  offenbar  nicht  GegenstAod  fl 
Gesetzes  der  Grössenveränderung  sein.  Hiezu  gehören,  we» 
sich  um  discrete  Aenderungen  handelt,  mindestens  zwei  GrdBieft-  1 
punkte;  sobald  aber,  wie  hier,  eine  stetige  Verändeiiing  in  frtft  | 
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tird  irgeml  eine  Grössenslr«ke,  d.  h.  irgend  ein  wpon  aurti 
kleines  StUek  des  Grßfsenlaufs.  erfordert. 

kann  es  keine  empirische  Linie  geben,  wie  «illkDr- 

ne  aach  gezogen  denke,  die  nicht  in  ihren  Theilen  ge~- 

wire:    Alan  kann  ^enöthigt  sein,  die  Theile  eehr  ver- 

nnd    sehr   klein  Anzunehmen:    aher   anser   Gesetz   der 

knten  Anzahl,    vermine  dessen  eine  Unendlichkeit  unter- 

ener  Diope  als   etwas  Fertiges  und   daher   an    sich    nicht 

■n  kann,  hindert,  da&s  jene  Uotertheilang  in  Stücke,  deren 

«änem  be»)ni)em  Gesetz  anlerliegt.    in  einem  gegebenen 

>  das  Unendliche  tahie.   Von  einem  Punkt  im  Räume  zum 

■^  so  nahe  einander  oder  so  weit  von  einander  beide  Uesea 

fc,    kann  man  nur  ge^tzmäfsig,    also  nur  dergestalt  Ober- 

dsss  es  zwischen   ihnen    immer  nachweisbare   Strecken 

iDUerhalh   deren   eine   und  dieselbe  Function  für  alle  der 

angehörit'en  Punkte  aus  einer  der  Coordinaten  die  Qbrigen 

Der  Unterschied  zwischen  einer  mathematischen  Curve 

inlichen  Sinne  und   einer  empirischen  Linie  oder  Uber- 

lem  beliebigen ,    gemeiniglich   nnregelmässig  genannten 

daher  nicht  durchgreifend.    Richtig  im  Sinne  unserer 

lOg  gefasst,    bedeutet  er  nur,    dass  in  jenem  Falle  ein 

Goaetz  den  ganzen  Lauf  beherrscht,    w&Jirend  sich  im 

die  Linie  aus  Stücken  zusammensetzt,   deren  jedes 

I  Gesetz  hat.  so  dass  die  Unregelmässigkeit  nicht  far 

,  sondern  nur  in  einem  gewissen  Sinne  fOr  das  Ganze, 

in  dem  Mangel   eines   allen  Strecken  gemeinschaftlichen 

nnd  in  dem  hiemit  verbundenen  Abbrechen  der  einzelnen 

lach  DurclimesFung  ihrer  Theilslrecken  besteht    Nimmt 

hinreichend   kleine  Theile.    so   hört  der  ganze  Unter- 

irisehen  unregei massigen  und  mathematisch  regelmässigen 

if.    und  es  giebt  Dur  noch  solche,    för  deren  Lauf  eine 

(  denkbar  ist.     Demgemäss  kann  man  jede  in  der  Natur 

Linie  und  jeden  willkQrlich  entworfenen  oder  entworfen 

I  Zog  jedenfalls  durch   eine  endliche  Reihe  von  Glei- 

bestimmt   denken ,    deren  jede  die  Gleichung  einer  bc- 

,  wenn  auch  noch  so  kleinen  Strecke  ist.    Noch  anden 

il,    heisst   dies,    dass   sich    die  Bewegung  von  einem 

U  immer  geselzmjl8.<'ig  und  nach  Maassgahe  einer  fiinc- 

Beziefaang    zwischen    den    Coordin-ilen    gestaltet    und 

leZeit  und  Strecke  hindurch  auf  diese  identigehe  Weiss 


vollzogen  sein  muss,  ehe  von  einem  ueuen  Gesett^^^^H 
neuen  Function,  welche  an  die  Stelle  der  ei-stei-n  CrU^EI^^I 
sein  kanD.  Dieser  pvincipielle  Sachverhalt  ist ,  abatout  fl 
nommen  und  nicht  blos  .nuf  Liniengrös^en  bezogen,  für  ilaslH 
ständniss  des  differentiellen  Laufes  aller  Functioos^röüfea  t9 
entscheidender  Wichtigkeit ,  aber  bisher  noch  nicht  fona^l 
«orden,  zum  Theil  wohl,  weil  die  schwankenden  und  verwon^l 
Begi'itl'e  vom  Unendlichen  entgegenstanden.  H 

Eine  foimelle  Vereinigung  aller  jener  Theilgesetze  ist  ubti^l 
auch  möglich;  denn  man  bat  nur  nötliig,  die  auf  Null  geiii^H 
ten  einzelnen  Gleichungen  miteinander  zu  multiplicireu.  on^l 
ganzen  Grössenlauf  durch  eine  einzige  Gleichung  und  eine  ^i^| 
Function  höheren  Grades  zu  umfassen.  Wenn  wir  also  it^| 
vorigen  Kummer  vorausgesetzt  haben,  h  sei  eine  Functicnal 
o,  so  ist  die  Existenz  eines  solchen  Verhältnisses  eine>^l 
wendißkeit,  falls  man  nur  immer  eingedenk  bleibt,  ilasla 
Function  in  ihrer  unmittelbaren  Identität  immer  nur  fDr  il^| 
eine  Strecke  zu  gelten  braucht  und  dann  durch  eine  3fl^| 
Functionsform  abgelöst  werden  kann.  Will  man  Überhaupt  ji^| 
mal  einen  bestimmten  Wertli  von  a  +  b  haben,  so  niuss  U^| 
jedem  Werth  von  tt  ein  bestimmter  von  b  zugeordnet  werden.  ^H 
genttgt  aber,  um  nach  unserm  fundamentalen  Hülfssatz  ütxr^l 
Gesetzmässigkeit  des  stetigen  Grössenlaufs  das  Dasein  ii))*! 
einer  functionellen  Beziehung,  vermöge  deren  b  eine  Strecke  i»| 
durch  aus  a  bestimmt  wird,  niitsichzub  ringen.  Die  VorausseUSl 
auf  die  wir  den  Satz  von  der  Gleichgültigkeit  des  Int<%n|^| 
weges  gründeten,  findet  sich  also  erfüllt.  ^M 

7.  Von  vornherein  ohne  eine  solche  Voraussetzuog  U[H 
wir  die  Gleichgültigkeit  des  Integrations weges  feststellen,  ii^| 
wir  vom  ursprünglichen  Begriff  des  bestimmten  Integrals  allfl 
Summe  der  differenti eilen  Zwischenwertbe  aui^^fehen  and  H 
gemein,  ohne  Rücksicht  auf  die  besondere  BeschatTenheit  S 
Arguments,  zeigen,  wie  der  Werth  des  Integrals  stets  fl 
Differenz  der  äussei'sten  Wertbe  gleich  sein  müsse.  H&Ucs^| 
etwa  sofort  den  Begriff  des  bestimmten  Integrals  als  DiA^| 
der  Grenzwerthe  fassen  können,  bü  wäre  es  selbstverstäad^l 
dass  sein  Werth  nicht  von  den  Zwischenwertben  abfaAngig^l 
könnte;  denn  der  Begriff  der  Differenz  zweier  Werthe  ifl 
Function  hat  an  sich  gar  nichts  mit  den  Zwischenwerthflvfl 
Bcliaffen  und  bleibt  daher  .-lucli  von  deren  Gestaltung  unberi^l 


it  sit'b  alier  nicht  von  selbst  und  ist  keine  Folge  der 
sondern  ein  zu  beweisender  Satz,  dass  die  Summe 
lifferenti eilen  Elemente  die  Differenz  der  beiden  Grenzwerthe 
Stammfunction  sei. 
I  sei  y  =  fix)  =  f  fUxt  da:  in  Frage,  so  ist  zu  zeigen, 
zwischen  den  Grenzen  x  =  u  und  x  ^  v  genommenes 

\Jf'ix)da:  den  Weith  f{v)  —  f{u)  habe,    wie  auch   das 

bt  beschaffen  sein  möge.  Welche  Gestalt  und  welchen 
:  habe,  so  ist  f(x)dx  das  Differential  des  jenem  Werth 
Mitsprechenden  Werths  von  y.  Demzufolge  ist //''(a:)(te  = 
id  die  Grenzen  von  fdy  sind  hiebei  y  =  f\u)  und  y  =  f{v). 

I  beweisen,  dass  f  dy  =  fM  —  f(u)  ist,  auf  welchem 

Dan  auch  von  fiit]  zu  f(v}  gelangen  möge.  Wir  müssen 
von  vornherein  die  aufeinandeifolgenden  dx  nicht,  wie 
ähnlich  peschieht,  als  sich  gleichbleibend,  sondern  als  ver- 
a  bestimmbar,  wenn  auch  stets  als  in  unbeschränkter  Weise 
anehmbar  denkten.  Dementsprechend  werden  die  dy  noch 
deren  aus  der  Functionsform  stammender  Verschiedenheit 
en  Verschiedenheiten  mitenthalten,  die  von  der  Ungleich- 
T  dx  herriiliren.  Ungeachtet  dieser  letzteren  Verschieden- 
die  in  unserem  allgemeineren  Beweis  vorausgesetzt  werden 
V  zeigt  sich  nun  aber,  dass,  da  jedes  dy  in  der  Reihe  der 
iBwerthe  die  Differenz  zweier  aufelnandei-folgender  Werthe 
t,  bei  der  Summirung  diese  Werthe  sich  heben  und  dass  nur 
ferenz  der  Jtussersten  Werthe  als  Ergebniss  stehen  bleibt. 
Jeweis  unterscheidet  sich  von  demjenigen  für  den  gewöhn- 
Fall  nur  durch  zwei  altgemeiner  gefaüste  und  hier  auch 
inder  gehörige  Umstände.  Der  gemeine  Beweis  für  den 
ses  ungetheilten  Arguments  Usst  dieses  vennittelst  gleicher 
izen  wachsen,  und  hierin  Hegt  eine  Einschmnkung  des 
tz>  und  Diiferentialbegriffs,  die  auch  hei  einem  einfachen 
mt  besser  wegbleibt     Nun  haben  wir  aber  zweitens  bei 

Beweise  das  Argument  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  im 
80  dai-s  es  selbst  beliebig  zusammenseselzt .  ja  Oberhaupt 
Etion  anderer  Subargumente  sein  kann.    Hierauf  bezieht 

1  auch  die  Wesentlichkeit  unserer  Voraussetzung,  welche 
■■  von  vornherein  als  ungleich  einführt  und  deren  Gleich- 
I  eine  besondere  Möglichkeit  mit  einschliesst. 


Haben  wir  also  x  =^  a  +  b,  bo  wird  d  (a  +  b)  retscIiia^H 
Werthe  annehmen,  je  nachdem  das  FunctionsverhSJtniss  nü^H 
a  und  6  beschaffen  ist.  Constant  kann  ilx  Dur  dann  bl^^| 
wenn  sich  a  und  h  gleichmässig  ändern.  lo  allen  andem  Fl^| 
ilndert  da  +  dh  mit  jedem  djfferentiellen  Schritt  seinen  Vl|^| 
Da  nun  zwischen  a  und  b  alie  möglichen  FuDctJOQS?erhft]B^| 
obwalten  können,  für  welche  die  Grenzweithe  dieselben  bld^f 
so  ergeben  sich  hiedurcli  verscliiedene  Reihen  von  DifTerentlä^l 
ilx.  und  diesen  verschiedenen  Wegen  des  Ar^timents  enUpnd^| 
die  verschiedenen  Wege  der  Function  y.  Alle  diese  Wegel^| 
aber  der  von  uns  verallgemeinerte  Beweis  Uher  den  Inteertti^H 
von  vornherein  mituinfasst.  indem  er  über  die  besonder«  H^l 
des  Arguments  und  der  Zwischenwerthe  gar  keine  Voranstlt^H 
zu  machen  hatte.  Der  natürliche  Gang  der  Ableitung^en  Ixi^l 
hienach  darin,  zuerst  in  gehöriger  Allgemeinheit  den  Satz  n^H 
weisen,  dass  ein  bestimmtes  Integral  die  Differenz  der  ä^^| 
werthe  der  Integral function  ist,  und  alsdann  erst  zu  zeiga^^| 
bei  besonderer  Beschatten  hei  t  der  Argumente  verschiedene  ll^H 
grationswege  möglich  sind.  Die  Unabhängigkeit  des  WerttB^^^f 
Integvationswege  kennzeichnet  sich  dann  nicht  mehr  als  ciX^f 
hinzukommender  Satz,  sondern  die  neue  Hinsicht  besteht  vidirffl^ 
nur  in  der  Kenntnissuahme  von  der  Möglichkeit  TersdM^H 
Integrationswepe.  Die  Feststellung  der  letzteren  kann  ^^M 
allgemein  bewiesenen  Satz  über  den  Integralwerth  nicht  tunsti^^l 
und  wenn  man  den  Satz  unter  der  neuen  Vorausuetzau^M^V 
einmal  ausspricht,  so  geschieht  dies  nur,  weil  er  sich  hier  t^W 
mai'kirt.  Von  diesem  unserm  Standpunkt  aus  hat  sieb  dielt^ 
wohnliche  Behandlung  der  ganzen  Angelegenheit  gradezn  ^B 
gekehrt;  wir  sind  nicht  von  den  verschiedenen  IntegrntionsiM^H 
ausgegangen  und  haben  für  sie  nicht  einen  Satz  van  dar  GI^H 
werthigkeit  des  Integrals  gesucht,  somleiii  haben  umgekehrt  ^H 
Integralwerth  einfilrallemal  formulirt  und  dann  gefunden  iiu^| 
unter  Umständen  aut'  verschiedene  Weise  entstehen  köose.  ^H 

Hiemit  ist  nun  der  bisher  nur  für  binomisch  imnd^l 
Grenzen  aufgestellte  Satz  von  uns  nicht  blos  Überhaupt  anf4^| 
werthige  Binome  ausf^edehnt,  sondern  gilt  nunmehr  agdi  H 
Argumente,  die  beliebige  Polynome  oder  auch  sonstig«  Ful 
tionen  mehrerer  Veränderlicher  sind.  In  diesen  Fällen  aUinlB 
sich  die  Mannigfaltigkeit  der  Integrationswege  und  es  winlll 
vielen  Anwendungen  der  Analysis  nicht  uuerheblich  sein,  •lass  ifl 


gigkeit  des  dui-ch  dieselben  Grenzen  bestimmten  Inte- 
ths  von  dem  Zwischenlauf  der  Function  oder,  was  dasselbe 
von  der  Gestaltung  des  innerhiilb  des  Arguments  voi- 
m  Functionsverliältnisses  von  vornherein  als  allgemeine 
bait  jedes  bestimmten  Integi-als  feststeht. 
Der  vorstehende  Beweis  des  Salzes,  dass  ein  bestimmtes 
i  gleich  der  Differenz  der  Stammfunctionen  für  die  Grenz- 
«ei,  war  natürlich  von  jeder  Voraussetzung  über  die  Be- 
reit der  Function  unabhängig.  Er  findet  Anwendung, 
wenn  die  Stammfunction  einwevthig,  als  wenn  sie  mehr- 
ist. Die  daraus  gezogene  Consequenz  aber,  dass  der 
pines  bestimmten  Integrals  vom  Integrationswege  unab- 
pei.  hat  natürlich  nur  dann  statt,  wenn  jeder  der  beiden 
Brthe  der  Stammfunction  immer  derselbe  bleibt.  Nun 
tn  jedoch,  dass  wenn  die  Stammfunction  n  werthig  ist,  das 
ite  Integral  im  Allgemeinen  n'-Werthe  haben  muss,  weil 
iPerthe  für  die  untere  Grenze  mit  nWertiien  für  die 
"enze  combiniren.  Geht  man  aber  von  einem  Werth  der 
[rirenden  Function  aus  und  lässt  diese  sich  stelig  mit  dem 
nt  verändern,  so  wird  für  den  obern  Werth  des  Argun)ents 
irth  der  Stammfunction  verschieden  sein,  je  nach  den 
pwertlien  des  Arguments  und  der  Function,  durch  die 
pi  der  untern  zur  obern  (irenze  gelangt,  so  dass  selbst 
renn  man  von  den  verschiedenen  Werlhen  der  mehr- 
p  Function  einen  herausnimmt  und  diesen  gewisser- 
als  einzelwerlhige  Function  behandelt,  der  Integrations- 
it  gleichgültig  bleibt.  Solange  das  Argument  einer  mehr- 
S)  Function  reell  bleibt,  kann  man  ihre  vei'scliiedenen 
als  verschiedene  Zweige  der  Function  angehen,  da  die 
etigen  Reihenfolge  von  Werthen  des  Arguments  ent- 
iden  Werthe  der  Function  ebensoviel  stetige  Reihenfolgen 
als  die  Function  Werthe  hat.  Die  Quadratwui-zeln  aus 
illen  Zahlen  der  Zahlenreihe  bilden  z.  B.  zwei  scharf  ge- 
le  Reihen,  eine  positive  und  eine  negative.  Das  Gleiche 
den  Wurzeln  einer  gemischten  Gleichung  zweiten  Grades, 
pEioen  Constanten  Werth  hat  und  q  die  reelle  Variable  ist. 
jent  fitellt  sich  die  Sache,  wenn  die  unabhängige  Ver- 
be  durch  imaginäre  Zwischenwerthe  geht.  Dann  lässt 
Lauf  der  Function  nicht  mehr  stetig  in  einem  bestimmten, 
laas&en   einzelwerthigen   Sinne   veiiolgen,     Nehmen    wir 
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als  Beispiel  die  Function  y  = 


rdx    ^ 


=  y^.    Mio 


so,  dass  es  erst  positiv  ist,  dann  binomisch  imagiDir  iM  ■( 
Weise,  dass  der  reelle  Bestandtheil  kleiner  wird,  dnrcb  M| 
und  schliesslich  negativ  wird,  während  der  imaginäre 
steigt  und  dann  wieder  bis  auf  Null  herabsinkt   Tafilit] 

nun  unter  diesen  Umständen  den  Lauf  von  -f"  Vx,sowBii 
reeller  Bestandtheil  bis  auf  Null  sinken  und  der  imaginiKi 
Lässt  man  nun  das  negativ  gewordene  x  dieselben  aber 
gesetzten  Werthe  durchlaufen,  wie  im  ersten  Theil  seiMsl 
und  dann  auf  den  ui-sprünglichen  Werth  zurüekkommei,  Bi 
y,  wenn  es  sich  stetig  ändert,  einen  negativ  reeUen 
erhalten  mQssen,  während  der  imaginäre  sinkt ;  denn  Mli 
der  imaginäre  Bestandtheil  plötzlich  aus  dem  PositiTei 
Negative  überspringen.    Die  stetige  Veränderungsart 
wie  man  sich  durch  Nachrechnen  überzeugen  kann, 
zu  einem  negativen  Werth  für  y,  sobald  x  auf  den 
liehen   Werth  zurückgekommen  ist.     Man  muss  das 
noch  einmal  denselben  Weg  nehmen  lassen,  uro  aof 
W^erth  der  Function  zurückzukommen,  von  dem  man 
ist.    Diese  Eigenschaft  besitzt  jede  Wurzel  und  folg^ch 
mehrwerthige  Function,  da  eine  solche  als  Summe  von 
Wurzeln  dargestellt  werden  kann. 

Was  wir  nun  hier  als  successive  Viel werthigkeit  der! 
unabhängig  von  jeglicher  Graphik,  sichtbar  gemacht  faitai 
in  dem  Cauchyschen  Jargon,  der  im  Anschluss  an  die  b 
Graphik   entstanden   ist   und  nur  im   Hinblick  auf 
Sinn  hat,  Polydromie.   Indem  in  unserm  Sinne  die  Foxk 
verschiedenen  Werthgestalten  nacheinander  durchläuft, 
Argument  gleich  oft  auf  denselben  Werth  zurück  und 
wenn  es  selbst  als  Bifunction,   nämlich  in  modulirter 
trachtet  wird,  eine  entsprechende  Anzahl    von  Period« 
Nach  Maassgabe  dieser  Umläufe,  die  im  eigentlichen  Si*^ 
Worts  nur  dem  Subargument  zukommen,  sind  nun  die  Fi 
polydrom  getauft  worden.  Nach  unserer  unmittelbaren  Ads( 
weise  können  wir  dies  Verhältniss  zugleich  sachlich 
und  einfach  ohne  den  plumpen  Luxus  bizarrer  Kunstwfttff' 
dinicken,  indem  wir  darauf  hinweisen,  wie,  während  disAt 
eine  periodische  Function  des  Subarguments  mit  der  P«**' 
ist,  die  wwerthige  Hauptfunction  selbst,   als  Function  te 


arguments  betrachtet,  die  Periode  2nn  hat.  Jedem  Intervall  2/c 
entspricht  in  der  Uaiiptfuiictio»  der  üebei-gang  voq  einer  Werth- 
f^estalt  derselben  zur  andern,  und  es  müssen  n  solcher  Uebergänge, 
d,  h.  alle  Werthphasen  zurückgelegt  sein,  damit  sich  die  Function 
wieder  bei  demselben  Werthe  befinde.  Hienach  kommt  eine 
Function  von  unbeschränkter  Werthezahl  nie  auf  denselben  Werth 
zurück;  denn  die  Anzahl  ihrer  Werthphaseii  ist  unbegrenzt.  Die 
Angabe  der  Wertheigenschaften  der  Functionen  reicht  hienach 
vollkommen  aus,  um  das  zu  ch.irakterisiven,  was  man  in  weniger 
eindringender  Weise  und  durch  einen  nebelhaften  Sprachgebrauch 

,  mit  den  Wörtem  monodroni,  nicht  monodrom  und  polydrom  be- 
zeichnet oder  vielmehr  verschleiert  hat.  Wir,  die  wir  nicht  etwa 
blos  vom  Gängelband  der  imaginären  Graphik  unabhängig  sind, 

,  sondern  auch  Überall  gi'umisätzlich  von  den  Werthigkeiten  und 
Werthgestalten  als  den  letzten  Gründen  der  fraglichen  Eigen- 
schaften von  vornherein  ausgingen,  vermochten  in  all  jenen  Unter- 
schieden des  Laufes  der  Functionen  nichts  Anderes  zu  sehen  als 
ein  successives  Hervortreten  der  sonst  gleichzeitig  vorgestellten 
Werthgestalten,  d.  h.  nichts  als  Werthphasen. 

Im  Anschluss  an  die  bisherige  Ausführung  können  wir  nun 
auch  einen  bestimmten  äatz  über  den  Integrationsweg  formuliren, 
(1er  auch  für  diejenigen  Fälle  passt,  in  denen  Werthigkeitsphasen 
in  Frage,  also  die  Functionen  nicht  einwerthig  sind.  Unter  allen 
Uinstftnden  führen  nämlich  immer  zwei  Integi-ationswege  zu  dem- 
selben Ergebniss,  sobald  das  Subarpument  auf  beiden  Wegen  sich 
derart  verändert,  dass  sein  Weith  an  der  obern  Grenze  für 
beide  Wege  dei-selbe  wird.  Bei  Functionen  von  endlicher  Werthe- 
zahl wird  das  Ergebniss  ebenfalls  dasselbe,  wenn  die  Differenz 
der  Werthe  des  Subarguments  an  der  obern  Grenze  2/;rt,'r  beträgt, 
wobei  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  und  n  die  Werthanzahl  der 
Stammfunction  bezeichnet.  Abgesehen  von  den  angeführten  Be- 
dingungen, d.  h.  in  allen  übrigen  F.^lten,  ist  der  Integrationsweg 
nicht  gleichgültig. 

9.  Nachdem  wir  in  diesem  Capitel  die  markirtesten  Siltze, 
die  sich  in  Beziehung  auf  zusammengesetzte  Argumente  ergeben, 
für  polynomische  Argumente  überhaupt  und  zum  Theil  noch  all- 
gemeiner für  Argumente,  die  beliebige  Functionen  sind,  bewiesen 
haben,  drängt  sich  unwillkürlich  die  Beschränkung  auf,  in  der 
man  bisher  bezüglich  der  fraglichen  Salze  verblieben  ist.  Erstens 
bat  man  solche  Sätze  nur  für  imaginäre  Binome  oiler,    wie  es  in 
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dem  eotsprecbeaden  Sprachgebranch  beisst,  fOr  »implexeGi 
eefunden.  Zweitens  ist  «oe  den  Beweisen,  mit  deoen  maajai 
beschränkten  Sätze  ausgestattet  hat,  nocli  die  weitere  iio4 
irrtbQmlJche  BeechrAntung  erdchtlieh,  die  in  der  Annahme  HifL 
es  rühre  die  Geltung  der  Satze  in  erster  Linie  «os  der  >ft 
des  Imainnären  her.  Doch  auch  dieser  IiTthum  ecbltus 
nicht  Alles  ab:  eine  dritte  Beschränktheit  ffesellte  sich  tna 
herein  hinzu  und  blieb  dauernd  an  den  andern  haften.  Di 
die,  jenes  Imaginäre,  auf  welches  man  fälschlich  die  Säitfi 
auf  den  maassgebeoden  Grund  zurOckfohrte,  nur  darch  Vflnmttlii 
graphischer  Darstellung  zu  bandbuhen.  Auf  diese  Art  mut 
sich  die  falsche  Voraussetzung  breit,  die  Einsicht  in  solcfaeS» 
hinge  von  der  imaginären  Graphik  ab  and  die  gemeingttliff 
Operationen  der  Analysis  reiditen  zu  deren  Beweis  nitht  a 
Die  Graphik  wurde  nicht  etwa  als  blosses  VeraDsrhauticbu» 
mittel  gebraucht,  welches  auch  fehlen  könnte,  sondern  bii* 
heute,  wie  besonders  an  den  bisherigen,  zuerst  von  Caurii't 
Umlauf  gesetzten  und  sich  schon  aber  ein  halbeä  Jahrhun' 
unverbessert  foitschleppenden  Darstellungen  des  Satzes  von  l» 
gralwerth  constatirt  werden  kann,  die  Rolle  eines  uneotbefaiiKtt 
Zwischengliedes  gespielt. 

Alle  eben  angedeuteten  Beschränktheiten  und  Missgriffp  b»i« 
eine  Ursache,  die  tiefer  wui-zelt,  als  die  noch  lange  kein  J* 
hundeit  alten  Gaussischen  Anfänge  zu  einer  sich  selbst  unkW 
willkürlichen,  mit  Mystik   versetzten   und   überdies  unniotii 
imaginären  Graphik.    Der  entferntere  Grund    ist    die  unrii 
von  Gauss  nicht  etwa   beiichtigte  sondern  noch  verstärkte 
Stellung,  dass  die  Imaginären  noch  etwas  Besonderes  für  ach 
mtlssten,    was  sich  den  allgemeinen  Grundsätzen    der  Ai 
entzöge  und  wofQr  man  demgemäss  immer  noch  besondere 
Weisungen  brauchte.   In  dieser  unrichtigen  Vorstellung  sind 
l>iejeni(;eii  am  meisten  steckengeblieben,  die  sich  im  A: 
an  Gauss  und  unter  Handhabung  der  imaginären  Graphik 
darauf  zu   Gute  tliaten  und    thun,    die    Functionen    coi 
Argumente  zu  behandeln.  Trotz  aller  Redensarten  darOber, 
die  imnginftren  Grössen  gleich  <ien  negativen  einzubDreem 
liut  man  doch  noch  die  falsche  Idee  fortculti^irt,  ja  gesli 
ftlr  die  Operationen  mit  den  Imaginären  noch  besonderer  Bevan 
zu  bedürfen.  Dieser  ilurch  den  Myslicismus  und  be.sondere  (tuA 
i)eo  imaginären  Aberglauben  von  Gauss  erst  recht  angeschwolket 


g  steht  in  Widerspruch  mit  rler  Gemeingültigkeit  der  ganzen 
ilysis.  welche  von  voniherein  und  an  sich  nur  eine  einzige 
Grössen   kennen    darf,    für   diase   aber   die    verschiedensten 
nirungen   in  Betracht  zu  ziehen   hat.     Hiebei   kommt  es  nun 
die  Operationen   nicht  mehr  wesentlich  darauf  an,  ob  eine 
airung  einfach  oder  zusammengesetzt  sei,  ob  sie  eine  ausfuhr- 
>  oder  nicht  ausführbare  Operation  anzeige  oder  was  sonst  in 
Seifhen  und  deren  Verbindung  an  vollziehbaren  oder  nicht 
iibaren  Regeln  vor  die  an  sich  stets  absoluten  Grössen  ge- 
LDd  so  für  die  Operationen  mit  diesen  ausgesprochen  werde. 
i  Alt  beziehen  sich  alle  analytischen  Gesetze  und  Regeln 
iter  Instanz  immer  auf  absolute  Grössen,  und  eine  richtige 
von   der  Allgemeinheit  der   Analysis  bringt  daher  auch 
tlare  und  exacte  ImaginftrtheoHe  mit  sich.   Ein  wesentlicher 
unserer  neuen  Lehre  vom  Imaginiuen    besteht  hienach 
iarin,  die  Kluft  weggeräumt  zu  haben,  welche  in  den  Vor- 
igen der  Mathematiker  zwischen  den  vermeintlichen  beiden 
Harten  bisher  noch  ihr  Wesen  getrieben  und  die  Allgemein- 
Analysis,  der  reinen  wie  der  angewandten,  beeiniräch- 


tlai 


Urelzeluites  Capitel. 

Slgnirnng,  Coostrnctlon  und  Lage. 

Um  die  verworrenen  Ideen,  die  sich  au  die  Beziehung 
lalytisi'faen  zum  Geometrischen  und  namentlich  an  eine 
rische  Bedeutung  der  Vor/eichen,  d.  h.  an  eine  sogenannte 
a-ie  der  Lage  geknüpft  haben,  gleich  an  der  Quelle  un- 
:h  zu  marhen,  sei  hier  eine  principielle  Unterscheidung 
»schickt.     Die   Analysis,   an   und    für  sich  betrachtet,  ist 

icrahig,  in  ihren  Operationen  und  Formeln  irgend  welche 
einzuscbliessen,  die  über  die  allgemeinen  Voi'stellungen 

cOssen  Überhaupt  und  deren  durch  Rechnung  bewerkstelligte 
»ensetzung  hinausreichten.  Die  Operationszeichen  können 
LD  sich  auch  keine  andere  Bedeutung  haben,  als  diejenige, 
in  den  durch  sie  angezeigten  Rechnungsregeln  unmittelbar 
U)   ist.    Addition,  Subtraction  u.  s.  w.,  also  auch  die  ent- 


I 
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sprechenden  Zeichen,  haben  in  der  isolirten  und  ab8tract< 
also  in  jeglicher  Foimel,  solange  diese  ohne  wdt( 
Schiebung  als  Grössenfonnel  verstanden  wird,  nie  di 
Sinn,  als  den  unmittelbaren,  vermöge  dessen  sie  d 
rechnend  verbinden.  Die  Grössen  selbst  sind  dabei  ni 
als  Inbegriffe  von  Einheiten  irgend  welcher  Art  nnd  ] 
Sind  es  nicht  rein  abstracto  Zahlen,  so  ist  die  Vorbec 
die  vollständige  Vollziehung  aller  Operationen  die  ( 
keit  derjenigen  Grössen,  die  zu  einer  Grösse  zasan 
werden  sollen.  Gleichgültig  bleiben  aber  hiebei  alle  Ei 
unterschiede  der  Grössen,  die  nicht  zum  Begiiff  der  ( 
Grössenart  selbst  gehören.  Haben  wir  beispielsweise  Lii 
so  sind  die  Eigenschaften  grade,  gebrochen,  krumm, 
gelegen  u.  dgl.  nichts,  was  in  einer  Reehnungsverbi 
solcher  ausgedrückt  und  erheblich  sein  könnte.  Di 
a  +  &  ist  dagegen  gleichgültig,  ob  etwa  die  Längen 
sich  unter  a  und  b  denken  mag,  eine  einzige  grade  1 
aber  miteinander  einen  Winkel  bilden.  Auch  können  s 
einer  Curve,  also  beispielsweise  auf  dem  Umfang  eine 
abgesteckt  sein,  und  dennoch  bleibt  die  Additionsformel 
unmittelbaren  analytischen  Sinne  davon  unbei-ührt. 

Aus  der  gekennzeichneten  Untei-scheidung  folgt  qq 
dass  es  thöricht  ist,  aus  rein  analytischen  Begriffen,  \ 
blossen  Rechnungszeichen  etwas  über  Construction  und  L 
machen  zu  wollen.  Irgend  ein  Gesetz  der  Constimction  m 
also  eine  ganz  bestimmte  geometrische  Voraussetzung,  m 
reits  dem  Sinn  einer  Formel  zugesellt  sein,  damit  aus  dies 
bindung  der  Formel  und  des  ihr  beigefügten  geometrisct 
griffes  weitere  geometrische  Consequenzen  möglich  seiea 
schliesst  alsdann  nicht  rein  analytisch,  sondern  aus  der  sp 
Verknüpfung,  vermöge  deren  die  Formel  ausser  ihrem  allge 
Sinne  auch  noch  den  erhält,  Grössen  von  gewisser  La? 
einer  bestimmten  Regel  zu  verbinden.  Wird  nun  die^ 
Setzung  einer  solchen  Lage  oder  sonstigen  geometrischen 
Schaft  nach  Maassgabe  irgend  einer  Regel,  wie  im  Fa 
stimmter,  also  beispielsweise  rechtwinkliger  Coordinaten, 
allemal  festgehalten,  so  versteht  sich,  dass  sich  hiers 
Correspondenz  von  constructiver  Gestaltung  und  rein  anal 
Operation,  also  etwa  von  Unterschieden  in  der  Lage  un^ 
schieden  in  den  Rechnungszeichen,  ergeben    muss.   Di< 


einaniier  hängt  aber  stets  von  dev  ureprünglichen  Voiaussetzung 
ab,  durch  welche  das  erste  und  maassgebende  Beieinander  will- 
küi'lich  festgesetzt  wurde. 

Will  man  Linien  auf  einer  einzigen  Axe  in  Betracht  ziehen 
und  nach  Maassgabe  functionellet  Grossenverhältnisse  bestimmen, 
80  ist  klar,  dass  die  Gleichung,  welche  man  dafür  erhält,  alle 
ihre  Wurzeln  auf  eben  dieser  Äxe  haben  müsse.  Im  fQnften 
Capitel  haben  wir  bereits  gezeigt,  wie  eine  derartige  Constmction 
ausfalle.  Nun  ist  eine  solche  Gestaltung  wohl  geeignet,  alle  Vor- 
urtlieile  zu  widerlegen,  die  über  die  vermeinte  Rechtwinkligkeit 
des  Imaginilren  durch  Gauss  unter  dessen  Nachtretern  Cui-s  er- 
halten haben.  In  der  Rüben-  und  Kolilkopfsgraphik,  welche  von 
eben  jenem  Gauss  ausgegangen  ist  und  die  wir  bei  Gelegenheit 
unserer  Imaginärtheone  schon  gekennzeichnet  haben,  sind  die 
imaginären  Bestandtheite  binomischer  Grössen  von  vornherein  als 
Ordinaten  aufgetragen.  Dieser  zufällige  Umstand  entscheidet 
aber  über  keinen  wirklich  geometrischen  Sachverhalt,  so  wenig 
als  etwa  die  Spannungen  von  Dämpfen  darum  etwas  mit  der 
Rechtwinkligkeit  zu  schaffen  haben,  weil  man  in  einer  graphischen 
Darstellung  die  Temperaturen  zu  Abscissen  machen  und  dazu 
jene  Spannungen  als  rechtwinklige  Ordinaten  auftragen  kann. 
Die  gewöhnliche  physikalische  und  sonstige  Graphik  ist  aber  bei 
Weitem  nicht  etwas  so  Willkürliches,  wie  die  jetzt  Üblich  ge- 
wordene imaginäre  Graphik.  Letztere  spaltet  eine  zusammen- 
gehörige Grösse  a  +  b  V  —  1  erst  in  zwei  Theile,  um  dann  die 
Stücke  für  sich  zu  Coordinaten  zu  machen.  Ueberall  sonst  aber  hat 
man  wirklich  von  vornherein  zwei  getrennte  ungleichartige  Grössen, 
deren  jede  ihren  gesetzmässigen  Lauf  nimmt,  und  von  denen  die 
eine  thatsachlich  Argument,  die  andere  thatsächlich  Function  ist. 
Die  graphische  Curve  lässt  nun  übersehen,  welche  Grösse  die 
Function,  d.  h.  die  Ordinate  an  jeder  Stelle  ihres  Laufs,  nämlich 
für  jeden  Werth  des  durch  die  Abscisse  dargestellten  Arguments. 
habe.  Dies  ist  die  natürliche  Art,  Functionen  zu  veranschau- 
lichen und  hat  auch  einen  eigentlichen  geometrischen  Sinn ;  denn 
wie  man  jede  ebene  Curve  durch  eine  Gleichung  y  ^=  f  (x)  zu 
decken  veimag,  so  kann  man  auch  umgekehrt  jede  analytische 
Function  so  auffassen,  als  wäre  sie  eine  geometrische,  und  dem- 
gemäss  eine  Curve  construiren,  die  ihr  entspricht.  Letzteres  ist 
an  sich  keine  Graphik,  sondern  wirkliche  Constmction,  Graphik 
wird  diese  Construction  erst  in   Bezug  auf  nicht  geometrische 
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oder  überhaupt  auf  solche  Grössen,  die  nicht  selbst  cos 
sind.  Echte  Graphik  setzt  daher  die  Einschiebung  eines « 
constructiven  Mittelgliedes  voraus;  sie  erfordert  stets,  dai 
rein  analytische  Beziehung,  also  irgend  eine  Gleichuog 
Function,  mag  man  diese  nun  kennen  oder  nicht,  als  f&r  die 
maassgebend  gedacht  werde.  Die  imaginäre  Graphik  abe 
stösst  gradezu  gegen  diese  Forderung ;  denn  indem  sie  m 
der  Function  einer  binomischen  Grösse  befasst,  macht  sie 
etwa  die  binomischen  Argumente  zu  Abscissen  und  deren  t 
tionen  zu  Ordinaten,  wie  es  dem  allgemeinen  Princip  eotspred 
geschehen  muss,  sondern  construirt  eine  einheitliche  Grösse  gM 
sam  um  die  Ecke  als  rechtwinklig  gebrochene  Linie.  A\dk 
Weise  hat  sie  zunächst  nichts  als  eine  brüchige  Verbildliei^ 
der  reellen  Argumentbestandtheile  und  zwar  auf  Kosten  derft 
Schöpfung  des  ebenen  Spielraums  der  Graphik,  in  welchem  m 
gemäss  nur  zwei  Dimensionen  zur  Verfügung  stehen.  Um  sidittf 
den  Argumenten  die  Functionen  derselben  graphisch  za  f 
schaffen,  hat  sie  keine  Mittel.  Eine  graphische  Behandlaogl 
Function  gleich  dem  Argument  in  einer  Nebenzeichnoog  A 
auch  auf  einer  andern  Ebene  ist  nur  eine  Wiederholung  ä 
stellt  die  Bestandtheile  der  Function,  aber  eben  nicht  dieF» 
tion  selbst,  d.  h.  nicht  als  Function  ihres  Arguments  dar.  ii 
kann  der  gelöste  Zusammenhang  zwischen  Argument  und  F» 
tion  nicht  etwa  dadurch  hergestellt  werden,  dass  die  UinrisBei 
der  Ebene  der  Functionen  als  sogenannte  Abbildungen  oder^W 
gesagt,  Verzerrungen  der  entsprechenden  Gebilde  in  der  W 
der  Argumente  angesehen  werden.  Die  imaginäre  Graphik  Mf | 
daher  lieber  der  Regel  nach  die  grössere  Hälfte  der  m 
schuldig,  indem  sie  sich  wirklich  graphisch  nur  mit  den  it 
menten  zu  thun  macht,  zu  einer  Graphik  des  Functionsli* 
aber  in  der  vorhen-schenden  Praxis  thatsächlich  nicht  geW 
So  ist  denn  diese  imaginäre  blosse  Argumentgi-aphik  scidi«* 
nur  eine  Art,  in  mehr  oder  minder  willkürlichen  Bildern* 
zusprechen,  wie  sich  jedesmal  die  Bestandtheile  des  krf0^ 
bei  ihrer  Verändemng  zu  einander  verhalten  sollen ;  denn  tri*' 
aller  Geschraubtheiten  von  blätterigen  Flächenstreifen,  mit  i^ 
z.  B.  der  gaussige  Hypergeometrist  Riemann  debütirt  ubJ  * 
Plattheiten  der  imaginären  Graphik  ein  wenig  in  Relief  gö^* 
hat,  ist  jener  enge  Rahmen  blosser  Argumentgi*aphik  ni«  ^ 
Erfolg  durchbrochen  worden.   Der  eigne  Versuch  jenes  Riöi»* 


ir  zweiteo  Ebene   den  Functionslauf  als  sogenannte  Ab- 
el, h.  thatsächlich  als  Zenbild  des  Argumentlaufs  dar- 
hat zu  nichts  geführt,  wenn  nicht  etwa  dazu,  die  Willkür 
losen  Zusammenhang  der  imaginären  Graphik  noch  mehr 
bellen. 

Ibade  nur,  dass  Gauss  und  die  Gaussiker  in  ihrem  mystischen 
mich  nicht  noch  ein  kleines  Wunder  mehr  verrichtet  und 
ischwet;  unter  ihren  mehr  nis  dreidimensionalen  Rüumea 
tfdimensionalen  auserlesen  haben,  um  sich  aus  einer  dor- 
lOhle  für  ihre  imaginäre  Graphik  das  Papier  kommen  zu 
'  Dieses  Papier  würde  offenbar  nur  eine  Dimension  weniger 
; dortigen  Körper  haben,  mithin  vierdimensional  und  hie- 
Irohl  geeignet  sein,  in  seiner  Ebene  ohne  Cnnfusion  alle 
l^n  Gaussigkeiten ,  sowohl  die  Wege  der  Ai-gumente,  als 
•e  der  Functionen  in  vier  einander  nicht  querkommenden 
mten  aufzunehmen.  Wir  aber,  die  wir  nur  im  beschränkten 
pon  drei  Dimensionen  hausen  dürfen ,  haben  kein  Kecht, 
mt  Auskünfte  der  Hypermathematik  zu  denken,  um  mit 
Ibern  dieser  neuen  Wissenschaft  zu  hantiren.  Wir  bleiben 
mte  eignen  Wege  angewiesen  und  müssen  sehen,  wie  wir 
Hrgumente  solid  und  ehrlich  in  der  alten  Art  und  ohne 
ntisch  schwindelige  Uebermathematik  zu  verständlicher 
■ersichtlicher  Anschauung  bringen.  Dabei  werden  wir 
ntändlich  nur  eine  Axe  gebrauchen,  später  aber  dem 
(reiches  für  Bivariable  von  modulirter  Fonn  jederzeit  nahe- 
I  hat,  eine  erweiterte  Gestaltung  und  einen  rationellen 
ntn.  Auf  diese  Weise  wird  auch  das  Körnchen  Wahrheit, 
I  in  dem  ersten  instincttven  Ausgangspunkt  der  Graphik, 
t  in  der  unwillkürlichen  Verbildlichung  der  BesUndlheile 
fßs  tfi  +  V~—  I  sin  ft  verborgen  war,  aber  von  Gauss  nicht 
Bgehellt,  sondern  umnebelt  und  mit  Falschheiten  versetzt 
In  reiner  Gestalt  an  den  Tag  kommen. 
^Zunächst  unserer  bisherigen  Methode  folgend,  behandeln 
limaginären  Grössen  auch  hier  als  einen  Specialfall  der 
■  und  werthigen.  Wir  stellen  uns  daher  die  Aufgabe 
FBeziehung  auf  die  Construction  sofort  allgemeiner,  indem 
1  Überhaupt  auf  ein  zweiwerthigcs  Binom  ausdehnen.  Es 
[sich  alsdann  um  die  Construction  von  Functionen  bino- 
■A-rgumente.  —  von  Functionen  also,  wie  sie  im  vorigen 
nn    rän    analytischer    Weise    betrachtet    wurden.      Ein 
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Vir!a^H4  i«tn«:iircf^.  uns  'sDsnaiz  xanii  imdioch  mls  einhädläe 
Erlege  nr  !?<itiiiii£  dcnnmeL  3i><iL  wir  aIso  für  y  ^/'tuc 
büDJinisräi^  iJTuniHiT:  s  =  t  -z^  n^i  wixlea  wir  den  Liof  der 
Fizurcun  i  "Ji  ^«aer  iiiiiiiiiEüXir:  ^la  ieii  Terschiedenen  i  c«- 
srrxrai.  «  T'ss:äiir  «  äcä.  ii»s  vtr  üe  GrO^se  x  in  der  loi- 
lyisscaiüi  Smit5tstr?iiia^  inr^  I'ün«iis^:>a  •iorziisteneD  and  ni^ 
wJIrirü<:ii  ^mün  niiiräiai  Tazfrsdiiöi  der  Bestandthefle  hinee- 
zoznisoäifii  iiioen .  für  li  srä  zar  nitÄC  exfstirt.  Wir  mfcK 
äIsc  air:  «m  Aisiin«:i  x  ^  :  uf  «»seiben  Axe  bleiben,  i  i 
aeeriucc  Jm  iJ*  A:täsg«  iiir^ceüta:  liean  die  TheOe  derfe- 
briieii  »jrJgge  xiüars«!iii2i£ffli  5»:ii  xir»:i  die  Si^minuig,  sonst  ibe 
diETi  liira  A  Xifiii  52iii  jl  i-fr  r^äea  wie  in  der  angewABdifi 
Asalj^  i.^rl'fseii  Tija  ^cürritfr  A^sirucksform  immer  in  sich  o 
Iieicli'rä  jusuoien  'i;'iJirfn»ie .  wie  jlx  än£iirb<t«i  schon  dis  & 
spiei  aer  W  irjijLi  äier  i-misjcfL;:«»:!  qu.idnäsefaen  Gleichung  le: 
Pie  ii'ÜTe  :iier  Ki:cn*:!:iTe  Verta'iciw:  der  Bestand thäle: 
nicii:  rur.  Soier:  T.riij*:«!  -zud  beieatet  juieh  im  imaginr. 
Speciiliill  eiie  Zsäaz:  zitf fi  u^s;ii^  «ier  Tersfhiedenartig  signine 
Enr:^i:ei:  r^  ei^er  ^i^e'Sizizizziihl  von  Einheicen  überhaupt. !« 
den^c  von  iea:  Uziersriz-fi:  ier  rwllen  und  der  imaginL'C 
SizniruEa:  ib<:riür:  mri.  Es  isz  also  in  allen  Fällen  imisc 
eine  GrO$j?e.  z.::*:.:  z^zi.  w.-z:::  -^ir  es  zu  thun  haben.  Dieis 
E:iihr::l::ake::  '*:r:  :-  i-?r  C-  ~i:ri:::on  aber  nur  ent^prochei 
werm  wir  .:  ~  '  jls  iwr'wrr^hi^r  A'TK'i^e  abstecken. 

Für  un^cm  Z*ei.k  hi:    iie   Z's^eiwerihigkeit    nur    den  S'ns. 
die  Bestar:  iiheüe  der  zwe::hcL:-:ei  GrCrsse  in  ihren  Eigenschanc 
zu    unierjoheiden.     Dem   .:  —  :    sieht  ein  ti  ~  h  segenüber,  > 
dass    wir   also   fOr   die  ers:ere    Gestaltung    das    zweiwerthige 
immer  als  addirt  ansehen  köscen.     r»er  Unterschied  von  Sumc:: 
und  r»ilTerenz.  icsofern  dieser  sich  au:  die  Operationen  und  nicK 
auf  die  unabtrennb;:re  Eigei^sohan  der  möglichen  Doppelwerlhit- 
keit  bezieht,  tritt  nur  dadurch  gehörig  hervor,  dass  man  erwir. 
wie   a  —  b  =^  a  ^r  T.  ^'^    und   ri  -'-  b    -^  a  —  1 2:  ^ »    ist.      Habet 
wir  fta  -;  b)  -=^  et  -  1  si.  sind  hiemit  die  Bestandtheile  a  und  ' 
für  alle  Fälle  bestimmt,   und  wir  können  zur  Vereinfachung  der 
Sache  kurzweg  von   einem  zweitheilinen  Arjniment    a  -t-  ?>  od« 
auch  a  —b  ausgehen.    Die  geometrische  Construction  macht  äcb 
ganz  einfach  dadurch,  dass  wir  als  Abscisse  erst  a  und  unmittel- 
bar daran  in   der  Verlängerung  auch  b  auftragen.     Im  Fall  der 
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I  wQrdeD  wir  statt  dessen  um  b  Einheiten  zm-Uckgehen, 
Tom  Ende  von  a  abschneiden.  Entsprechend  müssen  wir 
lud  ß  verfahren,  um  die  Ordinate  zu  erhalten.  Uebiigena 
L  bemerkt,  wie  das  Aneiniindersetzen  grade  von  a  und 
1  b  Einheiten  nicht  einmal  nothwendig  ist;  man  kann 
Acke  der  Bestandtheile  abwechseln  lassen ,  wenn  nur 
Ton  jeder  von  beiden  Einheiten  die  nüthige  Anzahl  auf- 
I  wird. 

mge  B  und  ß  von  der  besondern  fieschaflenheit  von  b, 
davon,  ob  dieses  an  sich  positiv  reell  oder  aber  po- 
jinftr  ist,  unabhängig  sind,  bleibt  die  allgemeine  Con- 
tsregel  nicht  nur  für  b'V—l,  sondern  auch  für  die  ent- 
iden  Bestandtheile  der  Ordinate  bestehen.  Im  imaginären 
m  diese  Unabhängigkeit  aber  nur  eine  zufällige  Ausnahme 
fan  wird  von  f{a-'rb)^a±ß  im  All;j;eraeinen  nicht 
-JV  — l)=  «  +  ßV  —  1  schliessen  können.  Das  Ge- 
'  CoiTespondenz  der  Werthigkeitsform  bleibt  zwar  gültig; 
,  imaginären  Fall  werden  der  Regel  nach  a  und  ß  nicht 
B  Werthe  annehmen  wie  im  reellen.    Letzteres  rührt  da- 

Iß  in  a  und  ß  gemeiniglich   auch  Functionen  von  y j 

»etzt   werden  müssen ,   durch  welche  Negativitäten  ent- 

die  sonst  nicht  vorhanden  sein  würden.    Diese  Negativi- 

Bssen  nun  folgerichtig  in  der  Construction  ebenso  behan- 

wie  ihre  imaginäre  Ursache.    Wie  letztere  sind  sie 

seichen  absoluter  Linien  und  gehören  nicht  zu  denjenigen 

msvorzeichen,  welche,  wie  die  der  ursprünglichen  Addition 

rtraction  im  Argument  entsprechenden,  selbst  an  der  Con- 

I  etwas  ändeiTi.    Ob  wir  auf  dereelben  Linie  als  Argu- 

+  h  oder  aber  a  4  6  V —  1  conatruiren,  kommt  nach  dem 

unserer  Imaginärtheorie    geometrisch,  und   an   sich   be- 

,  genau  auf  dasselbe  hinaus.    Demgemäss  müssen  wir  aber 

ie   Consequenzen   dieser  Einerleiheit  ziehen   und    düi-fen 

iT^  l)'  und  {V  —  l)"  nicht  als  Anzeige  einer  geometrischen 

Jtion   miS8 verstehen.     Von  dieser  Consequenz   hat  man   in 

iherigen  Dunkel  aller  sogenannter  Constructionen  des  Ima- 

Bta,  die  überdies  silmmtlich  blos  graphisch  ausfielen,   nicht 

geringste  Ahnung  gehabt.    Auch  wenn  man ,  wie  dies  ver- 

rit  geschehen  ist,  grundsätzlich  eine  imaginäre  Grösse  wie 

eile,   d.  h.  auf  gleicher  Linie  mit  dieser,  hinzeichnete  und 
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Ite  Reihe  der  Zwigchenwerthe,  erbalten  wir  zu  da  einen 
^stimmten  Werth  von  db  und  es  ist  mithin  das  zweitheilige 
Tenlial  ebenso  bestimmt  gegeben,  wie  das  zweitheilige  Argu- 
L  selbst.  Während  nun  auf  diese  Weise  die  Abscisse  wächst, 
iseln  die  reellen  und  die  imaginären  DitTerentialbestandtheile 
jedes  diffeientieüe  Element  aber,  so  klein  es  auch  ange- 
tnen  sein  möge,  besteht  filv  den  jedesmaligen  Kleinheitsgrad 
beiden  Bestandtheilen. 

Mit  den  Differentialen  der  Ordinate  werden  wir  entsprechend 
ihren,  nur  dass  wir  diese  sogar  viertheilig  nehmen  müssen.  Jedes 
irentielle  Element  der  Ordinate  ist  ein  geometrisches  Quadrinom 
riei-facher  Sigiiirung.  Hatten  wir  das  Ahscissendifferential  dx  = 
•\-  idb.  so  haben  wir  jetzt  das  Ordinatendifferential  (itj  =  d-/,+ 
1+ 1  dfi  4-  r'di;  wobei  die  Strecken  dx.  dl,  dfi  und  dv  hinter- 
lOder  aufgetragen  sind,  so  dass  man  zu  ihnen  auch  geometrisch 
betreffenden  Rignirnngen   hinzugeschiieben  vorzustellen  hat 
Betrachten  wir  nun  den  difTeventiellen   [''iachenstreifen   mit 
Basi»  (ix  und  der  Höhe  y,  indem  wir  uns  zugleich  auch  in 
Tbeiluni-'sp unkten  von  dj:  Ordinalen  errichtet  und  von  den 
lonpspunklen   von  ;/   und  dy  sich   selbst  parallele  Abscissen 
?en    denken.     Auf  diese  Weise  ist  völlig  anschaulich,   wie 
''läehenstreifen  vom  Inhalt  dydx  in  acht  Bestand tlieile  zer- 
)n  denen  jedoch  je  zwei  dieselbe  Signimng  erhalten.    Zu- 
zerfällt er  nach  Maassgabe  der  zweitheiligen  Grundlinie 
db  in  zwei,  und  jeder  dieser  Theilstreifen  da  dy  und  idh  dy 
faassgabe  der  viertbeiligen  Seite   noch  in  vier,  nämlich 
sjtsrfnd)!,  (*(?adi,  i  (/«(((«,  (3  rffl dl.  und  andererseits  idb  dx, 
[A,  i*dbdii,  dl>  dv.     Das  ganze  Differential  des  Flüchen- 
h.  der  Gesammtflächenstreifen  mit   der  Höhe  y  setzt 
an  wiederum  selbst  aus  den  gekennzeidineten  Rechtecken 
und  mithin  aus  den  signirten  Urbestandtheilen  zusammen. 
Inhalt  ist  hiemit  nicht  blos  analytisch,  sondern  auch  geo- 
;h  sichtbar  ein  vierfach  signirter.    Da  sich  nun  das  be- 
■nte  Integral  sowohl  im  reellen  als  auch  im  imaginären  Fall 
den    Flächenstreifen  zusammensetzt   und  die  Fläche  immer 
Blbe  bleibt,  auf  welche  Art  sie  auch  aus  signirten  Bestaiid- 
len  gebildet  werden  möge,  so  ändert  diese  Zusammensetzung  den 
ilaten  Werth  der  Grösse  des  Integials  nicht.    Sein  imaginativer 
rtb,  d.  h.  sein  Rechnungswerth  bestimmt  sich  aber,  wie  eben 
Conslruction  unmittelbar  anschaulich  macht,  nur  durch 
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die  Grenzen  mit  ihrer  Signirung;  denn  die  von  des  Gim 
naten  gezogenen  sich  selbst  parallelen  Abscissen  bestinal 
Signimngscharakter  jedes  Subelements  der  gesammta,  tel 
tegral  entsprechenden  Fläche  vollständig.  Die  Menge  äa 
jeder  Signirungsgattung  vorhandenen  Flftchenraumes  ist 
lieh  von  den  Grenzen  abhängig,  wie  man  auch  die  Fi 
beziehung  zwischen  a  und  b  und  demgemäss  das  VerhSltiij 
da  und  dh  gewählt  haben  möge. 

Letzteres  ist  in  unserer  geometrischen  Constmctioii  ikff] 
specieller  aufzuweisen.    Es  handelt  sich  bei  der  anschi 
sammenfassung  aller  Rechtecke  von  derselben  SignirangBiiti 
um   differentielle  Subelemente  in  der  Rolle  von  GmndEiil 
von  Seiten.    Nun  ist  zwischen   a^  und  a,  die   Summe 
stets  a,  — a^,   wie  man  auch  da  wählen  mbgß.    Eben»! 
Summe   der  dh   immer  h^  — b^^   auch    wenn   man  anf 
eines  andern  functionellen  Verhältnisses  andere  Werthe 
erhalten  hätte.    Gesetzt,  man  hätte  statt  einer  Reihe 
wie  sie  irgend  einer  Wahl  der  Zwischenwerthe  enl 
einen  andern  Fall  eine  Reihe  von  {dh)\  so  würde  die 
dieser    {dhy  immer   noch   h^  —  ft,    bleiben.      Genao 
findet  für  die  Summen  der  dx,  dX,  dft^  dv  statte  welck 
den  Werthen  x,  —  x,,  l^  —  Aj,  (a^  —  fij,  v^  —  v^  gjeüi 

Je  nach  dem  functionellen  Verhältniss  von  6  zu« 
aber  x,  X,  fi  und  v  ebenfalls  Functionen  verschiedeiet 
Beispielsweise  kann  die  Summe  der  Rechtecke  dadtfi\ 
allein  nicht  dieselbe  bleiben,  wenn  sich  die  Function 
und  h  ändeit;  denn  dann  ändert  sich  auch  die  Functioil 
wird  das  fragliche  Theilintegral  ungeachtet  der  Unvei 
der  Grenzen  Xj  und  x^  mitvcrändert.  Es  bleibt  daher 
der  acht  Bestandtheile  der  Gesammtfläche  für  sich  derselbr,^ 
aber  ist  die  Zusammenfassung  der  je  zwei  gleichartig  ^ 
unter  ihnen  immer  constant,  während  sich  die  Function 
a  und  h  ändert,  wie  es  nachher  zur  Charakteristik  diestf 
metrischen  Sachverhalts  durch  Berechnung  der  Recht 
gezeigt  werden  wird.  Zuvor  sei  jedoch  noch  darauf  ai 
gemacht,  wie  die  Summen  der  Rechtecke  dadx  und  d< 
auch  die  von  jeder  der  übrigen  sieben  Arten  sich  fttraii 
einen  zu  einer  besondern  Curve  gehörigen  Flächenraum  zostfi^ 
setzen  lassen.  Addirt  man  die  dad%  zunächst  in  denOidiBii^ 
d.  h.  integrirt  man  sie  nach  dx,  so  erhält  man  %äay^^ 
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i  die  Streifen  /.da  zusammen,  so  hat  man  einen  Flächen- 
Br  zwischen  der  Abscisse  Oj  —  o,,  den  Ordinaten  x,  und 
einer  Cui-ve  liegt,  deren    Ordinaten  a  und  x  sind.    Der 

lieser  Cnrvenfiäclie  ist  nun    f  xda  und  geometrisch  an- 

1  nichts  als  die  Summe  aller  jener  Rechtecke  dadx.  Die 
irird  sich  je  nach  der  Function  zwischen  a  und  6  ver- 
gestalteu,  da  entsprechend  auch  die  zu  denselben  a  j^e- 
Zwischenwerthe  von  x  verschieden  auffallen.  Obwohl 
!  übrigen  drei  Begrenzungen  des  Flächenraums  dieselben 
tnuss  dessen  Inhalt  sich  doch  nach  Maassgabe  der  Curve 
Eine  analoge  Darlegung  gilt  für  die  übrigen  sieben 
gnippen.  Fassen  wir  aber  die  Summe  der  da  du  mit  der 
siehe  Signirung  zugehörigen  der  dviib  zusammen,  so  haben 
D  von  der  Function  zwischen  a  und  b  unabhängigen  und 
th  gleichbleibenden  Flächenraum.  Zwei  partielle  Curven- 
lume  von  einerlei  Signirung  zusammengestellt  variiren  als 

aber  nicht  als  Ganzes.    Es  ist  /  -/.da  -J-/  vdb  von  der 

Bänderung  zwischen  a  und  b  unabhängig,  und  ebenso 
K  sich  mit  den  übrigen  drei  Integralsummen.  Wie  diese 
;  sich  begiünde ,  zeigt  sich  in  den  nachfolgenden  Er- 
D.  In  der  vierten  Nummer  des  vorigen  Capitels  haben 
mein  dargethan,  dass  die  signirten  Bestandtheile,  in  die  ydx 
vollständige  DiiTerentiale  von  Functionen  der  signirten 
teile  von  x  sind.  In  dem  hier  fraglichen  Fall  ist  also 
rdb  das  vollständige  Differenlial  einer  Function  von  a 
Bezeichnen  wir  diese  Function  mit  ifla,bi,  so  ist  das 
den  Grenzen  a,  beziehungsweise  6,  und  a,  beziehungs- 
genommene  Integral  von  xda+  vdb  dem  Ausdruck 
)  —  'fla,.  b^)  gleich.  Dieser  Ausdruck  bangt  nun  oflen- 
von  der  Beziehung  ab,  die  zwischen  den  Zwischen- 
von  a  und  b  stattfindet,  sondern  nur  von  den  Grenz- 
von  a  und  b,  die  der  Voraussetzung  nach  immer  die- 
a  sollen.  Demgemäss  ist  der  Werth  jenes  bestimmten 
also  die  Summe  der  einweithig  signirten  Flächeaele- 
mer  dieselbe.  Auf  analoge  Weise  kann  man  dies  auch 
it  t,  (',  i'  signirten  Summen  der  Flächenelemente  nach- 
Durch  die  Analysis  zeigt  sich  also,  dass  nicht  nur  der 
tflftcheoraum ,   sondern    auch    die   Menge   des   von  jetler 


I-aznii  -  rTiU'i'S'fg.  üesÄTre  ::-s:-t.  welche  Beriehune  uä! 
iTts:i:»3i  £  xl:  "'  z^.irrirspsL  r?:ce.  In  der  geometrisdw&Gt*! 
iaai:!i:^-:asrrL':ct  a  i?:  lz^sc  i2ä^:rxz"^iL .  wie  die  vier  constato 
VTrorfü  i.  .rüe:  Ar:  lo&iT^'f^  ininer  einen  and  denselta 
TÜrieL-ini  ii-nlfü.  I*-?  Tfr^üMene  EiDtheiluDg  fe 
TA'ji^zTi'Lr^  zj.:'i  :fc  "«^7  Ariic  r:.:h:et  sich  ansschliesslicfau:*! 
:ä  I^i-Jreliz:;  jzz  .-r^rLiin  i^  s^nirte  Bestandtheile,  wäiw 
i:»*  Ti^fc-Lr-rliz^  .ei-fc  i-fT  —^r  Gr:pp*E.  und  die  Grös£eB£iÄ3!'| 
■nr^  Li:  rjn-r-sz-zc  J.-e:!i:ei£r  -:i.  der  besondem  Functio&H 
r.-tizi^    rr<c^iz    i-^z,    'Er^aziz.L'iZ'z'Zeik   des    Anniments  üiüszl 

Zs  "TTKfi:  5,:i.  ii55  ii.  fec  biiiserivren  Ausführunges  j« 
Ari'iTni^sll'f  nr  >f::c  ^Tlücea  iisd.  in  denen,  wie  inS:* 
:e?  TTT-Tfc  ri:::fL>  rfcrrir:.  *ier  Satz  Tom  Integrationswe*::- 
snirre.  n:"«:  :z  irr  iZzrZLriZrn  enthaltene  Fonnulininm^ 
::ricr:.  £?  :<:  "ijfr  irr  N : m  =>. fäl'  der  einwerthigen  Funcfe; 
de-  ziÄZ.  ':•=:  .'n^rr  C'.iÄmrton  zonlchst  und  unmiltelbai'j 
Auine::  lirec  z:->s. 

-L  VV:e  «fcf-.;:,  .s:  irr  -Viistniirie  Flächenrauin  difc 
«e«::iie:rl>rhe  Fu«r.  •IrirhTiel  ob  wir  es  mit  dem  reellen 'i:| 
des:  i'^ÄTiLire-  rill  n  :hui  hiren.  Diese  nlumliche  IdCBr.1 
:<:  in  ier  Or  ■  r.-i^  ur:  reiruie:  im  Gnin«le  nichts  Andere^.^ 
^äi  sich  :r.  eirji'brr^r  ^Ve:se  iiirstellt.  wenn  eine  reeller 
eine  ::...uin::f  L:i:e  iu:::.  iieselbe  absolute  Strecke  voreev 
werier..  A!>-.i:.::  iv.uss  :i\?ri  <..jen,  die  betreffende  raun.''- 
L:r;:e  'a?.':  e  :r.  if  :i:  ^:::rr.  Fi'.'.e  einen  besomiern  RechnuBC^»'' 
oder  Si^niruL^^wr!:*!  nir  ien  zugehörigen  ZusammenhaE?  ^■ 
Operatio'jen.  Ha:  i:\:r:.  es  :v.::  reiner  Fläche  zu  thuu,  so  wL'ii  i 
Gestaltu:.^-  ^en.eini^'ich  iiiih:  i:ariz  so  einfach,  und  wir  h-^^- 
nicht  erst  jetzt,  s  .'r;'ieiTi  schor.  in  der  letzren  Xuinnier  des  zehy- 
Capitels  den  er-^eiteiten  Be-:r:n  vom  imainnären  Weith,  ^'.. « 
den  de-  imairiuaiiven  Werihs.  nüthig  gehabt ,  um  dem  Ge^er* 
Stande  in  seinen  weiteren  Ci>nsequenzen  gerecht  zu  werden.  Hir 
wollen  wir  nun  gninii>;itzlich  unil  in  voller  Allgemeinheit  ;^'- 
heunfi  des  imiiL-inativen  Werths  einer  sachlichen  und  unniittelt-: 
vorhandenen  Grosse  specieller  erläutern  und  ihn  zum  unmi"«' 
bijren  Werth  dieser  Grösse  in  Gegensatz  stellen. 

Wir  ;:ehen  zu  diesem  Zweck  wiederum  von  einem  Fläcbc> 
räum  und  zwar  einem  solchen  aus.  in  welchem  die  Unterschei»ici- 
der  iJesUindtheile  >ich  am  leichtesten  macht.  Es  sei  uns  da-'*' 
ein   Rechteck    jiegeben,  «Jessen  Grundlinie  den    Si<Tiinin'^wer: 
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I  hat,  während  die  andere  Seite,  die  zugleich  die 

irstellt,  rechnungsmässig  durch  c  -+-  d  V  —  1   vertreten 

Öienach   wird    der    signiningsmässige  Flfteheninbidt    des 

das  Product    der    beiden    Factoren    (a  +  /^  V  —  l) 

V  — l)  sein  müssen,  während  der  unmittelbare  Werth 

ihe,    wie  er  sich  räumlich  darstellt,   der  Grösse  {a  +  Ä) 

I  entspricht.    Ziehen  wir  vom  Trennungspunkte  zwisclien 

und    von   dem  zwischen  c  und  d  Linien,  welche  das 

in  vier  Keclitetke  theilen,  so  entsprechen  sowohl  die 

baren  als  die  signirten  Inhalte  jedes  dieser  vier  Recliiecke 

issen,    welche   sich   bei   Auflösung  der   Klammern  jener 

ergeben.    Wir  haben  für  die  unmittelbaren  Inhalte  für 

ihteck  links  unten  ai;  für  das  rechts  unten  bc,  für  das 

a  aä,  und  für  das  rechts  oben  hd.  Die  Inhalte  mit  ROck- 

die  Signirung  sind  für  dieselben  Theilrechtecke  in  der- 

ihenfolKeacJcV^l.ni/y— lundifrfd'— ~~l/=  — &(/. 

Bechnungs werth    des  Rechtecks  hitngt  vom  Rechnungs- 

Önei'  Seiten  ab.    Jener  zerfiUlt  aber  in  drei  ungleich- 

sstandtheile,  während  dieser  nur  zwei  aufweist;  denn  aus 

duct  der  rein  imaginären  LinienstUcke  ergtebt  sich  eine 

Rechtechsfläche.    Wie  in  der  Formel  ac  -t-  (hc  +  «(/) 

-  ( —  bd)  setzt  sich  das  Gesammtrechteck  aus  einem  ab- 

einem  negativen  und  zwei  imaginären   Rechtecken  zu- 

Diese  dreifache  Zusammengesetztheit  kann  offenbar  nicht 

infach  imaginär  heissen;  denn  dies  würde   bedeuten,  es 

ganze  Rechteck  das   Iniaginärvoi-zeichen.     Auch  das 

linoniisch  künnen  wir  dabei  nicht  recht  brauchen;  denn 

st,  und  zwar  namentlich  im  Zusammenhange  aller  unserer 

bngen  speciell  diejenige  dreifache  iSignirung  an,  die  den 

Einheitswmvehi  entspricht.  Ebenso  würden  wir  die  Flüche 

Zusammensetzung  schlecht  charakttrisiren,  wenn  wir  das 

eund  das  Negative  zusammenziehen  und  alsdann  von  einem 

Üi   imaginären  Rechteck    reden  wollten.    Das   Neue  und 

ttDte  au  der  Sache  besteht  eben  darin,  dass  der  negative 

|lheil  für  sich  unterschieden  werden  muss  und  sich  in  der 

Irtflaehe  nicht  abgezogen,  sondern  hinzugefügt  findet.   Dieses 

I  entsteht   aus   ilem   Imaginäri^n   und  ist  eine  Function 

d;  aus  diesem  Grunde  dürfte  der  Ausdruck  imaginativ, 

den  Zusammenhang  mit  dem  Imaginilren  festhält,  grade 
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v%';     K''.v;.    :ii^.   CjÄrtTr-r    LL   !wr:    reelj*  An^rrsri   tl  dörr-, 

:  i.K*.   *;  V.  *rrv.  o*:*  Pr-^'i-r.- r^eer  •  jr'^ase x  ^t  seiiL  die  nLiüiUr/t 
'.    •     >.'.;•<•  ii.',« :  ".■.:,  ';frr  iv-crii-rri  'ir■--.■:L;r:Ir^£:  rri;M:jieL.  ;'- 

■*'ßti'i*tii  h'j'-n  i'Uh.y :-'':.  *.M-  •'jr-l'-i*':-  -r»erhaupt  und  zi^&t  >i' 
*l:t  t.i:ni*-\itu  z'j  VhhXit'M.  WO  L'i'rh  keine  zwei-  oder  &?-•' 
'lj//j' /!■  j'/h;ij''  -ofjd'jrri  ijur  eine  einfache  additive  oder  sul'H*^" 
/«i:  ;iffiri.<ri  <  I/ijü;;  -lattfindet  Demcemass  können  wir  i-- 
ti  *  h  V  1  <firi«rri  iiiiairinaliven  Werth  von  a  -~.  l  nenKi 
\)\i\i'  ijtu  i'(\\ii'U/.  iiilirt  norh  weiter.  Haben  wir  ein  rechntiü 
lif/« :.  I/M'MM'I-  rnit  di'ii  Katheten  ^/  und  fc  >  —  1 ,  so  ist  der  imaiTEi 
iiv«'  VVnilidifr  llv|Mit(jniJh(j  V  <^-'  —  t-  oder,  wenn  man  das  e;;:f^* 
fliiirnlirlM-  Vriliftltni^s  hrsonder.s  andeuten  will,  V  ^--^y  —  i^i^,  Zitt" 
iMiiii  dir  I'  \Viir/«'l  wirklich  l)inoniisch,  also  derprestalt  aus.  lii?* 
iniiii  dir  pfKitiVffi  und  dit;  ne^'ativen  Kinheiten  für  sich  «letifci' 
hiv.t  liiiiii,  ;n  rihidt  nnin  un^lcicharti^'e  Summanden.  Die<e  sio> 
idiMilut  i'fniiiiinii'n,  /iisannnm  der  Läuf^e  der  Hypotenuse  £leir> 
wahiiMid  Ml«,  indrin  man  1km  doni  einen  seine  negative  Sitzniniii. 


liiiG  Anzeij^e  verschiedenartiger  Einheilen  mitbeillcksichtigt, 
imaiLtinativeii  Werth.  li.  h.  deiijeniK«n  Ilethnungsweith  vor- 
p,  durch  welchen  der  etwa  vorausjxeselzten  Gleichung  geniipt 
1  In  einer  solchen  Grösse  ist  nun  nichts  eigentlich  Inia- 
k;  in  ihrer  thatfAchlichen  Gestalt  gleicht  sie  einer  reellen; 
Mb  gieht  ihr  aber  der  Umstand,  dass  sie  durch  verschieden 
PB  Bestandtheile  anstatt  der  entsprechenden  unsignirten 
fe  fißurirt,  eine  ilhnliche  Beileutun^  nie  dem  Imaginären, 
diese  analoge  Bedeutun»  ist  es  eben,  die  i^ir  durch  Woit 
äegriff  des  Imaginativen  hervorzuheben  hatten, 
fiefaren  wir  jetzt  zu  jenem  Klächenraum  zurück,  welcher  dem 
■rI  zwischen  binomischen  Grenzen  für  den  reellen  wie  für 
kiaizinaren  Fall  entsprach.  Das  Paradoxe  der  Identität 
ftFlächenraums  für  beide  Fälle  löst  sich  dahin  auf,  dass  für 
ft  Grenzen  die  Fläche  mit  ihrem  unmittelbaren  Werth,  für 
bre  Grenzen  aber  mit  ihrem  inia^nativen  Werth  in  Rech- 
■ommt  Sie  stellt  daher  geometrisch  beide  Werthe  vor,  je 
■p)  man  die  Bestandtheile,  aus  denen  sie  sich  zusammen* 
[äine  SigniruDgscharakter  belässt   oder    mit  diesem   aus- 


5.  Bisher  war  die  Voraussetzung  binomischer  Coordinaten, 
Srn  sie  nicht  aus  der  Gleichung  selbst  stammten,  etwas  Will- 
ftes  und  nur  dazu  gemacht,  ein  geometrisches  Gegenbild 
HCher  Verhältnisse  zu  sein.  Die  imaginären  Graphiker 
jmcht  einmal  bis  zu  diesem  Punkt,  geschweige  weiter  zu 
Sehen  geometrischen  Thatsachen  gelangt.  Sie  haben  ihre 
lannten  coniple.xen  Grössen  nicht  einmal  einheitlich  veran- 
tlieht.  sondern  nur  die  Functionen  zwischen  den  reellen 
en  innerhalb  derselben  Grösse  und  zwar  wesentlich  nur  der- 
m  des  Arguments  graphisch  illustrirt.  Unser  ursprünglicher 
ingspunkt  vom  Kreis-  und  Hyperbel schenia  und  die  darin 
Itene  geometrische  ThatsSchlichkeit  des  Imaginilren  gestattet 
Sine  Nach  Weisung  wirklich  constmirter  binomischer  !ma- 
Auch  haben  wir  im  zehnten  und  im  elften  Capitel 
1  einigen  Gebrauch  gemacht.  Hier  wollen  wir  die 
renheit  aus  einem  allgemeineren  Gesichtspunkt  betrachten 
^en,  wie  durch  eine  Coiirdinatencombination,  die  wir  das- 
I  der  Doppeicoordinaten  nennen  wollen,  die  Gleichung  jeder 
1  eine  solche  verwandelt  gedacht  werden  könne,  in  welcher 
)aren  Argumente  und  Coordinaten  zweitheilig  sind. 
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r-esjri:  ilü  i*  £!*ä=a=*:i3K  Hrp^^-cl  anf  die  Krasddctel 
iii-L  dks*  irx:er:'riz.3:r  sc  'iAi>iBrc^  gescheiien,  dass  bu! 
i:.-;!:.ir  Ä-art.  -v^  s-iriel  bcÄt,  üi  djtss  die  simst  nnT^it^ftii 
^j'i*rj:L:iL,:;s^oriiTAsse:z::i^  r^ed  eiücm  imagin^pea  Werth  too  }i 
psxisend  verde  ;:Lä  s^*  »üe  Hjperbel  miteinschliesse.  An  die» 
HanptpoLk:  erinurra  vir  je^ic-ch  hier  nur.  da  wir  ihn  im  iveisei 
Capitel  an^fbiiriich  erviesen  und  als  den  Ausgangspunkt  fssß 
wirkli<rhen  Conitru^OD  des  Imaginären  gekennzeichnet  biba 
Durch  die  vorher  angegebenen  Projectionen  oder  auch  durch  oik^ 
trägliche  Einsetzung  des  imaginJiren  y  an  Stelle  des  reeUes  s 
die  bereits  gebildeten  Formeln,  erhalten  ^r  m  =  y  |  (^  -f.  m  y'^W 


y  y  —  1).    Zugleich  ist  Vi  (x+ijV—l)  = 

,V--ri)  = 


ViU  +  yV-D' 
man  unmittelbar  sieht,  wie  jede  der  binomisch  ima- 
ren  Coordinnten  aus  der  andern  durch  eine  rationale  Opera- 
^ewonn^n  werden  könne.  Wir  hüben  hier  also  ein  wirk- 
B  geometrisches  Beispiel  von  der  Function  einer  sopenannten 
»lexen  oder,  wie  wir  lieber  sagen,  binomisch  imaginären  Grösse, 
awar  sind  die  Coordinaten,  die  von  einander  angebbare  Func- 
Ni  sind,  selbst  complex,  wie  es  naturgemäss  sein  niuss,  und 
^losgerissene  Stücke  von  Coniplexitäten.  wie  in  den  ged- 
iehen Boden losigkeiten  der  eomplexeu  Graphiker. 

Thatsache,  dass  sich  die  Curve,  also  zunächst  die 
Ibel  auch  durch  die  einfachen  Coordinaten  construirt,  ist 
K$pecielles,  wodurch  an  sich  die  Beweiskraft  der  Schlüsse 
pi-thig  zusammengesetzten  Coordinaten  nicht  beschränkt 
I  Von  wesentlicher  Allgemeinheit  ist  die  wirklich  geome- 
\  Nachweisung  von  Punkten,  zu  denen  jede  Coordinate  bi- 
fch  imaginär  ist.  Diese  hätten  eher  ein  Recht,  binomisch 
inäre  Punkte  zu  heissen,  als  die  damit  Übel  contrastirendea 
lannten  complexen  Punkte  der  blossen  Graphik.  Bei  den 
■s-en  ist  die  eine  Coordinate  reell,  die  andere  rein  imaginär; 
cüirheit  ist  aber  überhaupt  eine  derartige  Bezeichnungsweise 
Slit  angebracht;  denn  schon  auf  einer  und  derselben  Ase 
versländigerweise  der  Endpunkt  einer  complexen  Linie, 
ir  sich  nach  diesem  Abstand  benennen  sollte,  complex 
weil  auch  hier  die  Distanzen,  durch  die  er  bestimmt 
}  gemischte  Grossen  sind.  In  unserm  Schema  der  Duppel- 
Isaten  ist  vermöge  der  Natur  dieser  Coordinaten  die  Be- 
tungsweise  eines  jeden  Punktes  ebenfalls  eine  doppelle.  Das 
^al  wird  er  zufällig  ebenso  wie  in  der  Graphik,  aber  wohl- 
^nden  aus  geometrischen  Gründen,  durch  eine  reelle  Ab- 
>  und  eine  imaginäre  Ordinate,  das  andere  Mal  aber  durch 
■wirklich  complexe  Abscisse  und  eine  wirklich  complexe 
■ftte  bestimmt.  Weit  zweckmässiger  stellt  man  sich  aber 
^nze  Sache  vor,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  Ort  des  Punktes 
nur  durch  absolute  räumliche  Ausdehnungen  angegeben 
Le,  und  dass  man  nur  hinzuzufügen  habe,  die  Coordinaten 
Punktes  hätten  die  und  die  imaginativen  Wertlie,  d.  h.  Hedi- 
Js-  oder  Signirungswerihe. 


Was  wiv  an  der  Hyperbel  und    flerea  Asya^lata 
halten  wir  schon  fiUlier  auch  auf  deo  Kreis  ao;!ewad&at 
vollNtltiidifte  Vurntl^etiieiuerunc  läuft  darauf  hinaus,  tbei^ 
rechtwiiiklisen  Coordinalen  in  der  Ebene  noch  ein  z»eie 
[laur  liinzuzunehnien,  welches  durch  Senkuos  der  iii^( 
Asch  um  einen  halben  Rechten  entsteht.    Alsdann  Hegt  die 
Absciesennxo  um  +  45"  über  iler  alten  und  die 
«xo  liejrt  —  ii'"  darunter.    Jeder  Punkt  einer  Cime  oöo 
einet«  K<^nietnsdien  Gebildes  kann  nun  zunilchst  dnrdi 
Coonlinaten  und  dann  vennöge  der  Projectionen  dnrcli  bäMa 
HURtiodrUckte  Coordin»ten   an^eKeben    werden.     Aach  kun  a 
illo    lileicliuud  der    Curve    in    den    binomischen  Coordinila 
und  r  aus  derjenigen  zwischen  x  und  y  ermittelo.  Ist  yinuca.1 
wird  also  die  Curve  nicht  auf  ihre  reelle  Gleichung,  sondert  >l 
eine  solche  bezopcu.  die  noch  das  Gegengebilde  mitumfssli 
wenlon  ilio  binnmiüchen  Coordinalen  in  ihrem  einen 
HUrli  iutAf'intU'.  Auch  hier  steht  im  Allgemeinen  nichts  est 
die  lilelcliung  in  den  imaginär  gemischten  Coordinateo  a 
NU  t'vmitlol»;  nur  können,  wenn  die  Gleichung    über  den 
Oritd  liinauDKoht,  transcendente  Umkehrungen  höhergradigerKi 
tlont'n  utclit  iuuner  vermieden  weiden.     Da   es    hier  aber 
auf  die  Voretelluufisai't  der  Sache  im  Allgemeinen,  als  ud 
»unitin*  Ausführungen  ankommt,  so  bleibt  jener  Umstami 
hi^bllch.     lli>r  Haui»tzwfck  unserer  ganzen    Anordnung 
darin,  zu  «eigen,   wie  jede  Curve  anf  werthig  gemischte 
nalou  lH^zu){mt  werden  kann,  die  auch  gemischt  imaginär 
wvi'iU'ii  kAnnou.  wenn  man  die  zu  Grunde  gelegte  Gleiebniig 
K|iiwht>nd  nhllndert.    Diese  Ab&nderung  wird  freilich  onr 
naHtrlloh  gorathen,  wenn  wirklich  ein  zureichender  Grumi 
banden  ist.  »wei  FVncüonen,  wie  in  unserm  alten  Beispiel  x"  +( 
und  je*  —  ji'  unter  der  Form  der  einen  als  eine  einjage  m 
handeln 

lioutoreü  ist  beispielsweise  für  Ellipse  und  HTperiid 
Kuli  und  cestaltot  sich  fthuhch.  wie  im  Special&ll  des  Knb« 
und  der  gleicliseitijien  Hvperbel.  Bei  der  Parabel  aber  tS  Ä 
Zugt'Nellung  einer  Krgiiuzungscurve  mit  negativer  Absdsse  ni 
domentuprwhend  imuginäixir  Ordinate  etwas  WillkQHichee.  Bifr 
durch  wird  dieselbe  Parabel,  nur  in  entgegengesetzter  Lur- 
wieder  henorgebrachl.  Jeiloch  sind  die  secundären  Cooniinaut 
selbstverstÄndlich  auch  hier  in  beiden  Fällen  anwendbar  oiui « 


\le  (lev  unmittelbar  gegebenen  Scheitelgleichung  erhalt  man 
{eben   u  und   v  die    neue    Gleichung    v  =  V2  p  -^    u  + 
iV  2p  tt,  welche  fUr  den  imaginären  Fall  die  Gestalt 
—  V2  p  -\-  u  +  f    2  p^  —  4  V  2  pu  annimmt. 
Es  sei  noch  ausdrücklich  hervorgehoben,  dass  der  fragliche 
leine   Ueberganp  von  eingliedrigen  zu  binomischen  Coordi- 
sich  nicht  etwa  iiuch  allgemein  umkehren  lässt.     Sind  be- 
)  binomische  Coordinaten  gegeben,  so  kann  man  diese  auf 
idrige  nur  in  dem  vereinzelten  Fall  reduciren,  wenn  die 
Ische  Ordinate  der  zweite,   d.  h.  ccnjugirte  Werth  zur  hi- 
dien  Abscisse  ist.     Auf  dieser  Unmöglichkeit  allgemeiner 
iiTiDg  beruht  es  auch,  dass  die  eingliedrigen  Coordinaten, 
D  der  gewöhnlichen  imaginären  Graphik  angewendet  werden. 
Im  Sinne  unserer  eignen  Imaginärlheorie  die  eigentlich  bi- 
Äen  Coordinaten  nicht  vertreten  können.    Nur  in  den  be- 
ll Fallen,  in  denen  die  Curve  auf  beiderlei  Weise  bestimm- 
r,   ergiebt  sich   rein   zufällig   eine   annilhernde  CoincJdenz, 
der  Unterschied  sich  auf  den  constanten  Factor  VS  be- 
lebt.   Dieser  zufällige  geometrische  Sinn,  welcher  auch  der 
tkik  bei  einiger  Abänderung  in  einzelnen   Fällen   beigelegt 
kann,  ist  aber  nicht  ihr  eignes  Verdienst,  sondern  »tammt 
ierer   wiiklichen   geometrischen  Construction   des  Imagi- 
mit  der  zugleich  die  allgemeine  Willkiirlichkeit  und  Un- 
ikeit  jener  gemeinen,  die  Bestandtheile  unnaturlich  zer- 
e^den  Graphik  biosgelegt  ist. 

fc.  um  jenes  Körnchen  Wahrheit,  welches  instinctiv  dem  Ur- 

<S  der  imaginären  Graphik  beigewohnt  hat,  von  ihr  selbst 

nicht  vei-standen  worden  ist,  hier  voll  ins  Licht  zu  setzen 

KU  etwas  Erheblichem  zu  erweitem,  können  unsere  Imapinär- 

ie  und  Signirungslehre  Dienste  leisten.    Ein  Binom  «  ±  f> 

Dicht  blos  auf  jene  hyperbolisch  exponentielle  Form  gebracht 

o,  in  der  wir  es  frUher  dargestellt  haben,  sondern  fUgt  sich 

in    eine    reelle   Form    mit  Kreisfunctionen.     Es  lässt  sich 

Ich  in  den  Ausdruck  ^  (cos  <f'±sm  q)  verwandeln,  wobei 

Va'-i^b^  wird  und  sich  ip  durch  die  Gleichung  cos  ip  = 

__     bestimmt.    Hat     man    nun    einmal    den    Gedanken 

zweitheiligen  Veränderlichen  gefasst  und  wUnscht  man,  sich 
Veränderungen  dieser  Bivariabeln  anschaulicher  vorstellig  ta 


machen,  als  es  die  blosse  Buchstabensymbolik  milsiehbriiR] 
kann  man  dies  immerbin   dadurch  thun,  dass  man  atk  «üt 
standtheile  einzeln    geometrisch    entwirft,    gleichTJel  wif 
Zusammensetzung  auch  gerathen  möge.     Hat   man  CceiinE 
Sinus  desselben   Arguments    geometrisch    zu    tlenken 
einem   thatsächlich  nichts  Anderes   Dbiig-,    als    diese 
sammengehöiigen  Kreisfunctionen  ebea  auf  die  Weise  toi 
wie  sie  ihrer  Xatur  nach,  seitdem  man  sie  überbaapt  kemrt. 
construirt  worden   sind.     Nun   bat   man    nie    abstrafte 
Cosinus,  sondern  nur  Cosinuslinien,  also  Coü^inus  id  Be^tdiniE 
einen  Radius,  zeichnen  können,  und   da    man  bier 
p  sin  <p  als  Maasse  für  die  Linien  vor  sich  hat.  so  muss  dei«! 
natürlich  den  Radius  g  erhalten.  Sollte  der  analytische  .Koninii 
bivariabel  san,  so  muss  auch  g.  und  zwar  unabhängig  von^. 
änderlich  genommen  werden.    Wir  erhalten  rienigemilss  ab 
der  Bestandtheile  der  Bivarlabeln  das  doppelt  veränderliche 
winklige  Dreieck  mit  den  Seiten  ß,  e  f^s  tf  und  q  sm  if. 

Will  man  die  Doppel  veränderlich]  keit  dieses  Dreiecks 
klar  vorstellen,  so  muss  man  sie  in  TheilverAnderlicfakeiUal 
legen.  Man  gebe  also  p  einen  bestimmten  Werth  r  and 
mit  diesem  constant.  Alsdann  muss  sich  r  im  Kreise 
damit  alle  W'erthe  if  in  beliebiger  Häufung  durchmessen  •( 
können  und  alle  möglichen  KatlietencombinatiouL-n  bervot 
Letztere  erschöpfen  sich  mit  einer  einzigen  Umdrehung  und 
sich  alsdann  uur  wiederholen.  Wir  haben  also  alle  mi 
Werthe  von  rcosif  und  rsin  if  gleichsam  in  einem  geon» 
Tableau  vor  uns,  welches  den  Dienst  einer  Tabelle  leistet  't 
es  in  Horizontal-  und  Verticalcolonnen  die  gewaoscbteo  ffi 
aufweist.  Diese  analytische  Tabellistik  erweitert  sich  nach 
andern  Seite,  indem  man  tp  constant  und  p  veiünderlich 
Alsdann  dehnt  sich  der  Kreis  aus  oder,  nenn  man  lieber 
legt  sich  um  ihn  stetig  eine  Abfolge  concentiischer  Krdse. 
Werthe  g  vos  (f.  und  g  sin  (f  verändern  sich,  während  das 
sich  ähnlich  bleibt  und  nur  die  Hypotenuse  ^  grosser  wird. 

Verbindet  man  beide  Veränderungen,  so  setzen  sie  sich 
Drehung  und  aus  dem  gleichzeitigen  Hinauswachsen  des  B^ 
Ober  sich  selbst  zusammen.  Man  kann  indessen  jeden  dieser  At* 
auch  vom  andern  trennen  und  beide  nacheinander,  ja  abwechsdi' 
in  beliebig  kleinen  Stocken   aufeinander  folgen  lassen.    Ist 
Gleichung  x  (e.  y)  =  "^  gegeben,  so  ist  biemit  die  Bivariabililf 


m,  uod   der  Lauf  der  Bestandtheile  des  moduliiten 

icks  ist  ein  solchei-,  dasa  der  im  Kreise  liegende  Endpunkt 

Sinoslinie  eine  bestimmte  Curve  beschreibt.     Dieser   End- 

t  ist  auch  zugleich  derjenige  vom  jedesmaligen  g,  so  dass 

dieses  q  der   Radiusveotor  ist,  dessen  Spur,  die  Curve,  den 

;hen    der   zu    veranschaulichenden   Bestandtheile    gleichsam 

äirt  ist.    So  sind  die  Kiemente  des  analytischen  Ausdrucks 

irt;  aber  das  Ganze  des  Ausdmcks  selbst  ist  es  nicht. 

len  einen  veränderlichen  Radius  und  einen  veränderlichen 

und  die  Grösse  dieser  beiden  geometrischen  Data  genügt. 

jedesmaligen  Punkt  und  mit  ihm  die  Curve  zu  bestimmen. 

mze  des   modulirten   Ausdrucks  kann  aber  nur  dadurch 

lengesetzt  werden,  dass  man  zur  einen  Kathete,  die  g  cos  q> 

andere  äusserlich  suinmativ  hinzufQgt,  wobei  der  negative 

th  der  zweiwertbigen  ebenso  geometrisch  addirt  wird,  nie 

I  er  positiv  wäre.    In  letzterer  Beziehung  haben  wir  hier 

Btal  einer  gemischt  signirten  Linie,  ileren  negativer  Theil 

■nsch  nicht  abgezogen  wird,  während  er  im  Rechnungswerth 

PBroehenen  Linie  abzuziehen  ist.     Ein  solcher  Fall  musste 

fr  befremden,    kann  es  aber  Angesichts  unserer  Signirungs- 

ie  nicht  mehr. 

4tDe  Construction  des  Ganzen  auf  derselben  Linie  kann  erst 
Projectionen  und  zwar  auch  nur  unter  Abänderung   des 
zu   Stande   kommen.     Construiren    wir   von  vornherein, 
lit  e,  mit  einem  Radius  q  V2  und  projiciren  dann  p  V  2 
RDd  ^  V  2  sin  qt  auf  eine  Linie,  die  mit  der  Axe  den  Winkel 
bildet,  so  vei-Bchwindet  der  projicirende  Factor  V]  und  man 
eine  zweifach  signirte  Linie,  die  sich  wirklich  aus  den  Stücken 
und  e  sin  i/>  zusammensetzt.  Diese  Projectionsart  ist  schon 
^^n  frühern  Verfahrungsarten  her  in  Anwendung  auf  hyper- 
reelle und  auf  circular  imaginäre  Bestandtheile  bekannt, 
laben  wir  sie  nur  auf  den  circular  reellen  Fall  übertragen. 
;n  wir  die  eine  Axe  zum  System  zweier  Äsen,  so  wird 
lere  zweifach  zusammengesetzte  Linie  g  cos  tf  ^  (t  sin  tf,   ' 
enn  man,  wie  es  natürlich  ist,  bei  der  obern  Projection 
s  Pluszeichen  maassgehend  sein  lässt,  so  wird  die  untere 
ion  auch  ge<jmetrisch  eine  Differenz,  so  dass  die  Rechnungs- 
der  entworfenen  Linien  im  Ganzen  und  in  den  Theilen 
n    Constructionsoperationen  zusammenstimmen.     Dies  ist 
i  Schritt  über  das  Stückwerk  hinaus  und  eine  thatsächliche 
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Construction  des  modulirten  Ausdrucks,  die  man  im  Kimh 
für  die  vei*schiedenen  Axentheile  noch  weiter  verfirigeo  km 

Statt  uns  mit  letzterem  Neben  werk  au&uhalten,  grata 
auf  die  ei'ste  Veranschaulichungsconstruction  zurtck,  i 
welche  die  Bestandtheile  isolirt  dargestellt  werden.  FIr 
Punkt,  der  durch  diese  Bestandtheile  bestimmt  wird,  kfina 
priDcipiell  eine  sehr  allgemeine  Gleichung  aufeteUen,infa 
Grössen  veränderlich  sind,  nämlich  a*  +  6*=^*.  Sä 
zwischen  a  und  b  nicht  noch  eine  weitere  Beziehung  gepka 
genügt  dieser  Gleichung  in  der  Ebene  der  GonstructioD  j(|i 
Punkt,  oder ,  mit  andern  Worten ,  ein  beliebiger  Punkt  tat 
angesehen  werden,  als  wenn  er  formell  nach  Maassgabe A 
Gleichung  bestimmt  wäre. 

Ehe  wir  an  diese  Gleichung  des  reellen  Punktes  tei 
ginäre  Seitenstück  anschliessend  bemerken  wir  noch  das 
derliche  über  das  Vorkommen  des  rein  Zweiwerthigen, 
werthigen  und  des  aus  beiden  Gemischten.  Ausschli( 
der  Abscissenaxe  liegt  das  relativ  Einwerthige,  aussei 
der  Ordinatenaxe  aber  das  rein  Zwei werthige,  und  werdaiil 
rechte  Lageverhältniss  überhaupt  für  erheblich  hält,  derri 
auch  hier  nicht  übersehen,  wie  das  relativ  Zwei wertbigeiiki 
Einwerthigen ,  zu  dem  es  gehört ,  einen  Winkel  von  90*  li 
Zwischen  diesen  beiden  Weithigkeiten  haben  wir  einen  W 
gang  von  gemischt  signirten  Linienbrechungen ;  denn  die  ■' 
rechten  Winkel  gebrochene  Länge,  die  sich  aus  Absdssii 
Ordinate  zusammensetzt,  stellt,  wenn  man  auch  das  Negatin;j 
man  hier  muss,  als  geometrisch  addirt  gelten  lässt,  in  ihi0l| 
änderung  alle  werthigen  Gemischtheiten  vor,  die  man  imW 
gange  von  a  =  q  zu  x.h  —-±_q  erhält.  Man  kann  also  4 
dass  mit  irgend  einem  schiefen  Winkel  q>  und  der  zogeM 
Richtung  von  q  eine  gemischte  Werthigkeit  associirt  ist,  diel 
modulirten  Binom  bei  der  fraglichen  Lage  der  Darstelloog  ^ 
Bestandtheile  zukommt. 

Man  dai-f  aber  nicht  etwa  sagen,  dass  die  Gemischt^' 
dem  schräge  gelegenen  Radius  selbst  vorhanden  sei.  i^ 
kann  man  die  Bestandtheile  auf  jede  beliebige  Linie,  ab^^ 
jedesmal  auf  eine  solche  projiciren,  die  in  der  jedesmalig»  ^Ü 
tung  des  Leitstrahls  liegt,  und  so  auch  in  dieser  RiditBit'' 
einer  und  derselben  Linie  einen  gemischten  Ausdruck  eA* 
Diese  Projectionslinie  ist  aber ,    auch  wenn  sie  mit  dem  Bi* 
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meDfäUt.  nicht  mit  diesem  zu  verwechseln;  denn  sie  bleibt 
JeJchung  o^  -l-  6'  ^  g-  grade  so  fremd  wie  jene  Axe  mit 
Ifinkel  von  ib".  Jede  Frojection  auf  ^  seihst  ergiebt  da- 
keinen  gemischleo  Ausdruck,  sondern  wiederum  g.  Be- 
Projeclionsaxen  liefern  uns  aber  jedenfalls  nicht  ohne 
le  das  ursprungliche  niodulirte  Binom;  es  bleibt  also  da- 
is  die  schiefe  Richtung  nur  ein  Merkzeichen  ist,  dasa  sich 
lirungsgemischtbeit  auf  die  zugehörige,  um  den  rechten 
herum  gebrochene  Linie  beziehe.  Die  ungemischie  Sig- 
entsteht  nur  dadurch,  dass  in  der  gebrochen  signirten 
ines  der  Stücke  gleich  Null  wird.  Es  ist  schliesslich  diso 
B  bestimmte  Art  der  Irfeenassociation,  vermöge  deren  man 
nlage  des  Radiusvector  an  ausschliessliche  Theilsignirung, 
iefwinkligen  Lagen  aber  an  gemischte  Signirun;;  denken 
"Wollten  wir  schon  hier  den  Factor  cns'p  +sm(p  Reibst  als 
sammtsignirung,  also  als  ein  Vorzeichen  der  Grösse  g  auf- 
«ovon  wir  jedoch  erst  das  Analogon  im  imaginären  Fnll 
ich  und  erforderlich  nachweisen  werden,  so  Hesse  sich 
las  die  eine  partielle  Signirung  durch  eine  Abfolge  von 
leiten  in  die  andere  übergehe,  während  q  den  Quadran- 
diläuft. 

Betrachten  wir  nun  ein  imaginäres  Seitenstuck  zu  dem 
veränderlichen  Kreis,  den  wir  eben  behandelt  haben.  Ein 
Seitenstück,  welches  wiederum  Kreisfunctionen  enthält, 
Urch  unser  System  der  signitiven  Constructionen  möghch, 
von  einer  reellen  veränderlichen  Hyperbel  a*  —  &•  =  pi 
Alsdann  ist  der  Zwischenkreis  mit  imaginärer  Ordinate 
—  i  das  erforderliehe  Schema ,  durch  welches  die 
jtbeile  desjenisen  Binoms  p  (cos  i/  +  V —  1  sin  (/)•  welches 
ichuDg  a*  —  ?**  ^  o*  -f-  fr'*  =  ß*  entspricht,  bildlich  dar- 
werden. Wir  haben  es  hier  wieder  mit  unaerm  ursprUue- 
Hyperbel-  und  Kreisschema  zu  thun,  jedoch  mit  zwei  Ab- 
igen  des  Sinnes.  Erstens  ist  hier  keine  Coostruction  einer 
iten  Hyperbel  und  eines  bestimmten  Kreises,  sondern  es 
Hyperbeln  und  Kreise  in  Frage,  welche  mit  variirenriem 
ene  erTullen.  Zweitens  haben  Hyperbel  und  Kreis  hier 
iptinleresse  nicht  als  Curven,  die  der  Gleichung  a'  —  b* 
itsprechen.  sondern  als  Merkzeichen  fQr  die  zusammen* 
Wertbe  einer  analytischen  Bivariaheln.    Sie  sind,  auch 
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af^rt&hcn  Eapr.   zamal  bei  äes&ei  Tonrrenn^ier 
mit  Her  Crastheilicia .    nafielueix.    Die  &f}&ien 
na4   <tie:  2ntfeiu>ri2e  Ereischeüaiiz   wmren   vga 
«<)rlTi  Oaaas.    nuiem  er  *ier  all^emeiiieii  Gi 
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ange   stillschweigend    nacharbeitete,    einen   gewissen,    wenn 

nicht  zu  überschiltzenden  Ei-folg  gehabt  hat. 
Vun  constmirt  sich  der  Theilunpspunkt  eines  Kreises  durch 
teilen Bestandtheile  des  imaginären  Binoms  e(cos  f/>  +  V  —  1 

.    nämlich  durch  das  rechtwinklige  Dreieck  mit  den  Seiten 
oaq>  und  psmif,    wobei  (f  für   den   ersten   Theilungspunkt 

Werth  -^  hat ,    wenn  w  die  Anzahl  der  Theile  bezeichnet. 

Jmstand,  dass  diese  Werthe  nicht  transcendent,  sondern  alge- 

3h  gegeben  sein  müssen,  dass  sich  also  jenes  Binom,  welches 

Barzel  der  zweigliedrigen  Gleichung  x'  ~  p"  =  0  ist,  in  ein 

■gebraisches  verwandeln  muss,  in  welchem  die  algebraischen 

Ht  Air  costp  und  sirup  enthalten  sind,  ist  ftir  die  Entstehung 

Baginären  Graphik  Nebensache.    Genug,  dass  für  Gauss  der 

fctlieilungspur.kt   durch   eine  verworrene  Ideenassociation   das 

Dd  für  den  sogenannten  coniplexen  Punkt  wurde,  indem  sii'h 

^omtiiiction  der  reellen  Bestandtheile  das  analytische  Binom 

Jt  seinem  Factor  V  —  1  unterschob.    Um   die  Befremdlich- 

dieses  imaginären  Zusatzes  angeblich  zu  erklären,    wurde 

Iglich  das  Curiosum  von  der  mittleren  Proportionale,  welches 

nicht   neu    war,    von  Gauss    wieder  wie  frisch  hinzu- 

Zugleich  rückten  die  instinctiven  Veranlassungen  und 

|er  unverdorbene  naturliche  Sinn,  welcher  der  ursprunglichen 

Orlichen  Verbildlichung  der  i'eellen  Bestandtheile  von  einem 

.opfe  hätte  beigelegt  werden  können,  völlig  in  die  Ferne. 

1  Vereuch,    abstract  zu  werden,    machte  Gauss  aus  der 

dann  vollends  jene  Ruhen-  und  Kohlkopfsgraphik,  die  wir 

mhei-ein  gekennzeichnet  haben,    und    deren  Verbriimung 

aginftreni  Gespensterglauben  und  dem  zugehörigen  Glauben 

fl  construirte  mittlere  Proportionale  in  einem   auch  sonst 

Eergläubisch  und  unrationell  angelegten    un<l  ausgebildeten 

B,    wie  dem  Giiussischen,    sobald  man  diese  Umstände  erst 

'•^  nicht  mehr  befremden  darf. 

lÄir  von  unserm  Standpunkt  legen  überhaupt  auf  die  ganze 
^erbildlichung,  selbst  nachdem  sie  vermittelst  unserer  Ima- 
Rheorie  rationatisirt  und  nach  der  Seite  des  Reellen  ver- 
Jlndigt  ist.  keinen  sonderiichen  Werth.  Wir  betrachten  sie 
r  wesentlich  nur  als  eine  Krücke  für  Lahmheit  im  rein  ana- 
len Gebiet,  möge  es  sich  nun  um  Hervorbringung  oder  um 
Verstilndniss  handeln.    Mit  letzterem  ist  es  allerdings  im 
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Pobfiomi  jci^ckor  Sdiicht  jetit  blBfig  m  W 
äUdlt.  da0  man  Iwt  JBahtiligciL  gcgai]iiaiicliefirfllienE|icb| 
hanb^^AommiiB«  Sfcmfe  dar  gaaijtueben  Abstraetioerfi^ 
iMsweil«  mriu  umbm  kauL  niHiBkliA  auf  die  fiif^ickaLil» 
hnt  jEwfagwitBrh  taA  m  leign,   wie  mit   der  Krtekaioi» 


Bttspfidswoäe  bringt  es  mser  analytisches  System  mit 
tfea  3iüibilii&  des  fimyiniUr  gemischtea  Knoms  ab  die  eigeiflidi| 
Gntafi«.  iea  Fairtor  *.vs»f  ~  if  --  l$m  q^  aber  als  ein  zusub»! 

^wMxces  TgcaiacheiL  la  becradilea.    Ist  eine  ganze  ZiU.i| 

halMi  vir  ottsem  AwohntCD  SpedaUdl    der  gam^gradigei 
httti^wttnebi.  oad  diese  babea  aas  stets  als  Vorsetzmga 
Sitto^  voa  TonatriMt  g^pibem.    Yerindert  sieh  aber  f 

so  aiauttt  ^     aarii  alle  Zwisdieawerthe   an,    die  nicht 

laklm  SUHL    Dies  hindert  aber  aidit,   die   Analogie  mit 
(guu^nradJ^KB  Einheitsinmebi  streng  festiohalten,    wonadi 

der  Ain$dr«tfk  ci»<f  —  ir  ~  1  sm  7   unter  allen    Umstinda 
;^mlem  ^»aaea  Laofe  eine  EinbeitswiiRd  oder,  wie  man  m 

autf^lMa  kaaa.  eine  Eiahei^pocenz  TwsteDt     Setxt  man  — =«){ 

M^  b(  j\*tier  Ausitruok  eine  rte  Einheitswnizel  und  zwar  dkjetf 
fumUm^ntale«  weiche,  wenn  9  eine  ganze  Zahl  ist,  unter ta 
immitiv^n  bjahetC:>wur7elQ  Jadurch  eine  besondere  Stellung  ä' 
uiumit»    dA:<$  ihr  Anninienc  ;uu  kleinsten  ist.     Die  Gesanufitkä 
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rvpi^entirt «    und  diejenige,    für  die  hiebei  i  =  liSL 

w 

kann  als  oine  be:kHider?  hervorzuhebende  angesehen  werdet 
uAnilioii  dl:!^  die  er^te»  wenn  die  Einheitswurzeln  nach  der  Beikfr 
{\>l>:o  der  ganzen  Zcihlen  k  ceordnet  werden.    Man  kann  also  da 

Ausdruck  ftK<  g  -r  >  —  l  ^^^  <f   ^s   die  erste    unter   den  »ta 


Kinheitswurzoln  ansehen  und  ihn  durch  1 '  oder  1 

wenn  man  festsetzt »    dass  unter  dieser  Einheitspotenz  nur  dff- 

jenige  ihrer  NVenlie  verstanden  werden  soll,    dessen  ArsuDeit 

gleich  ---  ist,    grade  so  wie  man  unter  dem  Werthe  einer  & 


llfanetion  mit  reellem  Argument  nur  ihren  positiv  reellen 
der  Eugleiph  der  Modulus  aller  andern  Werthe  ist,    zu 
»  pflegt. 
mKemüss  kann  kein  Zweifel  obwalten,  wie  das  neue  Vor- 

■/T  =  1 '  =  j{y)  zu    verstehen   sei.    Es  ist  das   erste 
1  eines  veränderlichen  Vorzeichens;  denn  mit  der  stetigen 
Brung   von  v ,   die    von    derjenigen   von   rp   abhängig   ist, 
uft  es  ebenfalls  stetig  alle  Werthe,  vermöge  deren  es  den 
von  1  +  0  bis  0  +  V^T,  von  da  bis  —  1  H-  0.  dann 
-  V^^  1    und  schliesslich    bis    wieder  1  -f-  0  zurüeklegt, 
iter  mit  wachsendem   Argument  die   alten    Werthe   von 
zu  reproduriren.     Der  gemeine  und  einfache  Uebergang 
zu  —  oder,    mit  andern  Worten,    der  gewöhnliche  be- 
Zeichen Wechsel,  habe  er  nun  am  Reellen  oder  am  Imaginären 
der  einfache  Grundfall  und  hat  zur  unumgitnglichen 
,  dass  die  mit  dem  Voi-zeichen  behaftete  Grösse  dabei 
ie.     Unser    zusammengesetztes    Vorzeichen    ist    eine 
einfacher  Signirungen  und  zwar  eine  Mischung  nach 
quantitativ    verschieden    bestimmbaren    und    daher  auch 
veränderungsfähigen    Verhsltniss.      Die    positiv    und    die 
reelle  Signirung  ergeben  mit  der  positiv  und  der  negativ 
UnSren  vier  Combinationen,   und   innerhalb  der  jeder  Com- 
tion    ent£prechen{len  Verilnderungsphase  kommt  es  jedesmal 
die    Mt8chungsantheile    der    Klementar-signii-ungen   an.    Die 
■nintsignirung  kann  ihre  sämmtlichen  Werthe  bis  wieder  zu 
Ausgangswerth  nur  tluvchmessen ,  wenn  jeder  Best&ndtheil 
tial  durch  Null  und  ausserdem  zweimal  durch  einen  extremen 
h ,    nämlich  durch  ein  Maximum  und  durch  ein  Minimum, 
Das  Gelangen  von  +  zu  —  ist  also  hier  möglich,    ohne 
die  Gesammtgrösse  Null  wird;  denn  das  Gesammtvorzeichen 
nie  Null  und  die  Hauptgrösse  e  an  sich  braucht  es  nicht 
Orden. 

Der  gekennzeichnete  Vorzeichenlauf  steht  olfenbar  analytisch 
gleichviel  ob  man  sich  von  ihm  ein  geometrisches  Bild 
e  oder  nicht;  denn  die  Ventndemngen  zwischen  +  1  und 
oder  -+-  V—  i  und  —  V  —  1  werden  sich  doch  wohl  noch 
«cter  denken  lassen,  als  vermittelst  der  vier  Quadranten 
Kreises.  Die  Veiminderung  von  1  bis  zu  0  und  dann 
tr  bis  zu  —  1  ist  in  analytisch  anschaulicher  Vorstellung  an 
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r  8.  Wo  die  AbstractionGkraft  der  reinen  Aiialysia  walten  kann 
mxuxd  sich  demgemäss  alle  Vermittlungen  in  allgemeinen  Grössen- 
üzeiohen  und  Rechnungszeichen  zu  vollziehen  haben,  ist,  wie  ge- 
KSagt,  jegliche  geometrische  Schematisirung,  insbesondere  Aber  die 
übliche  imiiginilr  graphische,  mindestens  eine  Ungehörigkeit.  Der 
:  höhere  Grad  von  Wissenschaftlichkeit  wird  durch  den  höhern 
;  Grad  vun  Abstraction  vertreten,  und  so  ist  eine  AnalysiH  nicht 
.viel  werth,  die  es  nicht  einmal  versteht,  auf  ilirer  eignen  Höhe 
fortzuschreiten,  sondern  statt  dessen  gleichsam  einen  geometrischen 
Fuss  hinkend  nachschleppt.  Für  die  Analysis  selbst  brauchen 
'  wir  also  die  signitive  Construction  des  Imaginären  nicht.  Um 
^so  wichtiger  wird  nun  aber  die  Frage,  was  diese  Construction 
'für  die  Geometrie  selbst  leisten  könne.  Auch  kann  eine  ähnliche 
Frage  nicht  blos  bezüglich  der  geometrischen  Construction,  son- 
dern auch  bezüglich  jeder  sachlichen  Darstellung  signitiver  Art 
aufgewoifen  werden.  Hiebei  wird  eine  Antwort  für  die  Geometrie 
auch  eine  Antwort  für  alles  Uebrige. 

Die  signitiven  Constructionen  liefern  die  angeschlossenen 
Gebilde  oder,  allgemeiner  geredet,  sie  ermöglichen  es,  dass  ana- 
lytische Nachbarschaften  der  Formeln  als  engste  geometrische 
Verwandtschaften  hervortreten,  und  dass  umgekehrt  diese  sach- 
lichen Verwandtschaften  auf  ihren  abstracten  analytischen  Aus- 
druck gebracht  werden.  Nftmlich  erst  durch  die  signitiven  Con- 
structionen erkennt  man,  dass  auch  in  der  unmittelbaren  und 
natttrlichen  Geometrie,  die  nicht  erst  als  willkürlich  geometrisii-te 
Analysis  zur  Welt  gekommen  ist,  die  Gelegenheiten  vorhanden 
sind,  vermittelst  der  imaginären  Beziehungen,  d.  h.  vermittelst 
der  Definition  der  Beziehungen  durch  das  Unmögliche,  zu  einheit- 
lichen Gesichtspunkten  zu  gelangen  und  verschiedene  Gebilde 
unter  eine  und  dieselbe,  nur  signitiv  sich  abändernde  Rechnungs- 
regel  zu  bringen.  Wo  irgend  eine  Construction  bei  sich  völlig 
gleichbleibender  Regel  unmöglich  wird,  kann  die  Unmöglichkeit 
als  solche  selber  vor  Augen  geführt,  d.  h.  construirt  werden,  in- 
dem man  die  zu  einer  möglichen  Construction  erforderliche  Ab- 
änderung eintreten  Iftsst,  zugleich  aber  durch  die  signitive  Vor- 
bemerkung zu  dem  möglich  gemachten  liebilde  anzeigt,  dass 
dieses  nicht  an  sich,  also  z.  B.  nicht  als  absolute  Linie,  sondern 
nur  zusammen  mit  dem  imaginilren  Vorzeichen  die  Bedingungen 
erfülle.  Die  Fortsetzung  der  Constructionen  in  das  Gebiet  der 
bedingten  Unmöglichkeiten  ist  aber  unter  Umständen  eine  nicht 
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unwichtige  Angelegenheit.  Nicht  blos  die  Venneidonff  tob te | 
bi-echungen  und  die  Einschaltung  von  ZwischengebildeiL  6t 
in  jeder  Beziehung  unmöglich  geblieben  und  nicht  mai  i\ 
Unmöglichkeiten  näher  vorstellbar  geworden  wären,  isiä« 
heblicher  Vortheil,  sondern  auch  die  Aufschlüsse,  die  AA  afe| 
Thatsache  eines  blos  signitiven  Untei-schiedes  der  geoi 
Gebilde  knüpfen,  sind  von  AVeilh.  Zwei  geometrisdie 
sind  in  Allem  einerlei,  aber  nur  signitiv  unterschieden,-! 
s(»lcher  Ausspruch  liefert  eine  Charakteristik,  wie  sie 
abstracter  und  intimer  nicht  beschafft  wei-den  kann. 

Auch  durch   das  Unmögliche  werden  Beziehungen  besbi| 
und  definirt.    Die  unmöglichen  Grössen   sind   nicht  an  sidi 
möglich,    d.  h.  es  ist  nicht  das  absolut  Quantitative  u 
sondern  die  verlangte  Beziehung  desselben   in  einem  p 
Kerhnungszusammenhang  das  Unmögliche.     Diese  Uom( 

der  Beziehung   wird  nun    in   äussei-ster  Abstraction  anfT- 

oder  noch  besser  auf  y  —  reducirt  und  gilt  in  der  Geoü 
sowie  in  jeder  sachlichen  Anwendung  ebensogut  und  ebeosi*! 
mittelbar  wie  zwischen  ]>lossen  Zahlen  oder  allgemeinen,  in 
Benennung  noch  unbestimmt  gelassenen  Grössen.  Es  wäre 
komisch,  in  der  (ieometrie,  sobald  man  einmal  die  Beclmi^l 
l'cziehungen  der  Längen  und  sonstigen  geometrischen  Gri* 
feststellt,  blos  direct  die  Möglichkeiten  betrachten,  nichtig 
auch  indirect  die  Schranken  der  Möglichkeiten  zur  näherak 
Stimmung  der  Verhältnisse  benützen  zu  w^ollen.  Das  EineÄ» 
nothwendig  wie  das  Andere;  denn  die  nähere  Einsicht  ifi^j 
(luantitaiiven  Lauf  der  Unmöglichkeiten  lehrt  selbst  etwas* 
die  Möglichkeiten.  Alles  Wissen  wird  nur  dadurch  am  * 
komniensten,  dass  es  auch  in  deutlicher  Weise  die  Sehn* 
feststellt,  die  das  Mögliche  von  dem  Absurden  trennen. 

Hienach  kann  es  keine  Frage  mehr  sein,  dass  eineit 
Ivtische  Geometrie  nur  dann  als  vollkommen  anzuseh«  * 
wenn  sie  in  unserm  rationellen  Sinne  die  imaginären  BeziehDB* 
der  Gebilde  oder,  kurz  gesagt,  die  imaginären  und  die  hotf* 
tiven  Constructionen  miteinschliesst.  Gegen  Ausspinnungw  * 
vielerlei  Mö^rlichkeiten ,  die  sich  hiebei  ergeben,  ist  aber* 
vornherein  P^inspiiich  zu  thun.  Es  ist  genug ,  dass  für  den  rö 
eines  wirklichen  Bedürfnisses  die  erforderlichen  Construcäs^ 
Grundsätze    zur    N'erfügung    stehen.    Die  analytische  GeoBÄß 
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■ist  olmedies  schon  mit  Willkuiliclikeiten,  Spielereien  und  Hohl- 
■heiten  überladen;  es  wiire  nicht  angenehm,  den  unschönen  Tand 
Hauch  noch  auf  Grund  des  Ima^dnären  veimehtt  zu  sehen.  Das 
■Analytische  tin  der  Geometrie  ist  eine  Methode,  aber  nicht  selbst 
Keine  Wissenschaft.  Analytische  Geometne  ist  daher  vor  Allem 
■Geometrie,  aber  zur  analytischen  Abstraction  erhobene  Geometrie. 
■Dagegen  ist  sie  nicht  peoinetrisirte  Analysis  oder  soll  dies  viel- 
»mehr  nicht  sein.  Die  Untei-suchung  geometriscli  interessirender 
r Verhältnisse  ist  der  Zweck  und  die  allgemeine  Grössenanalysis 
rdas  Mittel. 

Dieser  Zweck  erfordert  nun  freilich  zum  Theil  aucJi  den 
,  umgekehrten  Weg  als  Mittel.  Erst  absirahirt  man  die  rein  aua- 
Jytische  ßeziehimg  und  dann  macht  man  wieder  diese  zum  Aus- 
gangspunkt, um  für  alle  Consequenzen  derselben  die  dazu  denk- 
baren geometrischen  Verhältnisse  zu  entwerfen.  In  letzterer 
Beziehung  findet  allerdings  eine  Geometrisirung  des  abstract 
Analytischen  statt,  aber  wohlgemerkt,  in  einer  gesunden  Geo- 
metrie nur  insoweit,  als  es  der  Hauptzweck,  die  geometrische 
Untersuchung  selbst,  niitsichbringt.  Legt  man  sich  die  hiemit 
angedeuteten  Beschränkungen  auf,  so  ist  keine  Gefahr,  dass  die 
analytische  Geometrie  durch  die  Finfulirung  unseres  rationellen 
Systems  des  Imaginären  etwa  noch  überladener,  unverdaulicher 
und  unnützer  werde,  als  sie  es  in  der  Gestalt  einer  besondeiii 
Disciplin  jetzt  schon  ist.  Im  Gegentheil  muss  sich  grade  durch 
I  unsere  Wendungen  herausstellen,  wie  sinnleer  das  Kramen  in  ihr 
gerathen  und  zu  was  sie  unter  plumpen  und  massigen  Händen 
Terdrechselt  ist, 

Zunächst  sei  grundsätzlich  hervorgehoben,  wie  in  geome- 
trischer Hinsicht  nur  die  abhängige  Coordinate  rein  oder  gemischt 
imaginär  werden  oder,  andei's  ausgedrückt,  die  Biform  annehmen 
könne.  lslf(x,y)  =  0  eine  Gleichung,  die  man  in  das  Geo- 
metrische, also  etwa  in  eine  ebene  Curve  übei-setzt,  so  kann  nur 
eine  der  beiden  Grössen  x  oder  y  in  Beziehung  auf  die  andere 
eine  Biquantität  werden;  denn  setzt  man  a-  reell,  so  kann  der 
Gleichungszusammenhang  höchstens  y  zu  einer  Bigrösse  machen. 
Der  Fall  einer  in  unserm  Sinne  imaginativ  zu  constiiiirenden 
Coordinate  kann  daher  für  geometrische  Zwecke  unter  den  ge- 
wöhnlichen Voraussetzungen  der  analytischen  Geometrie  nicht 
eintreten.  Auch  haben  wir  ihn  thateächlich  für  die  Ueber- 
setzung  analytischer  Verhältnisse  in  geometrische  Schemata  auf- 
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gestellt.    Um  überhaupt  eine  relativ    DD&bhäfigi^  iinKl^^| 
BigröEse  zq  ei^alten,    mossteo  vir    besondere  AnntaCii^^P 
directer  Coordinateo  erdeoken,  also  etwa  die  abbioiiei  Oit^^^ 
einer  Curve  mit  dem  Lauf  ihrer  Biwerthe  zur  Abräik^H    ■ 
CoustructioQ  einer  andern  Curve   tnacben,    in  wddcrln^l 
eich   dann   die    neue  Ordinate   mittelbar    auf  die  vtfäiiJM 
Abscisse   der  ersten   Curve   bezöge.     Xnch  AosfDhniBpil  alM 
Künste    steht   jedoch    unser    Sinn    nicht ;     wir    haben  ■  W 
Doppelcoordinaten  fQr  die  Hyperbel    ein    genügendes  dsAmI 
lichee  Beispiel   von  gleichzeitig  vorbandeoen  Biabsdssen  Wll 
ordinalen  ^refunden.  In  diesem  Beispiel  war  aber  fOr  imiiniH 
Construction  von  Coordinaten  einfach    deswegen  keine  Gdifl 
heit,    weil  die  hier  fraglichen  Functionen    der  BigrOsEttt^H 
Quadrate  von  V~  l  ergeben  konnten.  H 

Denigemäss  kommen  wir  in  der  analytischen  Geometn^l 
unserer  schon  früher  festgestellten  Constructionsart  der  ln>^| 
imaginär  werdenden  Wurzeln  aus.    Es  bleibt  also  nur  veHi^l 
dasB  die  entworfene  Gesamratstrecke  als  eine  analjtisdi  MiH 
Länge  das  erforderliche  Maass  der  beiderlei  BestandtbeSi  fl 
halte,  gleichviel  in  welcher  Vertheilung  und  Abfolge.    Pit4 
kUrlichkeit  dieses  letzteren  Punktes  ge&tnttet  in  jedem  be^fl 
Fall   nähere  Bestimmung  durch  zweckmässige  Wahl;   doAll^L 
artiges  ist  Nebensache  und  lehrt  übrigens  nur  noch,  wieifir^H 
grossen  nicht  imntei'  die  Nothwendigkeit  niitsichb nagen,  !B^| 
ein  individuell  bestimmtes  Stück  der  repräsentireoden  Liniti^H 
ginär  zu  setzen.  ^H 

Unter  allen  Umständen  ist  es  von  einigem  Inlenaie,^| 
darüber  klar  zu  werden,  wie  neben  den  reellen  die  biw^^l 
imaginären  Wui-zeln  von  Curvengleichungen  construirt  «^H 
mQssten,  falls  man  sich  auf  dieses  der  Geometrie  nicht  nalOi^H 
sondern  nur  analytisch  künstlich  besaamte  Feld  der  mehr^H 
zweigrndigen  Verhältnisse  überhaupt  einlassen  wollte.  Dalfl 
und  einfachste  Fall,  in  welchem  überhaupt  neben  reellen  afl 
biforme  Wurzeln  möglich  sind,  ist  derjenige  dritten  Grades;  wl 
da  die  imaginären  Wurzeln  immer  nur  paarweise  vorhandoiNil 
kfinnen,  so  ist  ein  einfacherer  Fall  nicht  möglich.  An  ihm  imI 
sich  also  auch  vorbildlich  altes  Uebrige  entscheiden.  ünttrAil 
Fällen  dritten  Grades  ist  der  einfachste  uun  wieder  derjeai^«! 
welchem  man  die  Kuben  der  beiden  Coordinaten  sumimrt,  iBl 
derjenige   der  Gleichung  x"  +  1/  =  r".     Weil     diese  GIeidi^| 


iirülkürlidie  analytische  CombinattoD  analog  der  eJgent- 
Kreisgleichung  x*  -h  y'  ^  r*  nachgebildet  ist ,  so  spricht 
nicht  ganz  ohne  Sinn  von  einem  Kreise  dritten  Grades,  so 
leatlieh  auch  dieser  Ausdruck  bezüglich  der  geometrischen 
ilt  gerathen  ist.  Doch  um  den  Namen  wird  man  nicht  markten, 
chon  die  ganze  Sache  selbst  nur  Trödel  ist,  der  sieh  auf 
Stroh  der  analytischen  Geometrie  bi-eitmacht,  nachdem  die 
»  zweiten  Grades  bereits  ausgedroschen  sind.  Wer  uns 
nsern  eignen  Grundsätzen  her  einwenden  wollte  .  dass  der 
inate  Kreis  dritten  Grades  ein  künstliches  Gebilde  sei,  dem 
!m  wir  nun,  dass  dies  im  Allgemeinen  alle  Curven  und 
in  dritten  Grades  sind,  mag  mit  dieser  Spreu  nun  ana- 
i  oder  anscheinend  direct  geometrisch,  also  auch  etwa  in 
njectiven  Spielart  hantirt  werden. 

L  Vor  dem  Eingehen  auf  das  Imaginäre  sei  noch  hervor* 
b,  dass  der  sogenannte  Kreis  dritten  Grades  auch  vom 
Hnkt  unserer  Theorie  des  Negativen  eine  interessante 
»ertheilen  kann.  Wird  nändich  x  >•  r,  so  wird  y  negativ, 
W  entsteht  als  Anschlussgebilde  eine  Hyperbel  dritten 
to,  die  auch  unmittelbar  durch  die  Gleichung  3^  —  y*  ^  r" 
men  würde.  Da  die  analytischen  Geometer  schon  von  voni- 
I  die  Einfuhrung  negativer  Coordinaten  auch  ohne  besondere 
irung  überall  für  selbstverständlich  halten,  so  verschmilzt 
confundirt  sich  ihnen  vielmehr  der  Kreis  dritten  Grades 
1er  zugehörigen  Hyperbel  dritten  Grades.  Wir  aber,  die 
Lreng  am  Kreisanalogon  festhalten,  erkennen  auch  die  Ana- 
mit  der  gleichaxigen  Hyperbel  zweiten  Grades  und  nament- 
iicjenige  Seite  dieser  Analogie,  vermöge  deren  die  Fort- 
ig in  das  Negative  ein  genaues  Gegenstück  der  Fortsetzung 
s  Imaginäre  ist  In  beiden  Fällen  nämlich  wird  die  Ordi- 
y  nach  Maassgabe  des  unmittelbaren  und  engem  Sinnes  der 
lenen  Gleichung  als  xbsolute  Gi-össe  eine  Unmöglichkeit  und 
eiben  nur  signirte  Werthe  als  Lösungen  übrig.  Die  signi- 
Lösungen  bedeuten  aber  auch  signitive  Constructionen,  und 
Jnterschied  der  Construction  des  Negativen  von  der  des 
Hären  besteht  nur  darin,  dass  bei  dem  Negativen  durch  die 
ahl  einer  der  beiden  möglichen  Richtungen  noch  etwas  mit- 
ruirt  werden  kann,  was  hei  einer  rein  signitiven  Constiuctioii 
.mitcoDstruirt  zu  werden  braucht.  Dem  signitiven  Sinn  der 
^WQrde  es  nämlich  auch  genügen,    wenn  man  das  negative 
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lern  wQrde,  mit  einer  dritten  Grades  zu  beherrschen.  Ja 
mehr!  Vei'steht  man  die  GleichuD;;  dritten  Grades  mit  der 
lörigen  Curve  niclit  in  der  engem  Sinnesheprenzunf;.  in  der 
ie  betrachtet  haben,  so  bat  man  behufs  voller  Allgemeinheit 
drei  Abscissenwerthe  von  x  zu  veranschlagen,  deren  jeder 
rei  Ordinalen werthen  zu  combiniren  ist.  Dies  erfriebt  neun 
le  und  jeder  für  sich  stellt  aus  dem  reellen  Gesichtspunkt 
ii^e,  von  den  übripen  verschiedene  Beziehung  dritten  Grades 
H>  dass  die  Vereinigung  aller  dieser  reell  genommenen  Be- 
gen  eine  Gleichung  27.  Grades  erfordert.  Statt  dieser 
"adigen  Gleichung  genUgt  nun  eine  vom  dritten  Grade,  so- 
nan  das  isystem  der  imaginilr  signitiven  Constructionen  2u 
B  legt.  Durch  letzteres  allein  vermeidet  man  auch  die 
»eabsichtigten  Nebengebilde,  die  noch  in  den  Gleichungen 
tr  27.  Grades  angelegt  sind.  Hienach  ist  die  signitive  Con- 
Od  imaginärer  Zweige  oder  vielmehr  die  imaginär  signitive 
kteristik  gewisser  Gebilde  sogar  das  eini^ige  Mittel,  eine 
e  Gruppe  von  räumlichen  Zügen  als  Einheit  zusammenzu- 
,  «1.  h.  unter  eine  Gleichung  zu  bringen,  die  an  sich  und 
Krisch  nicht  Mehr  und  nicht  Minder  enthält,  als  wa«  zu- 
mgefasst  werden  soll.  Die  Ausdehnung  solcher  Ueber- 
en  auf  höhere  Grade  und  auch  auf  Flächen  ist  leicht;  ver- 

wir  jedoch  nicht,  dass  wir  uns  bereits  mit  dem  reellen 
dritten  Grades  in  einem  Gebiet  befinden,  in  welchem  nicht 
echte  Geometrie,  sondern  uur  Scheingeometrie,  d,  h.  will- 
I  peomctrisirte  Analysis  getrieben  wird, 
ach  Allem  gehören  die  imaginären  Ausdehnungen  und  zwar 
^Dschliesslich  der  sich  natürlich  ergebemlen  biformen  Aus- 
ügsgrössen  in  die  echte  Geometrie,  wie  sie  für  Curven  und 
in  wesentlich  durch  die  Gebilde  zweiten  Grades  und  durch 
CoRibinationen  zu  hohem  Graden  reprÄsentirt  wird.  Der 
ist    daher   das    rein    Imaginäre,   während    die  gemischten 

Dar  ausnahmsweise  geometrisch  berechtigt  sind.  Der  Regel 
ist  aber  das  Einfuhren  der  biformen  Längen  zu  verwerfen, 
'M  wo  diese  auf  dem  Boden  blosser,  aber  willkürlich  und 
lisch  geometrisirter  Analysis  entstehen.  In  diesem  allge- 
D  Fall  sind  ihre  Bestandtheile  auch  vertauschbar,  in  Stocke 
lar  und  auf  der  Gesammtlinie  verleghar,  während  in  den 
utürlich  ergebenden  Fällen  der  echten  Geometrie  ange- 
nrden  kann,   welches  StUck  der  Linie  reell  und  welches 
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imaginftr  zu  setzen  seL  Handelte  es  sich  aber  bk» 
Schematisirnng  analytischer  Fonetioneiiy   also  um 
zugerichtete  Analysis,  so  mag  man  sogar  biTariable 
voraussetzen.     Wird   dann  die  Ordinate  als  bdiahip 
einer  solchen  willkürlich  eingeführten  biTariabdn 
Rücksicht  auf  Imaginatives,   also   kurzweg    in  Ora 
artigen  Bestandtheilen  construirt,  so  eiigiebt  die 
Erfbllung  der  Ebene  mit  einer  unbeschränkten  Menge  m 
die  sich  stetig  aneinanderschliessen.     Sonderlich  nutze 
derartige  analytische  Geometristereien  nicht  einmal  ftr 
lysis  selbst,  der  es  weit  besser  anstdit,  auf  den  eigM 
und  mit  den   eignen   Mitteln  fortzukommen,   anstatt  iki 
metrisches  Stelzenwerk  unterschieben  zu  lassen. 

Uebrigens  sei  noch  bemerkt,  dass  eine  Gecrnietrianit 

räumlich  schematische  Darstellung  beliebiger  analytiMkr 

tionen  in  der  Wahl  der  Darstellungsart  sich  ebensowoDg 

den  braucht,  wie  Analysis  und  Algebra  sdbst.    Inl 

man  die  zusammengesetzten  Vorzeichen,  also  nameoüid 

heitswurzeln ,  in  ihre  Bestandtheile  aufUVsen  oder  m 

als  individuelle  Signirungen  behandeln.     Nun  steht  indi 

gegen,  letzteres  auch  in  den  Geometrisiningen  zu  thim. 

unterscheiden   sich  die  biwerthigen  Linien  von  den  reds 

durch  die  Bisigniining ,  also  beispielsweise  bei  dem 

Kreise  dritten  Gi-ades  durch  eine  der  dritten   Einhdl 

die  man  der  betreffenden  Ordinate  beischreibi,  wie  sonst 

faches  Plus  oder  Minus.     Indem  auch  noch  dieses  V 

den  übrigen  hinzutritt,  ist  die  vollständigste  Uebereinstimi 

Analysis  mit  den  Entwürfen  willkürlich  componirter 

erreicht,   und    die  Freiheit  im  Hantiren  mit  solchen 

ebenfalls  so   vollständig,   dass   sie  an  sich  nichts  zu 

übrig  lässU    Wohl  aber  bleibt  ihr  gegenüber  zu  wünschaii 

man  von  ihr  den  rechten ,  d.  h.  der  Regel  nach  so  gut  *ii 

keinen  Gebrauch  mache;   denn  nur  in  den  angedeutetes  b^ 

dem  Begrenzungen  wirklich  sachlicher  Geometrie  haben  A^^ 

analytischen  Functionen  heraus  entworfenen  räumlichen  M^ 

sitionen   einen  wissenschaftlich  ernsten  Sinn  und  Zwed.  "" 

spärlich  aber  das  Feld ,  auf  welchem  Zeichen  und  Wertki^ 

geometrisch  in  Frage  kommen,  bisher  besäet  worden,  oni* 

verwon-en  obenein  der  spärliche  Anbau  ausgefallen,  d«ftr* 

die  Untei-suchung  und  unsere  Erweiterung  jenes  Rudiments'* 


laft,    welches  sich   ti'ol2  seiner  bisliengen  Kläglichkeit 

ttmetrie  der  Lage  genannt  hat.  genugsam  zeugen. 

Die  gewöhnliche  Fi'age  nach  der  Bedeutung  der  analy- 

leichen   für   die  geometrische  Lage  beruht  bereits  auf 

liefen   Fragestellung.      Rein   analytische   Bestimmungen 

e  in  der  ersten  Nummer  dieses  Capitels  hervorgehoben 

n  sich  gar  keinen  bestimmten  geometrischen  Sinn  und 

iher  für  das  Verschiedenartigste  gelten.   Soll  jene  Frage, 

I  Grunde  nur  überhaupt  ein  VerhMtniss  der  Vorzeichen 

ragen  im  Sinne  hat,  natürlich  und  rationell  ausfallen,  so 

gradezu  umgekehrt  werden.     Was  bringen  die  Örtlich 

Boen  Lagen,  bei  einer  gegebenen  Regel  der  Cnnstruction 

entsprechenden  Gesetz  der  Uebertragung  der  Raum- 

e  in  das  Analytische,  an  Consequenzen  für  die  Ge- 

der  Vorzeichen  mit  sich?    Dies  ist  nicht  nur  die  natOr- 

odern  auch  zugleich  diejenige  Gestalt  der  Frage,  bei 

iMch   die   Antwoil  ohne  jede  Nebelhaftigkeit  oder  gar 

fut  von  selbst  ergiebt.    Consequenzen  für  die  Vorzeichen 

lUclits   weiter  »ein  als  Nothwendigkeiten ,  entweder  z\x 

■  zu  subtrahiren.    Der  Gegenstand ,  um  den  es  sich 

lässt  sich  also  in  der  allereinfachsien  Weise  dahin  for- 

dass  zuzusehen  ist,  bei  welchen  Lagen  oder  Richtungen 

Strecken  zu  addiren,   andere  aber  zu  subtrahiren  sind 

''erfahren,  vermöge  dessen  man  den  analytischen  Ausdruck 

werden   die   Operationszeichen  durch  Correspondenzen 

^tgegengesetztheiten   der  Lagen  in  gesetzinässiger  Weise 

Itimmt,  und  diese  Abhängigkeit  des  Vorzeichens  von  der 

ist  der  gesunde  Kern,  den  ein  Nebeli-eich  unter  dem  Namen 

eotnetrie  der  Lage  bis  zur  Unkenntlichkeit  eingehüllt  und 

ieB  mit  missrathenen  oder  bohlen  Dingen  vei-mischt  hat. 

chon  fiiiher  haben  wir  henorgehoben ,   dass  Geometrie  der 

von    vornherein,    also  namentlich  schon  in  den  unklaren 

von   Leibniz,  mehr  ein  Name  als  eine  Sache  war.    So  ist 

,ch  bis  auf  den  heutigen  Tag  geblieben  und  selbst  das  um- 

siehe  Werk  Carnots,    welches  am  Anfang  des  Jahrhunderts 

1^1    und  gradezu  den  Titel  Lagegeonietrie  fahrt,  hat  zwar 

illem   Uebrigen,  was  sonst  und  bisher  unter  dieser  Rubrik 

Vorschein  gekommen  ist,  den  Vorzug  einer  gewissen  Ver- 

igkeit  voraus,  steht  aber  an  Gedankengehalt  im  umgekehrten 

iltniss  zum  Volumen.      Die  negativen  Grössen  sind  nicht. 


wie  (gewöhnlich,  verdiii«licht;  eine  durchgreifend  freie  Auübk;  ^| 
wird  aber  nuch  bei  ihnen  nicht  und  noch  weniger  bei<lab'^| 
ginAren  err«icht.  Der  brauchbat-ste  Hauptgedanke  dann  Ua^| 
die  elementare  Nut/anweudung  f&r  die  Beweise  ganz  gewAhahai^l 
Sätze  der  Üeometrie.  Hier  findet  sich,  dass  schon  iin  Eukbdisdi^l 
B«'rcich  fUr  die  Neoern  die  Gelegenheit  geboten  ist.  eteQHI^| 
üpoodenz  von  Lage  und  Vorzeichen  festzastellen  und  sDriU^I 
lung  mancher  Beweise  zu  verwertlien.  Häuti;;  inuss  man  Bm^| 
durch  solche  verschiedene  Ffttle  hindurch  gesondert  wieduUi^H 
die  sich  beispielsweise  nur  dadurch  unterscheiden.  dassii^^| 
einen  Fall  ein  stumpfer  Winkel  an  die  Stelle  des  spitietM^f 
hInu  etwa  das  Loth,  das  von  der  Spitze  eines  Dreiecks  irfl^H 
(iruudlinie  gefällt  werden  soll,  ausserhalb  auf  deren  VerlUgi^H 
trim.  Alsdann  wird  »ch  der  Unterschied  im  ßeweisganfiBdi^H 
iinrlii.'k fuhren  lassen,  dass  Strecken,  die  das  eine  Mal  aMii^^M 
den,  das  andere  Mal  xu  suhtrabiren  sind.  Mau  kann  äcb^^| 
von  rovnherei»  die  abwanderte  Wiederholung  desselben  Bli^H 
guign  Überall  ersparen ,  wenn  man  einfUrallemal  die  6i^^| 
Bwiebaug  als  etwas  Allgemeines  fornmlirt  und  jeden  Benli^H 
einrichtet,  dass  die  Substitution  anderer  Winkelwerthe  HüH 
weiter  etfortlert.  als  diesen  gemäss  die  dann  in  Frage  kumffla*^| 
Strecken  mit  eutgegens^esetzten  Vorzeicheu  zu  versehen.  ""H 
sieht,  dass  diese  Methode  darauf  hinausläuft,  schon  in  dit  S»H 
nwulargeometrio  etwas  nie  die  signirten  Sinus-  und  CosiiiosBiiH 
eiuituftihi-en.  Auch  liegt  es  wirklich  in  der  Consequenz  deiMvH 
liehen  Denkens,  bei  der  Veranschlagung  der  WinkelgiösseasölH 
immer  verschiedene  beliebige  Ausgangspunkte  geltes  zo  UMtH 
Bnndem  unter  Uinsländeu,  und  namentlich  wo  es  VergleicbM^ ■ 
f{ilt,  rur  die  Messung  einen  festen  Au^angsscbenkel  and  ■<■ 
bestimmte  Zühlungsrichtung  zu  Grunde  zu  legen.  Unter  As^H 
Voraussetzung  kann  man  dann  auch  für  die  KleineoturgeoiMlxl 
bestimmen,  wie  gewisse  von  den  Winkeln  abhängige  Liniaijil 
nach  der  Winkelgri)sse  in  der  Zusammenfügung  der  Fi>uv^l 
bastandtheilc  bald  zu  addiren,  bidd  zu  subtrahiren  ?ein  «entel 
Ks  gestalten  sich  demgemäss  nicht  etwa  blos  die  Beweise  9% 
facher  und  jillgcmeiner.  wie  es  Camot  hervorhob ,  sondern  «  AM 
auch  die  tillgemeiue  Formulirung  der  Sätze  selbst  io  etabetUkhrl 
Weise  nur  unter  der,  wenn  auch  stillschweigenden  VoraossfltiDM 
s^<)glich,  dass  die  abgeänderte  Signirnng  auch  einea  utiiüUiityillB 
Sinn  miisii'hbringe.  _^^^^^^M 


.  ehen  Angegebene   ist  eine  fi-eie  und    vervollkommnete 

mg  dessen,  was  den  Gehalt  des  Caniotschen  Apev^üs  bildet, 

dieses  Apercu  ist  niedemni  so  ziemlich  Alles,  was,  abgesehen 

Biupemisclitem .  mit  der  Hauptsache  nicht  wesentlich  zusam- 

ingendeni  Nebentnhalt,   die   eigentliche  Lagegeometrie   des 

;.  Carnol  eracböpfl  und  seinen  voluminösen  Band  vor  der 

Idigung  schützt,    überall   nur  mit   Leerheiten   angefllltt  zu 
^In  der  That  ist  es  schon  immer  etwas,  wenn  ein  Buch, 

1  nicht  grade  zu  den  wenigen  ersten  Kanges  gehört,  inner- 
r  Spreu,  welche  für  die  Bücher  und  insbesondere  für  die 

"aphien  zweiter  Ordnung  die  Regel  ist,  irgend  ein  gutes 
ichen  enthalt.  Von  dem,  was  nach  Carnot  im  Laufe  des 
Jahrhunderts  über  den  Gegenstand  m  Markte  j;ebracht  wor- 
ist,  Iftsst  sich  das  Gleiche  nicht  rühmen,  mochte  nun  über 
nettie  der  Lage  ausdrücklich  unter  dieser  Rubrik  oder  unter 
iro  Etitiiietten  etwas  verlautbart  werden.  So  sind  die  soge- 
rten  Synthetiker  oder  Projectiviker  der  Geometrie  mit  ihrer 
ä  der  Vorzeichen  nie  ins  Klare  gekommen,  und  es  hat  sich 
ieser  Angelegenheit  nur  die  allgemeine  Urtbeilslosigkeit  he- 
gt, wenn  man  auf  Schnurren  oder  Fadheiten,  die  von  ganz 
rgeordneten  Schriftstellern,  wie  beispielsweise  von  dem  Ver- 
ir  eines  Buchs  über  einen  verschrobenen  barycentrischen 
Ol,  Namens  Möbius,  herrührten,  Gewicht  zu  legen  sich  die 
le  gegeben  hat.  Das  Facit  der  weiteren  Entwicklung  ist  eine 
[ende  Unklarheit  und  Nebelhafligkeit  gewesen,  so  dass  der 
Inick  Geometrie  der  Lage,  wie  ihn  Gauss  für  sein  imaginär 
[rechtes,  oder  auch  derjenige  analysis  situs,  in  dem  Sinne,  wie 
t.  B.  jener  Riemann  gebraucht  hat,  bereits  als  Anzeichen  des 
)liden,  unnatürlich  Verzerrten  oder  mindestens  Schiefgerathenen 
DD  kann. 

11,  Bereits  in  unserm  ei-slen  Capitel  wurde  der  Sinn  des 
itiven  festgestellt,  und  demgemäss  hat  sich  uns  auch  unzwei- 
ig  und  für  alle  Fälle  ergeben,  wie  geometrische  Ursachen 
namentlich  Lageverhältnisse  das  negative  Vorzeichen  unmittel- 
als  Beigesellung  von  Linien  mitsichbi-ingen  können.  Wir 
>n  dargethan,  was  man  in  dieser  einfachen  Angelegenheit 
er  schuldig  geblieben  war,  nämlich  wie  aus  dem  einheitlichen 
chtspunkt  der  Zählung  von  Abständen  die  Bestimmungsrepel 
Zeichen  mit  Nothwendigkeit  folgt.  Wir  haben  diese  Nach- 
UDg  auf  einer  Axe  darch  Annahme  eines  doppelten  Ausgangs- 
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▼■>  tiÄ  nuwnnän^n  'jriiiLirea  jn  '^säältnis  za  den  reeDa  ')^ 
linAtp?)  i^f»3en  -mfi.  lies  aar  nzn  inser  Eros-  und  Hypcitei- 
;w*h^wfli  iir  ti*n  -^nfai^hsJ'aa  r^p^is  \ec  Sache  zeieiirt.  Enesebe 
^/af^MiUj^  .-'in  Linien .  iie  süh  paraüei  blieb .  war  mneriialb  äse 
r\^at;mmf>m  Tipietri^inm  reeil  inii  wnrie  inneriialb  eines  andeA 
%\9f^  ,x\  «»mein  ;tnrieri  ji^mecris!!!«!  Lj^efaereieh.  nothwen& 
mwiX^^f.  Oa»  7An2e  Vt^röälcnisä  war  'iie  nacärüche  and  eo£tt 
<y^r^;kt.i/»n .  'li^  e^  zehen  k^nn.  Sauer  correjatiTen  BesduSo- 
Mit  ir^^  ii^?«  «  ii.rh  naith  Belieben  umkehren ,  so  diSE  mfl 
|M^  d^  h#<iderlei  y  zum  reellen  o«ier  zum  imaginären  macfaa 
4iirffA,  (f^n/  wie  e««  zunächst  2lei«!bgültig  ist,  ob  m^i^  die  livb 
/>4^  /l»^  r^iit^  Seite  der  Axe  zur  positiren  macht.  Wie  dfl 
l'^r^tlMUK  vf/m  Positiven  zum  Necraiiven  seine  Gesetze  hat,  al^ 


beispielsweise  durch  NuU  geschieht,  grade  so  verhalt  es  sich  auch 
mit  dem  Lauf  einer  Ordinate,  deren  reelle  Wevthe  in  imaginäi'e 
Übergehen. 

Das  ganze  Dasein  imaginärer  Linien  beruht  darauf,  dass  eine 
Gleichung  zu  Grunde  liegt,  die  in  ihrer  »nmittelbaren  Gestalt 
kein  reelles  Gebilde  der  betreffenden  Art  zulasst.  Ein  Gebilde 
kann  ihr  auf  die  vorgeschriebene  Art  nur  genügen,  weim  die- 
jenigen Grössen,  die  als  absolute  unmöglich  sind,  nicht  als  solche, 
also  nicht  als  reelle,  sondern  nur  mit  der  Beigesellung  des  Ima- 
ginärzeichens gelten  sollen.  Man  kann  daher  den  allgemeinen 
Satz  aufstellen,  dass  sich  geometrische  Iniaginaiitäten  nur  da  er- 
geben können,  wo  ein  Gebilde  unter  eine  nicht  unmittelbar 
passende  Gleichung  gebracht  wird.  Letzteres  hüi-t  aber  auf,  eine 
blosse  Spielerei  zu  sein,  und  wird  zur  Nothwendigkeit,  sobald  es 
die  einheitliche  Betrachtungeart  mitsichbringt,  zwei  Gebilde  unter 
einem  und  demselben  Gesichtspunkt  zu  vereinigen.  Rein  analy- 
tisch angesehen,  werden  dabei  zwei  Functionen  in  eine  einzige 
Functionsform  verschmolzen.  Hieraus  begreift  sich  auch  die 
Natiidichkeit  des  weiteren  Spielraums  und  der  zugehöngen  Lnge- 
beziehungen;  denn  der  Lauf  der  veränderlichen  Grösse  erstreckt 
sich  alsdann  durch  beide  Functionsstadien,  deren  jedes  sonst  eine 
besondere  Function  vorstellte.  Im  Geometrischen  werden  es  be- 
sondere Figurentheile  sein,  durch  welche  sich  die  Bezirke  dos 
Beeilen  und  des  Imaginären  abgrenzen,  und  diese  Figurentheile 
werden  fUr  sich  vollstilndige  Gebilde  und  ganze  Curven,  sobald 
man  den  einheitlichen,  durch  das  Imaginäre  vermittelten  Gesichts- 
punkt aufsiebt. 

Die  grundfalsche  Vm-stellung  von  Gauss  über  eine  allgemeine 
Rechtwinkligkeit  des  Imaginären,  sei  es  mit  sei  es  ohne  seine 
Mystik,  sei  es  mit  oder  ohne  seine  lächerliche  Ableitung  aus  einer 
mittleren  Proportionalität,  wurde  durch  uns  von  vornherein  ab- 
gethan,  und  jenes  Gaussische  Stück  unechter,  ja  komischer  Ana- 
Ijsis  der  Lage  wird  die  Mathematik  fernerhin  nicht  mehr  unsicher 
machen.  Was  aber  positiv  mehr  bedeutet,  als  die  Wegi-äuniung 
solcher  beschränkter  Phantastereien  und  Mysticitäten,  ist  unser 
directer  Aufschluss  über  die  dritte  Dimension,  vor  der  die 
Gaussiker  verdutzt  in  voller  Uathlosigkeit  stehen  blieben,  und 
sich  mit  ihres  Meisters  Weisheit  nicht  einmal  auszureden,  ge- 
schweige zu  helfen  wussten.  Die  Ausdehnung  unseres  Grund- 
schema auf  Kugel  und  gleichaxiges  Hyperboloid  in  seinen  beiden 


Gesulien  hit  anichäolich  gezeigt,  wie  hier  sowohl  äse  ils  li 
zugleich  zwei  G:ordiiL&teii  jiruginir  werdeo  können,  nndiieäi 
•ier  Spielraum  der  Laze  zwischen  den  reeOen  and  denim^ml 
C«<>nliüaten  Tertheil;.  Der  einfachste  Fall  war  der  des» | 
sohaligen  Hypert^kloi.is.  bei  welchem  nur  eine  der  Coordual 
ima:jiDir  «irii .  wihreQ*i  <iie  entsprechende  innerhalb  der  Ib{ 
natürlich  immer  parallel  liegt  und  reell  bleibt. 

Im  rechtwinkligen  CoordinatensTstem   giebt  es  iiatftrikkv| 
Rechtwinkligkeiten.  m<:"geD   nun   die  Coordinaten  reell  oder i 
dnär  sein.     I^nrch  verschiedene  Abänderungen   haben  iiriil 
srezeigt.  wie  Reelles  und  Imaginäres  auf  einer  und  derselbaii 
liefen  können,   wie  sich  lias  Imaginäre  im  Falle  Ton  Pohic» 
«iinaten   gestaltet  un«!  wie  binomisch    imaginäre  Coordimta  i| 
nicht  willkürlichen  Fällen   wirklich   geometrischer  Art  eot^ 
können.     Die   Analjsis    der  Lage  modificirt    und  compliditai 
hiebei  je    nach    der   besondem   Anordnung   der  Verhältmsei 
jtniesmal  fraglichen  Schema  und  hat  daher  im  AllgemdiieD  ta 
Interesse  mehr.     Was  alsdann   wirklich   noch   ein  Interesse  W 
reicht  schon  über  den  BegrifT  der  blossen  Lage  hinaus  osi  h* 
zieht  sich  auf  die  ungleichartige  Zusammensetzung  der  IlgiA 
also  beispielsweise  der  Flächen,  aus  verschieden  signirten  Bestiit 
theilen.     Oben   wiesen  wir  einen  dreifach  signirten  FlacheBTio| 
nach,  und  Aehnliches  lässt  sich  auch  leicht  an  Eörperräuroen  tht 
Sind   wir   aber   erst   einmal  in  diesem  Gebiet,    so  erschaut 6 
ganze  frühere  Analysis  der  Lage  erst  recht  als  ein  unbedealö- 
<ler  und  unklarer  Anfang.    Von  dem  Mangel  einer  strengen  A^ 
leitung  des  blossen  Vv»rzeichengegensatzes   gewöhnlicher  Art  1« 
zur  principiellen  und  unwiderleglichen   Regelung  der  complfe 
testen,  auf  gehäuften  Partialsiimirungen  beruhenden  Voneifkß- 
gesetze  geometrischer  Gebilde  war  eine  weite  Kluft  zu  überbrtfkÄ 
Mit  dieser  Ueberbrückung  ist  aber  auch  die  frQhere  AnalTsis  te 
Lage,  wenn  man  einen  so  anspruchsvollen  Namen  für  die  dürfti?» 
Kleinigkeiten  nunmehr  überhaupt  noch  brauchen  darf,  zu  eisa 
im  schlechten  Sinne  anfangerischen .  durchaus  schülerhaften  ui 
nebelhaften  Voi-stadium  antiquirt. 


Vierzelintes  Capitel. 
Weitere  Anwendangen  der  neuen  Hlttel. 


Die  neuen  Principien  und  Mittel,  von  denen  wir  in  dieser 
;  ausgegangen  oder  zu  denen  wir  im  Laufe  der  einzelnen 
arlegun^en  gelangt  sind,  lassen  ausser  den  nächsten  Verwen- 
lOgen,  <lie  sich  bereits  thateäclilich  dargebuten  haben,  selbst- 
irstftndticli  noch  viele  andere  zu.  Ihre  praktische  Nutzbar- 
Bchung  überhaupt  ist  insofern  ohne  Schranken,  als  alle  Anwen- 
ingen  der  reinen  Mathematik  mit  dieser  selbst  ein  gewisses 
ftOfis  von  Umgestaltung  erfahren,  sobald  die  verbesserten  Be- 
iffe  und  Methoden  bis  dorthin  vorgeschoben  werden.  Wir  haben 
iher  noch  kein  Wort  von  der  Gestaltung  der  rationellen  Me- 
anik  gesagt;  aber  es  wird,  um  nur  ein  Beispiel  zu  streifen,  die 
Dze  neue  Grundlegung  der  Vorzeichenlehre  und  der  Imaginär- 
sorie  auch  für  sie  ihre  Früchte  tragen.  Die  bekannten  Ver- 
[enheiten  und  Unsicherheiten,  die  schon  den  blossen  Begriff 
gativer  Kräfte  bisher  nebelhaft  machten  und  gemeiniglich  zu 
8sen  Ausschliessung  führten,  fallen  mit  unserer  Theorie  fort, 
tch  die  Einführung  von  Imaginüi-en  in  die  Mechanik,  die  bisher 
:hts  Anderes  als  eine  Hineintragung  der  entsprechenden  Un- 
rdaulichkeiten  der  reinen  Mathematik  hütte  sein  können,  lässt 
:h  nach  unserm  System  in  einem  völlig  rationellen  und  sach- 
hen  Sinne  bewerkstelligen,  wo  ein  wirkliches  BedQrfniss  dazu 
Fliegt.  Aehnliches  liesse  sich  von  der  Physik  und  Oberhaupt 
len  Anwendungen  der  Mathematik  sagen.  Die  Brtlcke  dabei 
Irde,  soweit  es  sich  um  Geometrisches  handelt,  unsere  Theone 
e  geometrisch  Imaginären  sein,  üebrigens  würden  aber  auch 
nstige  sachliche  Grössen  aller  Art  als  beliebig  signirte,  also  auch 
B  negative  und  als  imaginäre,  vorkommen  können,  sobald  dieFin- 
litlichkeit  des  Gesichtspunktes  es  mitsiehbrftchte,  den  Bechnungs- 
iBaminenhang  zwischen  den  an  sich  stets  absoluten  Grössen  auf 
ese  Weise  auszudrücken.  Doch  mag  es  vorläufig  bei  dieser 
■gemeinen  Hinweisung  auf  die  leichter  ziehbaren  Consequenzen 
in  Bewenden  haben;  die  schwerer  zugänglichen  würden  Aus- 
brongen  erfordern ,  die  zu  dem  tüv  diese  Schrift  abgesteckten 
meo  nicht  mehr  passten. 
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-:_■  i'i-i  r-s^z.v^r^izz:  I-lrertiL:  —  s^-  d*>  civ 
;-T  1^1  T  .  ----ij  IT?  jiz-t-r:!  -^  -iiiiner  einwerrhi^  3C>:^^ 
.V.  Lr-r:.  .'i^  t.  r/'-ri:  ri :  1.  ;i?i  ^j.  ^Ie:<rhviel  ob  unhescbr-:* 
.:>.-  -r.. .:..:.. ^-.  :  .-:•  i.!:.:.  .ir  ?äDze,  unahtrekürzte  DiÄeK- 
voive..-.  •  r  .r./.i-.;;  -era^L  »;r  es  uns  in  dieser  Darleiiu:.. 
über  ä:<:  Mi  =..:..>-  u:.  i  Minirria  zur  Reirel  machen^  mit  unah:e- 
kürzten  l)\ti*'AHhi..:V\f:u  zu  operiren,  d.  h.  die  Differenzen   we!c-: 


Hicher  Grösse  doch  immer  noch  die  Eigenschaft  behalten, 
Hfull  hin  unbeschränkt  verkleinerbar  zu  sein,  zunächst  in  i 
ken  vollständigen  Werthen  zu  belassen,  welche  sie  durch  I 
fctilution  der  unabhängigen  Differenz  in  die  Function  nach 
■be  der  Form  der  letzteren  annehmen.  Nebenbei  sei  zu-  i 
buch  bemerkt,  dass  fUr  die  Differenzen  nach  der  Seite  dea  ' 
■  im  Allgemeinen  nur  ein  bestimmter  Spielraum,  also  der 
IpBcb  eine  Schranke  vorhanden  sein  wird,  die  mit  den 
bitsweiten  oder,  anders  iiusgedrUckt,  mit  den  besondern 
il  der  jedesmaligen  Function  zusammenhängt.  Im  Fall  der 
IriBChen  Maxima  und  Minima  timlet  aber  eine  solche  Be- 
lang nicht  statt:  jedoch  auch  in  andern  Fällen  haben  wir 
leciell  keine  Ursache,  uns  mit  Abmessung  des  fraglichen 
bms  zu  befassen,  da  für  unsere  Zwecke  schon  jeder  be- 
n&ehste  genQgt.  Uns  kann  nur  daran  liegen,  die  gewöhn- 
uchlich  gesonderten  Fälle  sogenannter  unendlich  kleiner 
||dlicher  Differenzen  dadurch  rationell  in  einen  einzigen 
lÜUtmmenzLifasEen,  ilass  wir  bei  den  Differenzen  von  irgend 
Brfisse  zugleich  den  Umstand  in  Betracht  ziehen,  dass  diese 
^gen  Null  keine  Sehranke  hat  und  mithin  nach  BedOifniss 
iDbeBchränkt  klein  vorgestellt  werden  kann. 
I  Betrachten  wir  zuei-st  den  Fall  der  allgemeinen  Extreme, 
rBie  zuHtllig  symmetrisch  sein  oder  es  nicht  sein.  Für  H-  ilz 
i  Bich  als  volle  Differenz  +  ihj  und  für  —  dx  entsprechend 
L  Ist  nun  sowohl  <}y  als  il'y  als  Function  von  lix  aus-. 
|[t,  so  werden  nur  diejenigen  Bestandtheile,  welche  ungrada 
nen  von  dx  sind,  in  jedem  der  Werthe  ein  anderes  Vor- 
|i  erhalten,  so  dass  sich  tly  und  «fy  als  dargestellte  Func- 
'»on  dx  nur  durch  diese  Voraeichengegensätze  unterscheiden, 
haben  wir  nicht  etwa  gleich  die  Taylorsche  Reihe  als 
Htlungsform  für  den  Zuwachs  dx,  sondern  weit  allgemeiner 

t Function  im  Sinne,  vermöge  deren  dy  und  d'y  in  dx 
Ilt  werden  können.  Auch  denken  wir  bei  dem  Begriff 
igraden  Function  nicht  blos  direct  an  ungrade  Potenzen, 
b  an  alle  solche  Functionen,  welche  für  ein  zweiwerthig 
M)  Argument  auch  selbst  rein  zweiwerthig  werden,  wofür 
jhus  das  nächstliegende  Beispiel  ist.  Dies  vorausgesetzt, 
)  sich  nun  als  leitendes  Princip,  dass  die  zweifachen  Sig- 
|n,   welche   in   den    Best  and  theileu    vorkommen,   für  das 
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der  eisten,  bencbap 
OidHKgr  nit  «1,  so  ist  erforderiieh,  dass  t.  -' 
Mese  PÜiiiMii^ghifWiie  radü  aber  nicht  hin;  dess  dn 
Mch  ibrii»  Käst  der  gnennten  Zuwachsfanction  «mMI 
MtiJi«^  WKSss  fmvcdcr  die  Wichste  grade  FnnctioD  Ct^ 
$<4«e»i  v^K^iea  «sd  ndthin  einsn  Ton  Null  verschiedeaa 
KAbeeu  vwr  aber  es  «nss*  wenn  auch  e,  =0  wird,  ebeosoi 
^^ni«.  Airn  *.  maassgebend  werden  könne  u.  s.  w.,  b 
^tt^  \ve  NvlU  v«5cliiedMe  grade  Function  findet 

l.^itt^nf  IvKiehi  sind  allgenieiner  gehalten  als  die  g< 
hoh^tt.  b^i  d^iett  dw  TaykMrsche  Reihe  die  Voraussetnmg 
l'us^iv  Ku«oiioaen  * . ,  «j  •  «$•-..  brauchen  nicht  die  b» 
\  \\x^\it^n  xvMi  Jis  fortschreitenden  Glieder  der  TaylorscheD 
i^uui^iu  kvMmen  «ni  andere  Werthe  sein,  je  nachdem  siel 
höh  di*^  H*uptiuiKnion  auch  ohne  die  Tayloreche  Reihe  ii 
\\\M\\\t^\\  ct\\^^\  l^^ÄS«,  nnter  denen  die  verschiedenen  Ord 
\W\  r«bi\>iohiTittkikleinen  vertreten  sind.  Bei  ganzen  algd)r 
I  \iuoiiou«^u  outi^prechen  unsem  Begriffen  dieselben  Wertl 
\^t^m\  mau  dw  IXvlors^che  Reihe  m  Grunde  legt  Wir 
\\\\h  dah^v  bw  diesem  Falle  nicht  auf. 

Uag^eu  liefern  die  Kreisfunctionen  ein  gutes  Beis 
dia  Klgt^uthümliehkeit  unseres  Verfahrens.  Es  seien  dah 
von  Aw  Function  y  -  w»  x  die  extremen  Werthe  zu  er 
Orttekt  mwk  m  (x  ±  dx)  durch  die  bekannte   Formel  1 


she  Argument  aus,  so  hat  man  im  Sinne  unserer  obigen 
mungen  dy  ^  sni  x  (cos  dx  ^  })  +  cos  x  sin  ilx  und 
7^^^^°  sin  X  {cos  dx  —  \)  —  cos  x  sin  (Ix.  Substituii't  man  nun 
^^^*«M  dx  den  damit  gleich werthigen  Ausdruck  1  —  2  sin^  J  dx, 
^^*iat  man  dy  ^  -{-  cos  x  sin  dx  —  2  sin  x  sm'  ö  dx  und  fty  ^ 
**M«  X  sin  dx  ~  2siti  X  sln^  i  dx.  In  letzteren  Ausdrucken  ist 
-■fcBinne  unserer  froheren  Bezeichnungsweise  das  erete  Glied  e, 
'^^fcsj  das  zweite  Glied  t^.  und  da  hiemit  Alles  erschöpft  ist  und 
^*-  «ht,  wie  nach  der  Methode  der  Taylorschen  Reihe,  eine  Unend- 
^^■«ikeit  von  Gliedern  vorliegt,  so  gestaltet  sich  auch  die  Formu- 
^^tfog  der  Bedingungen  sofort  ganz  bestimmt  Da  die  unabge- 
»  setzte  Differenz  £,  4-6,  unmöglich  Null  werden  kann,  solange 
■^Ktcklich  eine  Veränderung  statthat,  so  ist  also  unter  der  Voraus- 
setzung einer  wirklich  veränderlichen,  d.  h.  nicht  constanten 
^^^nction  die  Bedingung  £,  ^  0  genügend,  und  man  braucht  nicht 
C  «i»ch  ausdrücklich  die  Beziehung  «a  ^  0  hinzuzufügen,  da  letz- 
^  f"  Ungleichheit  eine  Folge  jener  Unmöglichkeit  ist.  Wir  haben 
^^^Bo  Si  ^^  cos  X  sin  dx  ^0  und  hieraus  cosx^O  als  Bedingungs- 
-  ^leichung  extremer  Werthe.  Diese  transcendente  Gleichung  bat 
^^^D  eine  unbeschränkte  Anzahl  von  Wurzeln,  deren  allgemeine 
■^''orm  X  =  (2A-  -t-  1)  „   ist,  in  welchem  Ausdruck  k  alle  positiven 

_^aid  negativen  ganzen  Zahlen  einschliesslich  der  Null  vertritt, 
^~Will  man  nun  noch  die  Maxima  von  den  Minima  unterscheiden, 
so  muss  man  beachten,  dass  für  ein  grades  k,  also  auch  für  dessen 
^  "TJullwerth,  e^  ^^  —  2  sin  x  sin-  ^  dx  negativ  wird  und  demgemäss 
_  ein  Maximum  anzeigt,  während  jedem  ungraden  k  ein  positives 
e,  und  mithin  ein  Minimum  entspiicht. 

Um  unser  Verfahren  noch  an  einem  Falle  zu  zeigen,  in  wel- 
chem mehrere  Ordnungen  der  Unbeschränktkleinen  Null  werden, 
'  *  sei  als  Beispiel  die  Verbindung  einer  hyperbolischen  Function  mit 
^  einer  circularen,  nämlich  y  =  ch  x  +  cos  x,  gewählt.  Indem  wir 
^*  auch  die  hyperbolische  Function,  wie  fiUher  gezeigt,  für  das  Binom 
**  xi-  dx  analog  wie  die  trigonometrische  bestimmen  und  die  Aus- 
■*  drücke  für  dy  und  d'y  nach  dem  Range  der  Unbeschränktkleinen 
'  ordnen ,  erhalten  wir  dy  -^  (sA  x  —  sin  x)  sh  dx  ■+-  2  (ck  x  — 
cos  X)  sk^  ^  dx  +  sin  x  (sk  dx  —  sin  dx)  +  2  cos  x  {sh^  i  dx  — 

*  Btn^  i  da:)  und  d' y  ^  —  (s h  x  —  sin  x)  sh  dx  +  2  (c h  x  —  cos x) 

*  sA'  I  dx  —  smx(sh  dx  —  sin  dx)  -+-  2  cosx  (sh^^dx  —  sin^  l  dx). 
'•'     Die  in  beiden  Ausdrücken  mit  verschiedenen  Vorzeichen  behafteten 
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Grössen  Bchliesat  es  aus,  dass  die  eine  gegen  die  andere 

iränkt  verkleinerbar  sei.     Es  bleibt  also  nur  der  Nullfall 

:     üebrigens  hätte  sicti  auch  direct  durch  Zerlegung  der 

hang  c,  +  «a  +  ■  ■  ■  =  0    i"   die   beiden  FactorsH  e,  und 

— *-  +  -  -  -  zeigen  lassen,  dass  Ct  ^  0  sein  muss;  denn  damit 

*roduLt  Null  werde,  muss  es  wenigstens  einer  der  Factoren 

der  inehrgliedrige   Factor   kann  es  aber  nicht  sein,    da  er 

Ichj'Snkt  nahe  au   1   grenzt,   und   muss  es  demgemäss  der 

I  Factor  e,    selbst  sein.     Nachdem    nun   hiemit  erwiesen, 

I  die  erste  Ordnung  gleich  Null  ist,  folgt  sofort,  dass  es  auch 

^^^  Summe  der  Übrigen  sein  muss,  und  wendet  man  auf  letztere 

^^^SuXbe  Zerlegung  an,  so  erhält  man  auch  e^  ^  0  u.  s.  w. 

_  Wir  haben  nunmehr  als  Vorbedingung  eines  symnietrischen 

_  scitnum   oder  Minimum  £,  ^  0,  e,  ^  0  u,  s.  w.,   d,  h,  die  Un- 

<hränktkleiuen  der  ungraden  Ordnungen  müssen  jedes  für  sich 

^^Äch  Null  sein.    Im  Uebrigen  geben  die  symmetrischen  Extreme 

^^M[ keiner  besondern  Bemerkung  Veranlassung;  denn  die  Unter- 

^^^Hidung  des  Maximum  vom  Minimum  hat  nichts  mit  dem  Gegen- 

^^^^  von  symmetrisch  und  unsymmetrisch  zu  schaffen.     Hätten 

_«^'  in  dem  obigen  Beispiel  von  der  Summe  des  h)-perbolischen 

■^C3  des  trigonometrischen  Cosinus  die  Frage  gleich  nach  dem  sym- 

^ 'Irischen  Maximum  oder  Minimum  gestellt,  so  würden  wir  ohne 

■^^iteres  gewusst  haben,  dass  den  dortigen  Gleichungen  e,  ^  0 

-  ^Ü  C;,  =  0  zugleich  zu  genügen  sei.     Da  dies  reell  nur  durch 

~~^Ki  Wertb  1  =  0  geschehen  konnte,  so  wäre  damit  die  Frage  ent- 

^^eden  gewesen.     Das  Nähere  über  den  Untei-schied  des  Maxi- 

'^>4m  vom  Minimum   hätte  aber  in  der  Bestimmung  keine  Ab- 

^^- Mennig  erfahren. 

Für  das  Dasein  eines  aynimetrischen  Extrems  ist  es,  wie 

^^zeigt,  erforderlich,  dass  die  ungraden  Summandenfunctionen,  die 

^     der   ganzen  Differenz  vorkommen,  jede  für  sich  gleich  Null 

^Meo.     Dies  geniigt  aber  auch,  und  es  lässt  sich  daher  dem  Satz, 

%as  ein  symmetrisches  Extrem  diese  Gleichungen  mitsichbringe,  die 

~  S'mfcehrung  hinzugesellen,  dass  diese  Uteieimngen  das  Dasein  eines 

^  ^nnmetrischeD   Maxinmm  oder  Minimum  ohne  Weiteres  mitaich- 

-"^i^ngen.    Nach   den  graden  Ordnungen  braucht  man  gamicht  zu 

^~%pgeo ;  denn  deren  Summe  kann,  ausser  im  Falle  einer  cunstanten 

■■  Function,  nie  gleich  Null  sein.    Erst  wenn  ujan  das  Maximum  vom 

pitnum  unterscheiden  will,  hat  man  das  Voizeicben  derjeiugen 
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graden  Ordnung,  die  zuerst  nicht  gleich  Null  wird,  uA 

tution  der  dem  Extrem  entsprechenden  Ai^somentwalkiMi 

schlag  zu  bringen.  m^ 

In  unserm  ersten  Beispiel  vom  Sinus  war  aberhaoptKlB  | 

einzige  ungrade  Ordnung  vorhanden,  und  deren  NuOsetzm^^B  , 

daher  sofort  die  möglichen  Fälle  symmetrischer  Extrrae  V^  ^ 

Hiezu  sei  noch  bemerkt,  dass  zunächst  alle  Curven  zweta 

solche  Punkte  haben,  um  welche   sie  nach  zwei  Seitei 

trisch  liegen.    Hieraus  folgt,  dass  auch  Linien  in  ihoa 

werden  können ,  die  symmetrische  Maxima  oder  Minima 

In  dem  auf  rechtwinklige  Mittelpunktscoordinaten  bezogon 

ist  die  obere  Ordinate,   wo  sie  dem  Radius  gleich  ist,  a 

metrisches    Maximum,   die    untere   aber,     weil   sie  neptir 

ein  Minimum.      Letzterer   Unterschied   zwischen  Mmmv 

Minimum  zeigt  sich  noch  deutlicher,   wenn  man  die 

axe  sich  selbst  parallel  unterhalb  des  Kreises  veriegt  Ba 

Hyperbel  wird  unter  Voraussetzung  der  gewöhnlichen 

die  positive    Abscisse   am  Scheitel  der  halben  Hauptaxe 

und  im  Bereich  des  Reellen  ein  symmetrisches  Minimuit 

negative  Abscisse  in  entsprechender  Weise  ein  Maxmnim.  Ii 

Parabel  hat  die  Abscisse  am  Scheitel  ein  symmetrisches 

gleich  Null.    In  der  Ellipse  ist  die  Ordinate  oben,  d.  h.  als 

tive,    wo   sie  der  halben   kleinen  Axe  gleich  wird,  ein 

trisches  Maximum,  unten  aber  ein  Minimum.    Die  Abscisse 

auf  der  positiven  Seite  am  Scheitel  ein  symmetrisches  M 

auf  der  negativen  ein  Minimum. 

Für  unsere  allgemeine  Methode,  die  extremen  Wertbe, 
es  unsymmetrische  oder  symmetrische,  veimittelst  unab 
Differenzen  zu  finden,  ist  es  charakteristisch,  dass  sie  nicht 
von  der  Tayloi-schen  Reihe,  sondeiii  auch  vom  DifFerentialbeai 
unabhängig  bleibt.  Unsere  DifTerenzfunctionen,  sowohl  im  Gi^B 
als  auch  in  den  Bestandtheilen ,  bezogen  sich  zwar  unserer  h 
Zeichnungsart  nach  auf  ein  dx\  dieses  dx  bedeutete  aberflh^ 
haupt  jedes  zweite  Stück  des  binomisch  getheilten  krgmf^ 
wobei  die  Eigenschaft,  dass  es  gegen  Null  hin  unbeschränkt«" 
änderlich  ist,  nur  als  eine  specielle  Folge  der  Verhältnisse  Iffl» 
tritt.  Auch  hätten  wir  unsein  Beweis ,  dass  wenn  die  Suibs' 
solcher  Functionen  verschiedenen  Ranges  gleich  Null  ist,  esatfi 
die  einzelnen  sein  müssen,  nicht  grade  an  die  unbeschrisb 
Verkleinerung  anzuknüpfen   brauchen.     Der   blosse  Begriff  * 


lerlichkeit  hatte  genügt.  Nur  der  Bequemlichkeit  wegen 
den  BeweJB  aus  den  bestimmteren  Voraussetzungen 
ie  aber  auch  flen  Differenzfunctionen  nach  der  Seite 
)ssen  hin  den  Spielraum  nicht  beeinträchtigen.  Es  bleibt 
kbei.  dass  unsere  ganze  Theorie  der  Maxima  und  Minima 
von  der  gewöhnlichen  Differentialrechnung,  sondern 
Un  der  Rechnung  mit  abgeleiteten  Functionen  unnhhängig 
ffühl  aber  hat  sie  die  Darste)) barkeit  der  Function  eines 
Khen  Arpuments  durch  die  Bestandtheile  zur  Voraussetzung, 
a  diese  Voraussetzung  nicht  anders  als  durch  die 
sehe  Reihe  erfüllt  werden  kann,  da  ergiebt  sich  das  bisher 
r  Verfahren  als  ein  Specialfall  des  unsrigen,  nur  dass  wir 
*  allen  Umständen  für  die  symmetrischen  Fälle  eine  um- 
■ndere  Sclilussweise  voraushaben. 
Um  die  Allgemeinheit  unserer  Gedanken  auch  äusserlich  in 
Kezeichnungs weise  kenntlich  zu  machen,  hätten  wir  nur  nÖthig 
ntt  dx,  sowie  V  und  /■'  anstatt  rfy  und  d'y  zu  schreiben.  Die 
BBen  u  und  v  lägen  alsdann  innerhalb  des  ganzen  Spielraums, 
sich  von  Null  bis  zur  nächsten  Stetigkeitsunterbrechung  er- 
Kkt.  Sie  schliessen  also  sozusagen  das  Stadium  der  unbe- 
Ankten  Kleinheit  mit  ein,  ohne  an  dasselbe  gebunden  zu  sein, 
haben  jedoch  die  differentielle  Bezeichnungsart  vorgezogen, 
zugleich  zu  neigen,  wie  sich  in  rationeller  Weise  eine  Rech- 
S  mit  unabgekürzten  Differentialen  schaffen  und  verwerthen 
e.  Diese  Rechnung  unterscheidet  sich  handgi'eiflich  von  der 
'ähnlichen  Differentialrechnung,  ist  aber  auch  keineswegs  der 
'öhnlichen  Differenzenrechnung  oder,  wie  man  diese  auch  nennt, 
Rechnung  mit  endlichen  Differenzen  gleich.  Bei  der  letzteren 
die  Bestimmtheit,  also  Unveränderlichkeit  der  Differenz  Vor- 
ingung.  und  es  darf  daher  namentlich  die  Voraussetzung  fehlen, 
K  die  Differenz  gegen  Null  hin  beliebig  wählbar  sei.  Unsere 
Anung  mit  unabgekttrzten  Differentialen  vereinigt  die  Vortlieile 
Unbeschranktkleinen,  des  sogenannten  Endlichen  unil  dea 
inderlichen,  Sie  gestattet,  cumulativ  die  vei'schiedensten 
indsfltze  anzuwenden,  mögen  diese  nun  von  der  unbeschränkten 
4K'inerungsfähigkeit  der  friiglichen  Grössen  oder  von  deren 
Itigen  Kigenschaflen  und  Beziehungen  herrühren.  Auch  sieht 
In  dieser  Rechnungsart  frei,  je  nach  Bcdtirfniss  zu  den  Ab- 
igen,   also    zur   eigentlichen   Differentialrechnung    Qberzu- 
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rtbipes  Polynom  von  Theilintegralen  darstelleu,  und  diese  Um- 
aong  ist  davon  unabhängig,  ob  ttbrigens  eine  Integration  aua- 
•bar  sein  möge  oder  nicht. 

Auch  durch  willkürliche  Einführung  von  Zweiwerthigkeiten 
nrai  aus  der  gegebenen  Auflösung  gewisser  Integrale  durch 
fUluDg  die  Auflösungen  anderer  Integrale  gewonnen  werden, 
nentlich  ist  dies  der  Fall,  wenn  in  der  Ditferentialfunction 
„  Exponentialfunctionen  angeknüpft  werden  kann.  Es  sei 
^" 
iS»"  x"  tlx  =  T^-h+i  gegeben,  so  lassen  sieb  hieraus  ent- 

schende  Integrale  von  Ausdrücken  mit  hyperbolischen  Func- 
«n  ebenfalls  in  vollständiger  Auflösung  angeben.  Man  setze 
=  a  +  b  auf  der  linken  und  die  zugehörige  modulirte  Fonn 
-  Qe±'  auf  der  rechten  Seite  ein  und  verwandele  dann  die 
iwerthigen  Exponentialfunctionen  in  ihre  hyperbolisch  bino- 
5he  Form,  so  hat  man 

*"'ichbx±shbx)x-dx=._^'—^[ch(n+l)s  +  sli(n+l)s]. 

B    Gleichung  zei-filllt  nach    dem   Werthigkeitsprincip   in    die 

en  Pai-tialgleichungen  /  e'^chlxn?' dx^T-—^^;^ch{n-\-l)g 


durch  die 

Cbung  che  =         _^=:  bestimmt.     Der   von  uns  gewählte 

y  a*  —  6* 
C  ist  ebenso  wie  die  Form  des  Ergebnisses  bisher  unbekannt 
Bsen  und  niusste  es  sein,  da  die  Werthigkeitsrechnung  fehlte. 
K]  aber  hat  man  mit  Hülfe  der  Imaginären  ein  Ergebnis»  fUr 
iafunctionen  erhielt,  indem  man,  nach  unserer  BezeichnungS' 
*«  ausgedrückt,  a  +  6  V  —  I  für  ijr  substituirte.  Wir  können 
igens  auch  unser  Resultat  für  hyperbolische  Functionen  sofort 
^esmit  Kreisfunetionen  umwandeln,  indem  wir  darin  b'  V —  1 
ik  b  setzen  und  dann  die  von  uns  früher  gebrauchten  be- 
mteo  Beziehungen  zwischen  den  hyperbolischen  und  den  circu- 
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»[elpnnkt  unserer  neuen  Imaginftrtheorie.  Stets  weiden  zweier- 
^^  Gebilde  unter  dieselbe  tileichung  gebiacht,  und  man  kann 
^^^n  den  Eigensthafien  und  Ergebnissen,  die  man  bezüglich  des 
^^jpen  hat,  analytisch  durch  blosse  huaginäi'selzungen  und  deren 
^^JoBsequenzen  zu  den  entsprechenden  Eigenschaften  und  Ergeb- 
^■hiBsen  im  andern  gelangen;  ja  man  hat  letztere  eigentlich  schon 
^^ferüg  in  derselben  Foimel,  wenn  man  sich  das  Gebiet  dieser 
■^Vormel,  wie  man  muss,  als  von  vornherein  auch  fUr  das  Imaginäre 
■^nitgeltend  vorstellt. 

^^        Unter  den  mannigfaltigen  Fragen,  welche  man  bezüglich  der 

^■Curven  stellen   kann,  sind  in  Beziehung  auf  das  Imaginäre  die 

nach    den  Quadraturen  und  Rectificationen  nni  interessantesten. 

^HBiebei  wird  es  nämlich  am  sichtbai-sten.  wie  auch  da,  wo  es  sich 

ti  mehr  als  blosse  Consequenzen  der  Gleichung  handelt,  die 
teration  mit  dem   Imaginären  folgerichtig  fortgesetzt  und  auch 
geometrische  Beziehungen  hineingetragen  werden  kann,  die  an 
h  selbständig  sind,  und  daher  auch  ihren  absoluten,   von  der 
eichung    unabhängigen    Sinn    bewahren    müssen.     Indem    wir 
^^     sere  Lehre  vom  Iniaginitren  durch  den  Begrifif  des  Imaginativen 
oder ,    was   dasselbe   heisst ,    der    abgeleiteten    Rechnungs-    und 
Signirunpswerthe  erweiterten,  legten  wir  auch  zugleich  den  Grund 
—  für  die  Uebertragung  der  Quadratur-  und  Rectificationsintegrale 
in  das  Imaginäre.     Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  jedoch  mit 
j,  demjenigen  Fundamentalfall  beginnen,  für  welchen  eine  einfache 

Imaginnrsetzung  ausreicht. 
"^^  Letzteres  hat  statt,  wenn  man  vom  Flächenraum  des  Kreises 
zur  Quadratur  der  im  Innern  des  Hyperbelarms  liegenden  Flüche 
^oder  auch  umgekehrt  von  dieser  zu  jenem  übergehen  will.  Sehen 
^  wir  von  den  beliebig  zu  nehmenden  Grenzen  ab,  so  isty^rfa:  in 
^  beiden  Fällen  die  maassgebende  Function.  Der  Untei-schied 
^besteht  nur  darin,  dass  wir  y  das  eine  Mal  imaginär,  d.  h. 
j  ,  y  :^  y-  y  ^  1  zu  setzen  haben.  Gehen  wir  vom  Kreise  als  dem 
^  reellen  Gebilde ,  also  von  der  gemeinschaftlichen  Gleichung 
(j  JC*  +  t/^  =  f^  aus,  so  ist  die  Hyperbelordinate  imaginär,  nämlich, 
^  wenn  man  sie  zur  genauem  Untei-scheidung  mit  einem  Strich 
m  bezeichnet,  y'  V  —  1,  und  das  differentielte  Element  des  Flächen- 
»  rdums  wird  dempemäss  auch  geometrisch  V  —  1  y'  dx.  Die 
■  Summe  dieser  imaginären,  unbeschränkt  kleinen  Ftächenstreifen 
W   zwischen  irgend  zwei  Werthen   von  y'  V  —  1    ist  der  gesuchte 

'  UChfing.  Grondniillel  iiif  Aoiily.ii. 
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r--  -^:;  t:i-:  ..!It  Viifij^:  ::^he^  iurch  dit>  her 
V  :.'-;.■:  Ti-r-i:  -•i:l:-r--r- .  i-TinzTifoI^e  :n  den  An'^e 
c^:  Ali.;-  •  -J  T-r  i:r:r.r  Aüt^  K'  ausgesiehen  wii  i.  . 
f:-.  -:^^.  :.;*:.  --.  e:i::_il  i:e  «üeiLhons:  der  Curve  in  ^e^ 
Cvr:.ii:r::.  rr^-i'-rrtr^!:  -^Ire.  nun  auch  ausschliessütli 
reiorierii  i.>  i:e-rr  'ilei.rhun::  entwickeln  Hesse.  Man  er 
ailfrrriini-  rrii:  I{ül:>  -ier  Curvenirleichung:  aber  es  ist  ei: 
r'riterrphifrd  zwi-.-hen  dem.  wa<  allein  aus  dieser  Gleicbu 
und  dem.  \\r,zu  noch  eine  selbständige  neue  Gleichune  erf 
ist.  Irn  fra;.'lichen  Fall  wird  die  neue  Gleichung  durch  de 
^on^ischon  Satz  ^'cliefert.  indem  dieser  eine  Beziehung 
den  Differentialen  der  beiden  Veralnderlichen  und  dem  Pi 


i  dritten  Grösse  ergiebt,  —  einer  Grösse,  die  der  Curven- 
King  an  sieh  ganz  fremd  ist.  Man  mag  die  Curvengleichung 
rtisch  bearbeiten  wie  man  will,  so  wird  man  durch  keine 
stion  zu  jener  Gleichung  des  charakteristischen  Dreiecks 
Das  geometrische  Verhältniss  ist  mithin  die  Ursache 
r  Höglichkeit  der  neuen  Gleichung. 

Dieses  geometrische  Verhällniss  ist  aber  auch  etwas  Ahso- 
tes  und  hat  an  sich  mit  iler  Si^irung  nichts  zu  si'huffen.  Die 
taginilre  Signii-ung  ist  eine  Consequenz  der  Curvengleichung, 
'  m  welcher  der  geometrische  l'eberfiang  zum  Bogenelement  un- 
ih&ngig  ist.  Soll  nun  aber  die  alte  Gleichung  mit  der  neu  hin- 
ikommenden  vereinigt  werden,  so  muss  sich  auch  der  Gesichts- 
dnkt  einheitlich  gestalten  Man  darf  in  demselben  umfassenden 
*chnuDgszusammenhange  dieselbe  Grösse  nicht  das  eine  Mal 
gnirt  und  das  andere  Mal  absolut  und  doch  als  identisch  figu- 
ren  lassen.  Um  die  Identität  zu  bewahren,  d.  h.  keinen  Wider- 
kruch  zu  begehen,  ist  es  erforderlieh,  auch  in  der  neuen  geo- 
tetrischen  Beziehung,  unbeschadet  dieser,  den  signirten  Rech- 
tUlgswertheu  im  eigentlichen  Sinne  des  Worts  Rechnung  zu 
ragen ;  denn  nur  auf  diese  Weise  wird  Alles  der  Curvengleichung 
ntergeordnet. 

Wir  setzen  also,  im  Hinblick  auf  unser  Kreis-  und  Hyperbel- 
thcma,  den  Zuwachs  der  imaginären  Ordinate  y  selbst  imaginär, 
,  h.  (/y  ^  V  —  1  dy'.  Alsdann  ist  die  Gestalt  der  Pythago- 
iösclien  Gleichung  im  Sinne  unseres  früher  erklärten  Sprach- 
ebrauchs  eine  imaginative.  Wir  haben  nämlich  ds-  =  dx^ 
I-  (V-  1)-  rfy.  Wollten  wir  die  rechte  Seite  einfach  als  eine 
Differenz  von  Quadraten,  also  dx^  —  dy'^  schreiben,  so  würde 
lös  grade  ilenjenigen  Sachverhalt,  auf  den  es  ankommt,  un- 
WiDtlich  machen.  Die  Geometrie  fordert,  doss  die  Summe  der 
goadrate  der  absoluten  Grössen  festgehalten  werde;  die  Analysis 
|>er,  da^s  darin  auch  die  Rechnungswerthe  vertreten  seien. 
leiden  HUcksichten  zugleich  wird  nur  genügt,  wenn  man  nach 
lliserin  System  des  Imaginativen  den  imaginären  1'i-sprung  des 
lintuzeichens  bedenkt  und  dieses  Zeichen,  statt  es  mit  den 
onstigen  Operationszeichen  verschmelzen  zu  lassen,  als  Kenn- 
eichen einer  charakteristischen  und  deshalb  zu  isolirenden 
nirung  selbständig  bewahrt.  Man  schafft  auf  diese  Weise  ein 
ungleichartigen  Uestandtheilen  zusammengesetztes  Binom 
2l* 
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neuer  Art;  denn  es  ist  offenbar  eine  neue  Gattung ungleidtitiR | 
Binome,  wenn  man  in  ihnen  die  n^ativen  Grössen  gniBiiUi| 
von  den  positiven  untei*scheidet  und  dieser  Untersdieidsif  i 
durch  alle  weitern  Operationen  hindurch  Rechnung  tiigt 

Um    diesen     entscheidenden    Punkt    recht    ansdiaolid  il 

machen,  wollen  wir  einmal  für  V  —  1  das  Zeichen  i  setz«,  ü 
haben  alsdann  ds"  --=  doc^  +  t^  dy'^.  Hierin  mnss  *-,  ihnlek* 
eine    eigentlich    imaginäre    Signirung,     unaufgelöst   festfseUi 

werden.    Wenn  wir  also  ds  =  V(la^  H-  «-  dy*^  durch  Wn«l» 
Ziehung  zu  bestimmen  hätten,  so  würden  wir,  falls  es  sük 
reits  um  Zahlen  handelte,   die  Wurzel  nach  der  von  oDS&ri 
imaginären  Binome  gelehrten  binomischen  Wurzelauszidiong  ni\ 
für  diesen  Fall  zweitheilig  ermitteln,    so  dass  wir  f&r  die  Wi 
die  Fonn  a  -\-  i-  ß  erhielten.    Jedoch    auch  algebraisch  istfc| 
Bestimmung  der  Wurzel  in  zweierlei  Bestandtheilen  nach  vcRtü-l 
denen,  unsern   Grundmitteln  entsprechenden    Methoden  inii^ 
Man  kann  dem  Binom  willkürlich  eine  zweite  Werthigkeithinzulp 
und  dann  dieWui'zel  aus  dem  zweiwerthigen  Binom  wiedeninW 
werthig  bestimmen;  natürlicher  und  directer  aber  verfährt maab 
wenn  man  i-  das  Zeichen  für  eine  besondere  Gattung  vod& 
heiten  sein  lässt,  indem  man  von  vornherein  festsetzt  dassfc 
Einheiten  mit  den  andern  Einheiten  nicht  gleichheith'ch  Teraö 
werden  sollen,  während  jedoch  i^  bereits  diesem  TrennuDgsgo« 
nicht  mehr  zu  unterwerfen  ist.    Alsdann  zerfällt  dieser  Festseötf' 
gemäss  die  Gleichung   (a  +  i^  ß)^  =  a*  -f-  /^  -f-  2i-  aß-i* 
H-  £-  dy'-  in   die  beiden  Partialgleichungen    a^  -j-  ^  =  rfx»  oi 
2a ß  ^  dy'^,  woraus  sich  a  und  ß  leicht  bestimmen. 

In  diesen  Ausdrücken  ist  das  Integral  für  die  BogeoBi^ 
nun  /(a  +  i^ß)^  /a  +  i^  /  ß.  Dieses  Integral  gilt  för  ba* 
Fälle ,  nämlich  für  den  Kreis ,  wenn  es  den  in  Bezug  auf  * 
Hyperbel  imaginativen  Werth,  d.  h.  seinen  Rechnungswerth  » 
mittelbar  und  wirklich  erhält,  —  für  die  Länge  des  HypciW* 
bogens  aber,  wenn  man  die  beiden  Theilintegrale  als  Dai^dhiK 
von  Längen  auffasst,  von  denen  die  eine  anders  signirt,  ^ 
dennoch  geometrisch  zu  addiren  ist.  üebrigens  hätte  man  »A 
von  vornherein  die  Ordinate  y  als  eine  neue  Art  ZweiwerlhigW 
behandeln  können,  nämlich  als  eine  solche,  in  welcher  neben  da 
reellen  auch  ein  imaginärer  Werth  gleichzeitig  figurirt  AlsdiDi 
hätte  sich   die  Trennung  der  Bestandtheile   ohne  Weiteres  ^ 


( 


t  vei^tanden,  und  es  wäre  auch  sofort  klar  geweees,  dass 
P  nicht  bei  den  zweiten,  wohl  aber  bei  den  vierten  Potenzen 
%  Itnaginäi'en  lier  Signirungsunterschied  veiüchwinden  und  hie- 
it  gleichgUlttg  werden  mu&ste-  Dazwischen  lag  niimlich  der 
.egensatz  des  Absoluten  und  des  Imaginativen  und  zwar  in  derspe- 
^len  Gestalt  des  Unterschiedes  von  Positiv  und  Negativ,  und  dieser 
,lxtere  Unterschied  musste  durch  weitere  Quadrirung  wegfallen. 
Auch  sieht  man  aus  dem  Bisherigen,  dass  man  sowohl  das 
tegral  für  die  Quadratur  als  dasjenige  für  die  Rectitication 
\W  das  Doppelgebilde  der  reellen  und  der  imaginären  Curve 
iheitlich  ausdehnen  kann,  so  dass  ein  einziges  Integral  den 
isamnitflächenraum  zwischen  zwei  beliebigen  Grenzen,  und  ebenso 
I  einziges  die  gesammte  Bogenlänge  bestimmt.  Von  den 
enzen  kann  alsdann  die  eine  im  Kreise,  die  andere  in  der 
perbel  liegen.  Jedenfalls  erhält  man  eine  aus  ungleichartigen 
Btandtheilen  zusammengesetzte  binomische  Integralsumme,  die 
Falle  di;s  Quadraturbeispiels  der  vorigen  Nummer  sich  un- 
ttelbar  imaginär  binomisch  gestaltet,  in  dem  behandelten  Rec- 
cationsfalle  aber  ausser  dem  Imaginativen  auch  noch  das  im 
^ern  Sinne  Imaginäre  aufweist;  denn  a  und  ß  fallen  an  sich 
bst  keineswegs  reell  aus. 

7.  Eine  ähnliche  Zerlegung  wie  für  das  Bogendifferential  ds 
tt  für  den  Radiusvector  p  ein,  wenn  man  für  diesen  einen  der 
meinschaftlichen  Curvengleichung  entsprechenden  Rechnungs- 
rth  gewinnen  will,  der  zugleich  die  absoluten  geomefrischen 
■tandtheile,  aber  eben  mit  Signirungen,  enthält.  Man  hat 
mlich  nach  dem  Pythagoreischen,  mit  Rücksicht  auf  die  Ima- 
tBtität  der  Ordinate  anzuwendenden  Satze  q  ^  V  x^  -\-  i'  j/'*, 
d  diese  Wurzel  lägst  sich  nach  der  vorher  angegebenen  Me- 
nie  in  zwei  selbständigen,  jenem  Binom  entsprechenden  Be- 
mdtheilen  darstellen ,  d.  h.  auf  die  Form  «  -t*  *"  "  bringen. 
I  wird  hiebet  überdies  sowohl  u  als  i;  binomisch  imaginär, 
er  V  ist  noch  ausserdem  im  imaginativen  Sinne  negativ, 
lem  es  auch  <*  zum  Vorzeichen  hat,  dennoch  aber  absolut  eine 
Dtnetrische  Lange  vorstellt,  welche,  an  die  andere  u  geomeliisch 
gesetzt,  die  Länge  von  q  liefert.  Nehmen  wir  unser  Hyperbel- 
hema,  so  zeigt  sich,  dass  der  imaginative  Werth  von  9,  d.  h. 
9  dem  I'  entsprechende  Subtraction,  den  Radiusvector  des 
reises,  il.  h.  ilen  einfachen  Kreisradius  r  liefert  Bienacli  kann 
u  auch  sagen,  dass  ^  =  u  +  1^  c  in  seinen  Bestandtheilen  und 
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mit  diesen,  wie  ^e  sich  geometrisch  zusammeoseUeD.  aod  ^ 
Ganzes  in  der  Hyperbel  variabel,  dagegen  dem  inMjgimtiw. 
d,  h.  der  Gleichung  eiitsprech  enden  Werth  nach  coDstant  m.  li 
der  That  ist  h  4-  t* "  eiue  Constante  mit  veräDderticbet  % 
standtheilen ,  nämlich  stets  gleich  r.  Wir  könQea  diber.  *m 
wir  das  Wort  Werthigkeit  in  einem  sebr  aUgemeisa  Sm 
brauchen ,  gradezu  sagen,  dass  q  die  imaginative  Wertkigkdt r 
habe.  Diese  r-Werthigkeit  von  q  ist  eine  Consequenz  noMS 
Iinaginärlheoiie,  welche  letztere  unvollkonunen  gebliebea  «bt 
wenn  wir  nicht  deren  GinindvorauBsetz-aDg,  die  Befassong  zn» 
lei  Gleichungen  unter  eine,  in  allen  Beziehungen  dorchsttta 
hätten.  Offenbiir  kann  die  Gleichung  sc*  -j-  y^  ^^  H  nw  diM 
auch  für  die  Hyperbel  gelten,  wenn  man  den  Be^ff  faast,  du 
unter  r  auch  t>  als  besonderer  Fall  gehörft.  Die  Gleiefaiuf;  l^ 
dert  also  p  ■=  r.  Der  absolute  Werth  von  q  erflkJIt  diese  fr 
dingung  nie;  er  kann  dies  ebensowenig  als  etwa  eine  alMte 
Hyperbelordinnte  je  der  Kreisgleichung  entsprechen  kann-  h 
handelt  sich  auch  nur  darum,  dass  ein  Rechnungsau&dni'^  Kr 
die  Länge  der  Gleichung  genüge,  und  dieser  RechDungsau^inid 
muss  wiederum  in  Beziehung  auf  die  absoluten  Grössen  imaauD* 
heissen,  weil  diese  sich  an  sich  selbst  garnicht  ihm  entspmlieil 
zusammensetzen,  d.  h.  sich  nicht  subtrahiren.  sondern  adünt 
Hiebei  sei  daran  erinnert,  mit  welchen  Mysticitäten  und  «I 
nebelhaft  sicli  Gauss  bei  seiner  imaginären  Graphik  on  apsi 
einen  Gedanken  umhertrieb  und  bemühte,  durch  den  er  dieEMr 
fernung  eines  Punktes  vom  Ursprung  der  CoordinateD,  bei  V«- 
aussetzung  einer  imaginären  Coordinate,  voi-stellig  madi^  mUto 
Er  verfelilte  die  Sache  vollständig,  indem  er  die  Summe  te 
beiden  Coordinaten ,  also  x  +  yV  —  1  für  das  Maass  der  fng- 
liehen  Entfernung  erklärte.  So  hatte  er  keine  Ahnung  dww. 
wohin  eine  wirklich  rationelle  Imaginärtbeorie  führen  k&oDte  o* 
nunmehr  geführt  hat. 

Die  Betrachtung  und  Bestimmung  irgend  welcher  Linien  attf 
geometrischer  Verhältnisse  in  der  adjungirten  Curve  kann  ebflvtt 
wie  vorher  am  Beispiel  des  Radiusvector  gezeigt  worden  ist,  vi 
den  entsprechenden  Gebilden  in  der  Ausgnngscurve  aus  einerlei  lo»- 
lytiBChem  Gesichtspunkt,  d.  h.  nach  Maassgabe  derselben  Gldehuc, 
geschehen.  Hieduvch  liefert  die  ganze  Geometrie  der  «»» 
Curve,  vermittelst  der  dem  Imaginilren  und  Imaginativen  •»■ 
sprechenden  Abänderungen,  auch  die  ganze  Geometriu  deruidia 


b 
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■  Curve.    Die  Geometrie  ties  Kreises  schliesst  also  die  der  pleich- 

■  seitigen  Hyperbel  ein,  sobald  man  analytisch  die  KreisgleichuDg 
s  zu  Grunde  legt  und  Alles  an  der  Hyperbel,  wo  erforderlich,  durch 
*  imaginative  Grössen  bestimmt,  deren  absoluter  Sinn  alsdann 
I'  ebenso  exact  und  auf  analoge  Weise  die  wirklichen  riluDilicheu 
I  Verhältnisse  liefert,  wie  etwa  im  Bereich  des  gemeinen  Gegen- 
fl  Satzes  von  positiv  und  negativ  eine  negative  Coordinate  auch 
I  ihren  absoluten  räumlichen  Sinn  hat.  Uebrigens  giebt  es  auch 
t  in   der   gewöhnlichen   Geometrie   kein  VerhAltniss,   an  welchem 

■  man  nicht  Rechnungsbeziehungen  aussondeni  und  welches  man 
,  daher  nicht  auch  analytisch  behandeln  könnte.  Die  Correspon- 
r  denz  in  den  Doppelgebilden  ist  daher  eine  vollständige  und  um- 
F  fassende;  sie  gilt  für  die  niedere,  wie  für  die  höhere  Geometrie, 
,  für    das   gemeiniglich    nicht  analytisch   und   für  das    analytisch 

Behandelte. 

In  ei-ster  Linie  hat  man  aber  dabei  an  das  zu  denken,  was 
in  den  Cursen  der  Analysia  den  Inbegriff  der  Anwendungen  der 
Analysis  auf  die  Geometrie  auszumachen  pflegt.  Die  Ziehung 
der  Tangenten  und  Normalen,  die  Bestimmung  der  Krümmungen 
und  Krümmungshalbmesser,  sowie  der  Evoluten,  überdies  auch 
im  Allgemeinen  die  Angabe  der  geometrischen  Maximft  und 
Minima,  wozu  wir  auch  noch  die  sonstigen  Stetigkeitseinschnitte, 
also  in  unserni  Sinne  die  Durchgänge  durch  Null  und  das  Un- 
endliche fügen  könnten;  alsdann  das  gesammte  Bereich,  aus  dem 
wir  schon  unsere  Beispiele  wählten,  niimlich  das  der  Quadraturen 
um!  Rectificationen ;  —  alles  dies  erledigt  sich  durch  das  Ima- 
ginäre und  das  Imaginative  auch  für  das  jedesmal  adjungirte 
Gebilde.  Analytisch  ist  dabei  nichts  weiter  nöthig  als  die  Sub- 
stitution des  Imaginären  und  die  Festhaltung  gewisser  Functionen 
des  Imaginilrzeichens  als  imaginativer  Signirungen.  Auch  die  ab- 
soluten geometrischen  Sätze  kann  man  anwenden  wie  man  will, 
wenn  man  nur  zugleich  die  Signirungen  der  vorkommenden 
Linien  consenuent  mitberUcksichtigt  und  die  einschlagenden  Un- 
terscheidungen auch  in  ihren  weiteren  Folgen  sichtbar  erhält. 

8.  Wenn  wir  bisher  hier  nur  von  der  Ebene  geredet  haben, 
so  ist  dies  der  Vereinfachung  wegen  geschehen.  Es  versteht 
sich,  dass  unser  früheres  Schema  von  der  Kugel  und  den  beiden 
gleichaxigen  Hyperboloiden  auch  überhaupt  der  Ausgangspunkt 
für  imaginäre  und  imaginative  Correspondenzen  im  Räume  ist. 
Man  kann  also  Tangirungsebenen,  Normalen.  FlSchenkrümmungen, 


.k.lpf.    Tu:    ux   -^nzeiaai  ^ji^si  in    ten  •äiseBtSc&ea  SpedfldB' 
■*tifinapn  ler  -»iiizieiniBi  IjSissi&eniiinB  "^aEkaininiai  kano.  Di«  210 
Manipounna .     lie    ii]ar:i»    AJsnäaniiisHi     and    Coosunta^ 
inii»»nni2ftn   ^srhriisr.   .5c   löer  z;tqmiti*h    anürmAtbar:  deoi  * 
**a?r    tas  ?^ncü*Jie    inter  ler  >*s&üt  <ies  Vtarwiekeiten.  beUsc 
1i«^  '.'Vir  (;n;^'.»   mit  Tülktiricsa  Ahgcintfea    und   Hefen  daNr 
aiwn    inmirr^ihar   iii-är  Minj^ipiiiürSideiühiixi^rea.     Wie  ein  'J*- 
ri:.iit>  r*w   i«>ni  miMn  -aiE^iäiea  £üiiii&  wini  «iabei  ebenfilis nicii: 
kla«*.  i#»nr»  -»A  TiilXit^är  ^i)'ii  aar  «fine  Eintlieuizii:;  oder  sozusua 
h,^Afi!r.ixij    :«ft   A.U<»meiiie!L  aber  kein   Uebergang    von  euiea 
^/i;A/!<>  ;tam   ;ir;iii*ni      Fat  lemem  haue  die   bisherige  Aniljä? 
Ail^/|if*y.4  eiTien  Anfiiur  in  den  Nnli-  oder  UnendlichsetzoBgeE 
(r^-wiw^nr  ron-^.unten.  —  ein  Verfahren,  velches  jedoch  dnrth  die 
h\*t},0:n  r'Aeridlii;hkeitRbet.Titre  ühel  afiicirt  wurde  und  so  dw  «• 
hOm^t  HfirtiUH  fem  blieb.  Wir  dagegen  haben  nicht  nur  leötere 
t't^MntJiwlti  durch  die  RationaIi«»irung  der  Unendlichkeitsbegiifr 
miiwi^^CMfipafft,  Hondem  dnrch  die  ImagiDärtheorie  auch  eine  neue 
Mrftfk«  M^M^blA^en,    vermöge  deren  nun,  wenn   man   die  ^xiS^ 
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zungcD  uDfi  Unbegrenzt setzunpen  von  Constanten  hiiizuQimmt, 
r  Wejj  von  einem  SpecialgehiMe  zum  aniiern  in  jerter  Richtung; 
"OckgeleRt  werden  kann.  So  ergieht  sich  beispielsweise  für  die 
fschiedenen  Species  von  Kegelschnitten  ein  System  rationeller 
rwandiunpen,  in  velchem  die  Stetigkeitseinschnitte  auch  da 
ht  hindern,  wo  das  Reelle  aufiiört  und  demgemäss  ein  ima- 
iftres  Gebilde  anzuschliessen  und  in  ilie  Reihe  der  construc- 
en  Transformationen  einzuschalten  ist.  Geht  man  vom  voU- 
ndigsten  und  zugleich  (ibersichtlichsten  Specialgebilde,  nämlich 
r  Ellipse  aus,  so  genügt  bekanntlich  die  Nullsetzung  der  Ex- 
itricität,  um  zum  Kreise,  die  Unbegrenztsetzung  der  grossen 
a,  um  zur  Parabel  zu  gelangen.  Um  aber  zur  Hyperbel  Qber- 
[ehen,  ist  unsere  imaginäre  Fortsetzung  erforderlich.  Hiemit 
,  man  denn  aber  auch  zusammen  mit  den  andern  Operationen 
9  ganzen  stetigen  Zusammenhang  zwischen  allen  Species  und 
jspecies  der  Kegelschnitte,  wobei  sich  die  Einschnitte  der 
itii^keit  nach  bestimmten  Hegeln  markirt  finden.  Entsprechendes 
;  natürlich  von  den  Flächen  zweiten  Grades,  bei  denen  bereits 
Mannigfaltigkeit  eine  grosse  wird.  Bedenkt  man  aber,  wie 
Methode  der  imaginflren  Adjungirung  und  Uebei  briickung  an 
1  im  Grade  und  in  der  Transcendenz  der  Gebilde  keine 
tranken  hat,  und  wie  mit  den  höheren  Formen  die  Vielgestaltig- 
Len  und  Uebergangswege  sich  vermehren,  so  wird  man  er* 
iS«D,  von  welcher  Tragweite  die  Ueberbrückung  der  bisherigen 
A  sein  mDsse. 


Fünfzehntes  Oapitel. 

Ausgangspunkte  zu  einer  uenen  Lehre  von 
allgemeinen  Functionäelgenscliaften. 


1.  Was  sich  gegenwärtig  unter  dem  wenig  bezeichnenden 
sieo  allgemeine  Theorie  der  Functionen,  besondei'S  als  Ein- 
jing  zu  Tntctaten  Über  specielle  F"unctionen,  antreffen  Iftsst,  — 

Artikel,  zu  welchem  Caucby  seiner  Gewohnheil  gemäss  eine 
labl  neuer  Benennungen  ohne  gehörigen  Gehalt  beigesteuert 
t,  —  ißt  nicht  nur  im  Ganzen  kümmerlich  ausgefallen,  sondern 
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Wir  wollen  ßaiiz  von  der  atgebiaischen  Function  ahsebcn, 
i  überhaupt  eine  beliebige  Function  zu  Grunde  legen  und  für 
t  beweisen,  flass  sie  jedenfalls  eine  reell  oder  imaginär  aus- 
fcbare  Umkehrung  zulasse.  Diesen  Beweis  werden  wir  ohne 
pnitre  Graphik  füiiren,  womit  sich  dann  auch  überhaupt,  da 
»eitern  Fun ctionseigen schaffen  von  diesem  Grand verhaltniss 
tagen,  die  durchgänßi>:e  Entbehrlichkeit  und  mithin  Unstatt- 
l^keit  der  imaginären  Graphik  von  vornherein  niitfeststellt.  Es 
kdanii  nicht  mehr  blos  die  Gaussische  Metaphysik  zur  Graphik, 
lern  auch  die  rationalisirte  Graphik  selbst,  die  im  Interesse 
gesunden,  d.  h.  homogen  analytischen  Methode  verworfen 
'erden  nmss.  Ja  noch  mehr;  schon  die  modulirte  Form  der  ht- 
nnischen  Imaginären  ist  für  diese  allgemeinen  Fragen  zu  speciell 
_  id  wird  daher  von  uns  aus  dem  Sehlussgange  ferngehalten.  Sie 
t  es  übrigens  auch,  die  zu  den  thörichten  und  abgeschmackten 
aielereien  geomeiiischer  Art  Veranlassung  gegeben  hat;  denn 
ar  Einheitswurzelgauss,  der  die  Cosinus  und  Sinus  ins  Algebraische 
tier8et7:t  hatte,  wusste  trolzdem  nichts  Anderes  vwzunehmen, 
T«  immer  wieder  das  Original,  aus  dem  er  übei-selzt  hatte, 
'^mlicb  die  Form  mit  Kreisfunctionen,  allen  Grössen  ohne  Kritik 
^  Grundform  unterzuschieben.  Einen  ordentlichen  Sinn  und 
'weck  hat  aber  diese  Form  nur  da,  wo  es  sich  um  ein  erleichtertes 
^eeliDen  handelt,  wie  es  mit  einer  Exponentialfunction  möglich 
't.  Es  ist  aber  otfenbare  Thorheit,  ohne  besondern  Grund  alle 
^vOssen  als  Fxponentialfunctionen  behandeln  zu  wollen ;  denn 
ine  allgemeine  analytische  Lo^arithmcnrechnung  will  ebenso 
lotiviit  sein,  wie  die  gemeine  Logarithmen  rech  nung  in  Zahlen. 
'oU^nds  ernieilrigt  sie  den  Abstractionsgrad  allgemeiner  Beweise, 
«lehe  nicht  mit  Einmischung  solcher  zufälligen  Formen,  sondern 
UU-  durch  diejenigen  Begriffe  geführt  sein  wollen,  welche  wesent. 
ch  sind. 

Theils  um  uns  über  den  gewohnten  Stufengang  nicht  hinweg 
tosetzen,  theils  um  die  Eigenthumlichkeit  der  neuen  Methode 
aehr  hei-vortreten  zu  lassen,  beginnen  auch  wir  mit  iler  al- 
■braiscben  Function,  aber  nur  als  mit  etwas  Vorbereitendem, 
l^m  die  Lösung  des  verallgemeinerten  Pmblems  zu  folgen  hat 
Qne  gewisse  Foimänderung  der  Aufgabe  muss  aber  auch  schon 
äer  platzgreifen,  damit  die  Gegenseitigkeit  der  Umkehrungen 
arortrete.  Nicht  die  Form  f  ixt  -  0  ist  die  zweckmässigste, 
I  etwa   eine  Umkehrbarkeit  x  =  (p  ip,  q,r,.  .  .)  darzuthun, 
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'imiierü    -=    5E   ▼«:     esser.    las.   vnra.ur  -?a    .«    iem  .-»-t. 

LTiiicmiiii.    Laünm  ni  ^xirwL   loss  iian   T>n  ^nnmeresn  -an*  ::+ 

nuiu:  -    j:   r    —    '    .ii    ^mniie    ear.    ür   ireiohe  *  =  r  j  ii 

j  =    •   7'    Js   a  -^tHiea.    -«a  Hier  jHmsear    masziürai  ^rt^s- 

^►^cz    oit«    -ine-   iLisf^raiscae    neieäizzuc  rwiscäea  iw;  > 
jiiieriesea  ,ÄaK^**!i    sr.    •••    vann  nan    nernncreisc    m5e?s  x 

-ar;t*r    "••n    ^«aea     '--ränaertioaen   einen    reeilea    mer  :en  »e 

^►Hoaer  «er  Taü::io2rfl  Tirfcaumr  -KitisEr.  Zi  -^^  .üso  j  =  .:* 
■?nie  Teile  »«it»r  nT.um.:2"e-.  "anoiuLie  >«i^  :rranuiiaiAe.  ianz?  ■e 
Ie^rT>t•!xt^e  7  izcn.'-n  ler  "-rrunienü  aea  r  mä  y.  Wiri  um :  = 
leserzi  ma  -ner  ler  *riaea  "-efäniienicäea  -an  jeiiein^a-  ^-r 
'la^ceietrr.  -o  ^ni.  vre  v-r  e?zr  lai-a^esseii  -wi^rtism.  eatr  -i- 
nun.:  -.  i'  =  ■  Eenjü  -jtrnie'atETTiiiLes  jnöiililbiir:  L  i^ 
üerr  nnner  rsena  ^nea  -»?t?^ieL  isn  )«ier  .aemiscst  3ii*3lä 
"^•«-•11  t«r  kcien  "-»riiüiericn«!-  "weicher  ier  ^leichmiir  ^'^' 
Z  »es^*  T'i^kisairae  ?i  kjurr  .enxeswp^s  ^ibsr^ersciniilicä .  nsn  i^ö 
^«iKcnt.  "?ae  ^e  )e-!fTetH?a  ttti.  m  itjsraniiäi  Tj^rnmäa  * 
n  lewsg^ü  Jliltsi  lie  ""  )niiiÄ«?r::ani:  -«nes  W-srrhies  ier  ^at 
" -»rmiierii  n«L  ier  ^aem  ie::!menen  T:^^riIe  ie*  ixuiffi  ^■ 
qir-i—:eiL    r.    L    ifr   ---:i*!:iic-:   rv-r-'üra   i^itien  j:*fnaipsi  i^'iL  ~-~ 

"^M-.-ir*      ji,,;!   T-f^r.    r,^-;^    i:e   jii..'-':i?*':ien    .n»frnc:tiaea  a  ■"--' 

:•:.!.-  -rip:-^'."!  l — Liii.i-:::...'  n  i'-'iaefi  fe.a.  la  -■•*  i^^-^r^  v 
:-^i-nii::^?  v*':Hf  ri:  l!-  :  »^'t^üj^rfa  i3:n«  sii.^raisi  ^rrss^fa  :*ji-ir:-^ 
>".    :-.t*    *^^v-?-:^*l•  l<    --ja   aiü-rxi."^  i-inr^rfü     »ier  ^l*^  »r  i 

--•■-.-•*a   ;_i :   -'imjjl  ruj  L-:ifi:'^a  i'-ii^^j-^i^^j^   ▼fr:«*-!,  m'' 
v*''.ra  i..---.*\   i.V   riH^'-fai^ifa    .>''fr.?T::i.   ::»f  i:.:ä.-    t:^^.    ;j^  '^". 

rxir»  i»*aie: 


2.  Es  ist  bei  UDserm  RaiBonneuient  gteichp;U]l:ig,  welche  der 
Biden  VeränderlicheD  maD  als  unabhäntn;;  gegeben,  also  als 
irfn^ment  und  welche  man  als  Function  betrachte,  da  die  Ver- 
^schung  ihrer  Rollen  die  Form  der  Gleichung  unverändert  lässt 
,ci(I    die  Beziehung  daher  von  der  nämlichen  Art  bleibt.     Wir 

lerden  daher  x  als  unabhängig  und  gegeben  und  y  als  davon 
^bftngig  ansehen.    Es  ist  nun  streng  zu  beweisen,  dass  y  irgend 

nen  intraimaginären  Werth  hat,  wenn  fUr  x  ein  solcher  gegeben 
^t  Unser  Beweis  beruht  auf  einem  Stufengange,  vermöge  dessen 
,'  für  eine  Function  höheren  Grades  sich  darauf  gründet,  dass 

*  für  die  Functionen  niedrigeren  Grades  festgestellt  ist.  Die 
,ufgabe.  den  Werth  der  einer  algebraischen  Gleichung  impliciten 
iinction  zu  bestimmen,  fällt  nämlich  mit  derjenigen  zusammen, 
e  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  zu  änden,  da  diese  als 
ne  implicite  Function  eines  ihrer  Coefficienten  angesehen  werden 
tan.  Wir  werden  voraussetzen  müssen,  dass  unser  SaU  fUr  alle 
leichungen  festgestellt  ist,  die  von  niedrigerem  Grade  sind  als 
Wenige,  für  welche  er  bewiesen  werden  soll.  Da  derselbe  aber 
jr  lineare  Gleichungen  als  bekannt  vorauszusetzen  ist,  so  gilt 
w  Beweis  fUr  die  quadratischen  Gleichungen;  ändet  dar  Satz 
•er  auf  lineare  und  quadratische  Gleichungen  Anwendung,  so 
sst  sich  der  Beweis  auch  auf  die  kubischen  ausdehnen  u.  s.  f. 
9r  angekündigte  Satz  braucht  Überdies  unmittelbar  nur  dann 

ii^esen  zu  werden,  wenn  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  eine 
Uonale  und  ganze  ist.  Denn  bei  einer  gebrochenen  Gleichung 
C8  blos  erforileriich,  die  linke  Seite  auf  einen  gemeinschaft- 
>9D  Nenner  zu  bringen  und  diesen  dann  zu  unterdrucken,  um 
B»-  ganze   Gleichung  zu   erhalten;    eine   irrationale  Gleichung 

«-  ist  mit  allen  Dbrigen  Signirungswerthen  ihrer  linken  Seite 

^3ialtiplictren,  wodurch  die  linke  Seite  nach  ileu  Ausführungen 

vierten  Nummer  des  siebenten  Capitels  rational  wird,  während 

rechte  Seite  unverändert  bleibt,  da  sie  Null  ist.    Es  sei  also 

^  y)   -  0  eine  algebraische,  rationale  und  ganze  Gleichung  und 

X   der  Werth  a-,    gegeben.      Geben  wir  y  willkürlich  den 

^rtl)  y,,  so  wird  die  Function  fix,  y)  den  endlichen  Werth  e, 

»-«n,  so  dass  man  dieGJeichung /■(!,,  1/, )  —t,    ^0  hat.   Hierin 

fc«   man  x  conslanl  sein,  und   behandle  sie  so,  als  wenn  sie 

fe  Gleichung  zwischen  t/  und  £  wäre,  für  die  ein  Werthepaar  y, 

gegeben  ist.    Durch  den  Zusatz  einer  kleinen   Differenz 

lf,  verändert  sich  f{x,y),  wenn  man  die  Kleinen  höherer 


»  r 


I      *  I  ■ 
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ein  setzen.  Zur  BestimmuDg  von  dy  ist  alsdann  die  Auflösung 
ner  Gleichung  von  höchstens  (« —  l)tem  Grade  erforderlich; 
irselbe  Fall  tritt  ein,  wenn  die  ttte  Potenz  von  dy  in  der  Glei- 
,ung  überhaupt  nicht  vorkommt.  Kommt  sie  aber  allein  vor, 
ist  sie  auf  lineare  Weise  daraus  bestimmbar  und  durch  Aus- 
ibung  der  wteu  Wui-ze!  eihillt  man  dann  den  Weith  von  dy. 
X  wir  also  zu  einem  unbeschrilnktkleinen  Werlh  von  <lz  den  ent- 
rechenden Werth  von  dy  auch  dann  finden  können,  wenn  die 
irtielle  Ableitung  erster  Ordnung  von  fix,yi  in  Beziehung  auf 
Null  wird,  Bo  findet  die  obige  Schlussfolgerung  ebenfalls  An- 
mdung.  Man  kann  daher  auch  hier  durch  Hinzufügung  un- 
ftchränktkleiuer  Increniente  von  einem  gegebenen  Werthepaar 
D  s  und  y  zu  jedem  andern  Werthepaar  übergehen.  Diese  In- 
»nente  kann  man  überdies  positiv,  negativ,  rein  oder  gemischt 
Bginär  nehmen,  so  dass  es  hienach  mögliuh  ist.  zu  jedem  intra- 
i^nären  Werth  von  e  einen  intraimaginären  Werth  von  >/  zu 
ion,  welcher  der  Gleichung  f  {x,  j/)  =  0  genügt.  Für  unseni 
"eck  ist  es  jedoch  hinreichend,  dass  dem  Nutlwerth  von  s  ein 
■rth  von//  entspreche,  welcher  derGleicIiung  f(x,  y)  —  .^  =  0,  also 
Eh  der  Gleichung  /'  (x,  y)  ^0  genügt.  Hat  man  also  in  diese  Glei- 
tng  einen  beliebigen  intraimaginären  Werth  von  x  eingesetzt,  so 
Un  man  den  zugehöiigen  intraimagin'aren  Werth  von  y  auf  die 
rher  angegebene  Weise  berechnen.  Hiemit  ist  der  angekündigte 
tz  bewiesen.  Dei-selbelässt  sich  auch  auf  eine  Gleichung  zwischen 
Bhr  als  zwei  Veränderlichen  ausdehnen.  Sieht  man  nämlich  eine 
irselben  als  Function  der  übrigen  an  und  lässt  von  letzteren 
:h  zuei-st  eine  vei-ändern,  während  die  andere  constant  bleibt, 
un  eine  andere  u.  s.  f.,  so  erhält  man  durch  dasselbe  Ver- 
iren  wie  oben  zu  jeder  Werthecombination  der  als  Argumente 
Sesehenen  Veränderlichen  einen  Werlh  der  Function. 

Aus  dem  nun  festgestellten  Satz,  dass  jede  in  einer  alccbra- 
ben  Gleichung  enthaltene  Grosse  dieser  Gleichung  durch  irgend 
so  intraimaginären  Werth  oder,  in  abgekürzter  Ausdrucksweise, 
Txh  einen  Intrawerth  genügen  muas,  wenn  die  Werthe  aller  andern 
"nn  enthaltene  Grössen  bestimmt  und  gegeben  sind  oder,  mit 
iflem  Worten,  dass  jede  algebraische  Gleichung  irgend  eine  (intra- 
■^närei  Wurzel  haben  muss,  folgt  zunächst,  dass  jede  Function, 
*  dadurch  bestinmit  ist.  dass  für  ihr  Argument  eine  conver- 
■ite,  nach  den  Potenzen  der  Function  fortschreitende  Fteihe  ge- 
•wn  ist.  für  jeden  Intrawerth  ihres  Argument*   irgend  einen 
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Werth  von  ebenfalls  intraimaginärem  Charakter  hat  Ist  k 
Reihe  nämlich  endlich,  so  ist  die  fragliche  Function  ixoAA 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  gegeben  und  besititaii 
nach  den  obigen  AosfQhrangen  die  genannte  Eigenschaft  K 
Anzahl  der  Glieder  kann  hiebei  so  gross  sein,  wie  sie  w9L  t 
der  oben  bewiesene  Satz  auf  jede  Gleichung  von  noch  so  hda 
Grade  Anwendung  findet.  Haben  wir  jedoch  den  Fall  einer» 
endlichen  Reihe,  so  wird  durch  Summiiiing  einer  endhchei,  de 
unbeschränkt  gross  nehmbaren  Zahl  von  Gliedern  das  Argimal 
mit  unbeschränkter  Annäherung  als  eine  algebraische  Fmielii 
seiner  Function  dargestellt;  deshalb  mass  sich  auch  dersi 
hiebei  ergebende,  stets  intraimaginär  bleibende  AnnfthemngsnRk 
für  die  Function  dem  wahren  Werth  unbeschränkt  annähern  « 
dieser  ist  deshalb  nothwendig  ebenfalls  intraimaginär,  wtf  k 
wiesen  werden  sollte« 

3.  Jeder  Function,  von  der  wir  uns  eine  Vorstellung  Dttta 
können,  liegt  eine  Operation  oder  ein  System  von  OperstMS 
zu  Grunde,  vermöge  deren  aus  einer  oder  mehreren  Elemotr 
grossen  eine  andere  Grösse  abgeleitet  wird,  die  zu  jenen  d« 
im  Verhältniss  der  Function  zum  Argument  steht  AIleiBil!^ 
tischen  Operationen  aber  sind  zunächst  Additionen;  duiAlt 
sammensetzung  entstehen  daraus  Multiplication,  Pot^unff 
Bildung  von  algebraischen,  rationalen  und  ganzen  FuoetioBfli' 
verbindet  man  hiemit  diejenige  Operation,  welche  in  derf» 
kehiiing  einer  gegebenen  Operation  besteht,  so  erhält  ffltf  ^ 
Operationen  der  Division ,  Wurzelausziehung  und  der  Ws» 
algebraischer  Gleichungen.  Durch  alle  diese  Operationen  ö* 
aber,  wie  nachgewiesen,  keine  andern  Unmöglichkeiten  «n  T*' 

als  diejenigen,  die  in  V  —  1  liegen.  Zu  den  genannten  i^\ 
nun  eine  transcendente  Operation  hinzu,  die  in  der  AofiocMj 
von  Grenzwerthen  besteht,  wie  sie  z.  B.  bei  der  Summatiffli* 
endlicher  Reihen,  der  Berechnung  unendlicher  Kettenbrüdic,  W* 
Differentiation  und  Integration  statthat.  Diese  OperirweisaMi* 
aber  offenbar  nie  zu  andern  Unmöglichkeiten  führen,  als  es  *• 
jenigen  Operationen  thun,  in  deren  beständiger  Fortsetnag' 
bestehen.  Ultraimaginäre  Grössen  könnten  also,  wenn  überksjl 
nur  noch  aus  der  Umkehrung  complicirterer  Operationeo  ok 
aus  der  Auflösung  von  Differentialgleichungen  hervorgeheHi  •^ 
in  letzterem  Falle  es  sich  um  eine  unbekannte  FuncüonsbeaM 
handelt,  die  gewissen  Bedingungen  genügen  soll,  während  ifi  ^ 


C 
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lern  Fällen  <tie  Unbekannte  die  blos  numensch  zu  bestimmende 
rzel  einer  Grössengleichung  ist- 

Es  ist  hienach  nötbip,  behufs  weiterer  Untersuchunp  die 
ictionen  in  zwei  Classen  zu  theilen,  nämlich  ei-stens  solche, 

Wurzeln  von  Gröseengleichungen,  und  zweitens  solche,  die 
wein  von  Functionsgleiehungen  sind.  Unter  einer  Functions- 
ichung  verstehen  wir  eine  Gleichung,  welche  die  Beziehung 
Bchen  dem  Werthe  der  Function  und  dem  Werthe  ihres  Ärpu- 
itB  nicht  direct  ausdrückt,  sondern  durch  gewisse  allgemeine 
enschaften  definirt.  Es  sei  z.  B.  .7  =  JE  (x)  eine  unbekannte 
iction  und  sie  werde  durch  die  Bedingung,  dass  fUr  alle 
rthe  von  x  und  x'  E  (x  +  x')  =  if.y'  sein  soll,  nSher  bestimmt 
K  Bestimmungs weise  nennen  wir  dann  eine  Functionsgleichung, 
I  durch  dieselbe  nicht  zu  einem  bestimmten  Werth  von  x  ein 
timmter  Werth  von  y  gefunden  werden  kann,  sondei-n  weil 
a  aus  ihr  zuerst  die  allgemeine  Beziehung  zwischen  jedem 
rth  von  x  und  dem  entsprechenden  von  y  zu  entwickeln  hat; 
le  Beziehung  ist  bekanntlich  y  =  a'.  Es  ist  also  die  Form 
'  Function  oder  das  Wesen  der  allgemeinen  Beziehung  zwischen 
'  Function  und  ihrem  Argument,  welches  die  Auflösung  der 
BCtioRsgleichung  liefert.    Diese   Form  der  Function  ist  durch 

Functionsgleichung  aber  noch  nicht  gegeben,  sondern  mus3 
t  derselben  erst  gefunden  werden.  Unter  einer  Grössenplei- 
log  verstehen  wir  dagegen  jede  Gleichung,  in  der  zu  einem 
iebigen  Werth  einer  darin  enthaltenen  Grösse  ein  bestimmter 
andern  Grösse  gehört  und  durch  welche  deshalb  die  He- 
utig zwischen  den  beiden  Grössen  schon  bestimmt  ist,  während 
>ei  der  Functionsgleichung  erst  gefunden  werden  muss.  Der 
Bnneinste  Typus  einer  Grössengleichung  ist  die  Gleichung 
y)  =0,  wobei  die  Function  /' nur  gegebene  Operationen  und 
SGcienten  einschliessen  darf.  Die  Aufgabe,  eine  solche  Glei- 
hg  aufzulösen,  fallt  mit  derjenigen  zusammen,  die  l'mkehrung 
pr  gegebenen  Function,  d.  h.  die  Umkehrung  der  Operation 

E  Systems  von  Operationen  zu  suchen,  durch  welche  die 
y  =  ff{x)  aus  ihrem  Argument  x  entsteht    Bezeichnen 
lieh  mit  ij' eine  Function  von  solcher  Beschaffenheit  dass, 
■1  man  y  ^  (f  ix)  hat.  x   =■  *{•  (yi  ist,  so  ist  die  Function  9» 
tti  die  UnikcUruiig  der  Function  t.'',  wie  diese  die  Umkehrung 
ist.  und   ic'itr  der  durch  diese  Zeichen  angedeuteten  Ope- 
implcxo  macht  den  andern  rückgängig. 

'!■(,  llnmdBiilti'l  int  Anilfili  25 


Eine  FuDction  ist  nnkefirbar,  weno  sichnjedaiH 
Werthe.  den  die  Function  habeo  soll,  ein  ZBgnböngtcli 
Aruuments  ableiten  lässt.  Letzteres  ist  .aber,  wirwi*! 
nicht  imnißT  mo^Hch,  z.  B.  wenn  man  eine  Zeh]  fiotari. 
Quadrat  negativ,  oder  einen  Winkel,  desäen  Sin«  e 
»ein  9o\\.  HiedQiTh  entetebt  das  ImaginAre,  und  «sbIImiI 
Verständlichkeit  oder  Trivialität,  sondern  eine  raslaW 
hArhfit  merkwürdige  Thatsacbe,  dass  jede  Inmöpücitoti 
OMR  bei  der  Tlrakehning  von  RecbnungsoperMioooi  ( 
auf  die  rnmöplichkeit  von  V—  znnickfllhren  lässt  Uir 
jartoch  hier  eine  Operation  unikeIiH>ar  nennen,  die  asiem 
iMkfnnftren  Werth  des  Arguments  fobrt,  so  daas  wir« 
«•  Nirijtamkehrbarkeit  zu  reden  batten.  wenn  andi  jm'i 
Mikrang  nicht  möglich  würe  und  sich  iiltrnimaginSr»  Gm 
!«bm.  Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  Aiifl*a 
O»««W«0«chong  f  It.  y)  =  '^  einerlei  ist  mit  der  L'mld« 
t>f«WÖ(»eB.  die  das  Funetionszeichen  f  andeutet,  öl 
nftlilidi  X  einwi  bestimmten  Werth  und  setzt  fix.  yl  =fl 
«»  M  9  -^  •'■  (r>.  und  indem  man  ^  =  O  set^t,  erhfilt  mu  f 
I  der  Gleichung  /"  |i,  y»  =  O  und  dem  betre 
I  WcTlh  von  X  entsprechenden  Werth  von  y. 
]ta4«Fun«ioBspleichanpen  gehören  zunarhrtdieD 

aherdies  muss  sich  jede  durch  eine  Fontf 

E  d^airte  Function,  wenn  nicht  auf  eine  einfarfie  I 

m  dock  auf  eine  Pifferonlialgleichang  nrt 

^  4»  ftin  dMÜtkan  Function  durch    die  Gesetze  3 

TCHkuBnea  bestininit  ist   uod    diese  du«* 

4tr  Function  tu   ihren    Ableitungen   völlig  e 

«E««».    Jetle  einer  PJfferentialgleiclmng  implidl 

l  kWM  HM  aker  nach  der  Taylorschen   Reihe  entwid 

^)mM  «m«  iktt  Mck»t«  darin  vorkommende  IiitTereDtitl  A 

teilen  aMetten  kann,  so  dass  die  Behurf 

>  FWRftiDMfMckuf!  impliciten  Function    auf  die  k 

xm  \it*iMW^\tithumfm  and  die  Behandlung   durch  fUl 

fUttr^H-  l^mctiwMa  tw«rkfuhri>ar  ist       Sobald    man  all 

^  ^«,I«<M«  k«.  J«B  i«*e  durch  die  Taylorsche  Reihe  n 

iJllHW  »***«'  t'oeflifwoteo  definirle  oder    einer    Grösseoj 

imiHvif»  VAiÄrtK^n  oiewals  ultraimaginär  werden  kAnne, 

ii4lt,  *»s»  »Ite  analj-tödieB  Opentlionen  ond  GM 

I  tnlratmatnaftr  ao«flArt»r.  I>«<iehnassweise  anlHet 


*ie  Auflösbarkeit  aller  GrössenjilMc^huQgen  ist  hienacli  festgestellt, 
pbalr)  man  &ie  unter  der  Voraussetzung  erwiesen  hat,  liass  die 
I  der  Gleichung  selbst  enthaltenen  Operationen  intrstmaginär 
lufabrbar  sind.  Denn  wären  sie  es  nicht,  so  inussten  sie  nach 
Bsers  Darlegungen  wiedemm  durch  eine  Grüssengleichung  ge- 
Kinzeichnet  werden  können;  enthielte  diese  dann  selber  unaus- 
llirbare  Operationen,  so  mfisste  dies  so  weiter  fortgehen,  bis  man 
ehiiestlifh  auf  einfache  Operationen  käme,  welche  intraimaginAr 
iWifilhrhar  sind '.das  Fortgehen  ins  l'nenilliclie  wSre  absurd  und  folg- 
icb  auch  die  Voraussetzung  der  intniimaginären  UnausfUhrbarkeit. 
^  Jede  Function,  mag  sie  nun  intraimaginär  sein  Ofler  als 
nraimaginilr  tingirt  «erden,  nmss  sich  nach  der  Taylorschen 
feUie  i^ntwickeln  lassen.  Der  allgemeinste  Begriff  der  Function 
^  der  einer  Grösse,  die  zu  einer  andern  Grösse  in  einer  be- 
äniniten  Beziehung  steht,  mag  diese  Beziehung  nun  möglich  sein 
der  eine  rnraöglichkeit  zum  Ausdrucl<  bringen.  Mxn  hat  nicht 
I^lhig,  vorauszusetzen,  dass  diese  Beziehung  auf  analytischen 
'penitionen  beruhe.  Wir  werden  jedoch  zeigen,  dass  die  ^uan- 
ijtative  Beziehung  zwischen  Function  und  Argument  stets  auch 
Mlytibi'h.  nämlich  wenigstens  durch  die  Taylorsche  Reihe,  aus- 
•drückt  werden  könne.  Bei  jeder  Function  giebt  es  stets  eine 
Setige  Reihe  von  Werthen  des  Arguments,  der  eine  stetige  Reihe 
po  Werthen  der  Function  entspricht,  die  nach  demselben  Gesetz 
tB  ihr  entstehen.  Denn  wäre  die  Function  auch  noch  so  oft 
IRteüg,  so  muss  es  doch  immer  eine,  wenn  auch  noch  so  kleine 
n^cke  von  Argument  werthen  geben,  innerhalb  deren  sie  stetig 
(Äbt;  denn  wenn  auch  dies  nicht  der  Fall  wäre,  müsste  sie  auf 
^Br  Strecke  unendlich  viele  SprUnge  machen,  was  nach  dem 
i^Htz  i\er  bestimmten  Anzahl  absurd  ist.    Innerhalb  des  durch 

)  stetige  Argumentwerthreihe  gegebenen  Gebiets  muss  dann 
Function  endliche  Werthe  haben,  t'ilr  welche  ihre  DilTerential- 

Cient«n  endlich  sind,  weil  im  andern  Fall  eine  unendliche 
wnderer,  nämlich  unendlichgrosser  Werthe  der  Ableitungen 

ipden  wäre,  was  gleichfalls  dem  Gesetz  der  bestimmten  An- 

jniderspricbt;  auch  könnle  ein  DitTerentialquotient  nicht  far 

i  Strecke  stetig  unendlich  bleiben,  wie  wir  weiter  unten 

i. werden.    Hat  also  die  Function  für  einen  endlichen  inlra- 

tBären  W'erUi  ihres  Arguments  endliche  intra-  oder  ultra- 
lire  Werthe  der  Ableitungen,  so  liisst  sie  sicli  nach  der 
rschen  Reihe  entwickeln,  also  analytisch  ausdrttcken.   Wenn 
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überdies  die  Function  für  die  betreffende  Werthereihe  intnimi^ 
ist,  so  mQssen  es  auch  ihre  Ableitungen,  also  auch  die  C«fr 
cienten  der  Reihe  sein. 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  jede  noch  80  complieirte  andytHik 
Operation  nicht  zu  ultraimagin&ren  Werthen  führen  köoitii 
es  nöthig  zu  beweisen :  ei-stens  dass  die  Umkehrang  jed&  ii» 
imaginären  Function  nach  der  Taylorschen  Reihe  mit  intni» 
ginären  Coefficienten  entwickelbar  ist,  wenn  letzteres  tadki 
der  directen  Function  der  Fall  ist;  zweitens  dass  dieUmkeknf] 
jeder  durch  eine  differentielle  oder  eine  sonstige  Gleicbofk' 
stimmten  Function  Wurzel  einer  andern  Gleichung  von  Dickt fi^ 
wickelterer  Natur  ist,  die  aus  jener  stets  abgeleitet  werdeBtan; 
drittens  dass  jede  im  Allgemeinen  nach  der  Taylorschen  Bck 
mit  intraimaginären  Coefficienten  entwickelbare  Function  miBdesMJ 
einen  intraimaginären  Werth  fQr  jeden  beliebigen  intraimagiiin 
Werth  des  Arguments  hat.  Es  ist  hiebei  zu  berQcksichtigi^  m 
alle  analytischen  Grössen  entweder  Elementargrössen  oiNi  m 
solche  reell  sind  oder  aus  den  Elementargrössen  durch  die  «hi 
genannten  mathematischen  Operationen  entsteh^L  InuigiriB 
Grössen  können  nicht  entstehen,  solange  die  OperatioD  derO» 
kehrung  ausgeschlossen  ist.  Wir  werden  nun  zunächst  dartet 
wie  auch  die  Umkehrung  jeder  durch  eine  Differentialgleidtf' 
oder  eine  Reihe  definirten  Function  wieder  durch  eine  DifferwÄ 
gleichung  bestimmbar  beziehungsweise  in  eine  Reihe  entwickdff 
ist.    Es  sei  y  =  (f  {x)  und  .r  =  i//  (y),  so  ist  die  Function  t  * 

dx  I 

Umkehrung  der  Function  (f.  Ferner  ist  xp*  (y)  = 


dy     (f\i^ 


xl*"  (y)  ist  gleich 


(ly 


(f"  (x)        ^       ^ 

i'fFrxfW '   Äinalog  findet  maii » 


die  wte  Ableitung  von  ip  einem  Bruche  gleich  ist,  in  dessaiSüf 
sich  ein  aus  der  zweiten  bis  nten  Ableitung  von  (f  (x)  tx» 
mengesetzter  Ausdruck  befindet  und  dessen  Nenner  die  (2fi— 1)^ 
Potenz  von  (f'  (x)  ist.  Da  man  also  die  Ableitungen  einer  F0^ 
tion  durch  diejenigen  ihrer  Umkehrung  ausdrücken  kann,  so  ktfi 
man  die  Differentialgleichung,  durch  welche  eine  Function  drfÄ 
ist,  in  die  ihrer  Umkehrung  vei-wandeln,  und  ebenso  kann  wß 
wenn  die  Taylorsche  Reihe  fQr  eine  Function  gegeben  ist,  ausderti 
Coefficienten  diejenigen  für  die  Umkehrungsreihe  ableiten,  ohne dtf 
hiebei  irgend  welche  neue  Unmöglichkeiten  eingeföhit  würift 


4.  Ehe  wir  nun  zeigen,  dass  jede  nach  der  Taylorscheii  Reihe 
"rotwii-kelbare   Function  auch   dann  bestimmbar  ist,    wenn  jene 

leihe  diverpirend  ist.  sind  noch  einige  Betrachtungen  über  die 
«latur  aller  denkbaren  Functionen  anzustellen.  Die  Functiimen, 
[reiche  in  der  Natur  vorkommen,  nebst  denjenigen,  welche  die 
«4athematik   erfunden   hat,   theilen   sich   in  zwei  Classen;  solche. 

^ei  denen  der  Werth  der  abhängigen  Grösse  aus  jedem  Werth 
]  fes  Ar^ments   nach    demselben    mathematischen    Gesetze   ent- 

■leht,  und  solche,  bei  denen  dasselbe  Entstehun^sgesetz  nur  inner- 
i^ialb  gewisser  Grenzen  der  Werthe  des  Arguments  gilt,  ausser- 
gialb  deren  wieder  andere  Funclionsbeziehungen  statthaben.  Die 
JlifCenschaften  der  Functionen  der  zweiten  Art,  die  wii^  wechselnde 

•der  variirende  nennen  werden,  können  erst  gefunden  werden, 
:^enn  man  ihre  Zusammensetzung  aus  denen  der  erstem  Art 
jider  den  gleichbleibenden  oder  permanenten  Functionen,  wie 
fäeee  von  uns  genannt  werden  sollen,  sowie  die  Eigenschaften 
Jieser  letzteren  kennt.  Wir  gehen  deshalb  zunächst  an  die  Unter- 
'Hebung  der  gleichbleibenden  Functionen  und  zeigen  zuerst,  dnss 
Ije  Verbindung  zweier  gleichbleibender  Functtoneoperationen 
vieder  eine  gleichbleibende  Function  liefert,  so  dass,  wenn  s  -  f{y) 
iMd  y  '^  <i  ix)  gleichbleibende  Functionen  sind,  auch  t  =  fqi  (x) 
Ine  solche  ist.  Eine  zusammengesetzte  Operation  kann  sich 
Binlich  offenbar  nicht  verftndern,  wenn  die  Bestandtheile  und 
je  Art  ihrer  Verbindung  sich  gleichbleiben.  Hienacb  ist  auch 
iejenige  Function  eine  gleichbleibende,  welche  aus  einer  andern 
julurch  entsteht,  dass  man  den  reciproken  Werth  dieser  nimmt; 

der  in  Buchstaben,  wenn  man    ,         ^  ff  U')  setzt,  so  ist  <f'\x) 

bie  gleichbleibende  Function,  wenn  es  f  {x)  ist,  und  umgekehrt, 
|A  das  Nehmen  des  reciproken  Werths  eine  sich  gleichbleibende 
Operation  ist.  Aus  diesem  Grunde  folgt  eine  Thatsaehe,  von  der 
rfr  weiter  unten  eine  sehr  wichtige  Anweuduug  machen  werden; 
•  kann  nämlich  der  Werth  einer  gleichbleibenden  Function  nie- 
aala  für  eine  ü;tetige  Reihe  von  Weithen  des  Arguments  un- 
ndlicb  werdeo;  denn  dann  niüsste  der  Werth  der  reciproken 
Pttnetion  für  die  belreft'ende  stetige  Argumentwerlhreihe  Null, 
iliio  constunt  sein;  es  widei'Spricht  aber  dem  Begiitf  der  gleicli- 
»leibenden  Function,  fUr  gewisse  Werthefolgen  ihres  Arguments 
OOBtant  und  für  andere  veranderlicb  zu  sein.  Wäre  sie  aber 
Br  alle  Werthe  des  Argumeats  constant,  so  wäre  sie  eben  keine 
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Function.    Da  ttberdies  dem  Begriffe  der  gleichbleibe»*«  F» 
tioD  g:«näss  jeAe  ihrer  Ableitoogen  entweder  eonstt"'  ■''■'-■"l 
fiills  eine  gleichbleibende  Fimctton  sein  muss  und 
der  Richtung  abbÄnpen  kann,  nach  welcher  man  - 
ment  verändern  lässt,  so  k&nn  auch  keine  AbIdtull^' einr^i 
bleibenden  Function  jemals  für  eine  steüfie  Reibe  wo  An« 
werthen  unendlich  sein. 

Sind  bei  «ner  gleichbleibenden  Funrtiun  y  =("(xtte' 
Werth   ihi-es   Arguments   ein   nicht   unendlich  grosser  Wwl* 
Function,  sowie  ebenfalls  nicht  UDendlieh  grosse  Werthefci 
ihre  Ableitungen  gegeben,  so  kann  man  sie  nach  der 
Reihe  entwickeln,  da  die  Coeffidenten    der    Taylore 
durch  die  Ableitungen  der  Function  gegeben  sind.   EineFi 
aber,  die  nicht  für  alle  andern  als  blos  vereinzelten  Wi 
in  dem  obigen  Sinne  ultraimaginäre  Operation   würe. 
irgend  eine  stetige  Reibe  von  Werthen  ihres  Argomenti 
Werthe  haben,  da  lauter  unendhche  Werthe,  wie  ^-oriier 
keine   stetige    Reihe    bilden   können   und    lanter   nltraii 
Werthe  durch  die  gemachte  Voraussetzung  auegescW) 
Entsprechen  aber  einer  stetigen  Reihe   %-on  Werthen  d^ 
ments  endliche  Werthe  der  Function,  so  kann  auch  das 
ziren  keine  unmögliche  Operation  sein  und  die  AhlHl 
Function  haben  reelle  oder  imaginäre  Werthe.     Sie  kj 
wir  gezeigt  haben,  auch  nur  fttr  vereinzelte  Werthe  das  Ai 
unendlich  sein,  und  es  giebt  deshalb  immer  Werthe  des  Aj 
für  welche  die  Function  und  alle  ihre  Ableitungen  im 
Werthe    haben.      Hiennch    lAsst    sich    also   jede    glaj* 
Function,    die   nicht   blos   für  vereinzelte  Werthe 
intraimaginiSr  ist,  nach  der  Taylorschen  Reihe  mit  ii 
Coeffidenten  entwickeln,  und  wir  werden  jetzt 
Taylorsche  Reihe  fiir  jeden  intraimaginäi-en  Werth 
wenigstens  einen  intraimaginären  Werth  der  Fun« 
die  Reihe  convergent,  so  ist  dies  ohne  Weiteres 
sie  aber  nicht  convergent,  so  ist  das  schon  iiu  zw&tfti 
gebrauchte   Verfahren    anzuwenden,   den    Weg    von    di 
Werth  X  des  Arguments,  für  den  die    Werthe   der   Fi 
und   aller  ihrer  Ableitungen  gegeben  sind,  zu  demjenl) 
mentwerlh  x;  für  den  man  den   Werth  y'  der   Fand 
in  hinreichend  kleine  Strecken  einzutheilen,  deren  Gnauenl 
X, ,  *,,  jTj, .  . . ,  «„  bezeichnen  werden,  so  dass 


Wählt  man  nun  lÜe  Differenz  x^  —  r,  so  klein,  dass 
Lileilie  für  /'  tx^  +  h)  oonvergent  ist.  wenn  h  den  Betrag 
■  Differenz  nitht  überechreitet,  so  hat  man  für  alle  intraima- 
b-en  Werthe  von  x,  die  zwischen  3:,  und  x^  liegen,  die  intra* 
pinären  Werthe  der  Function  durch  die  Reihe  gegeben.  Hierauf 
Hckelt  man  fix,  +  h)  nach  der  Taylorschen  Reihe  und  setzt 
die  Differenz  x^  —  jr,  so  klein  an,  dass  die  Reihe  für  alle 
the  von  k,  die  jene  Differenz  nicht  tiberschreiten,  convergent 
i  Zu  diesem  Zweck  muss  man  die  Ableitungen  der  Function 
Ben  Werth  x,  des  Arguments  kennen.  Diese  entwickelt  man 
Infalls  nach  der  Taylorschen  Reihe,  wobei  man  freilich,  da  die 
*Convergenzbreit4n  der  Reiheu  für  die  Ableitungen  in  der  Regel 
kleiner  sind,  als  hei  der  Stammfunction  selbst,  die  Wege,  die  x 
'beBcIireibt,  in  noch  kleinere  Strecken  wird  theilen  und  dasselbe 
''Verfahren  anwenden  müssen,  das  wir  jetzt  für  die  Stammfunc- 
'tion  selbst  gebrauchen.  Hiedurch  führt  unser  Verfahren  freilich 
ins  Unendliche,  aber  mit  unbeschränkter  Approximation  zum  Ziele. 
Da  es  sich  übrigens  hauptsächlich  nur  daiiini  handelt,  die  intra- 
fmaginäie  Beschaffenheit  der  Functionswerthe,  aber  nicht  ihre 
OrOsse  zu  zeigen,  so  genügt  es,  dasa  alle  Ableitungen  von  x^ 
Oothwendig  intrainiaginär  sein  müssen,  da  es  die  Function  für 
die  stetige  Reihe  von  Werthen,  die  zwischen  i,  und  x^  liegen, 
Ist.  Man  erhält  alsdann  durch  die  Reihe  auch  für  alle  intra- 
imaginilren  Werthe  des  Arguments,  die  zwischen  ^c^  und  x^^  liegen, 
tntvaimaginäre  Weithe  iler  Function.  So  fortfahrend  gelangt  man 
Bit  dem  Resultate,  dass  auch  dem  Werth  x„  des  Arguments  ein 
[ntraimaginärer  Werth  der  Function  entspricht.  Dieses  Verfahren 
iat  aber  nicht  fortsetzbar,  wenn  die  Convergenzbreite  der  Reihe 
fttr  einen  Werth  des  Ai-guments  Null  wird.  Der  betreffende  Werth 
ist  dann  zwar,  wenigstens  durch  unbeschränkte  Annäherung,  er- 
TVichbar,  über  nicht  überschreitbar.  Dieser  Fall  kann  jedoch 
BOT  eintreten,  wenn  die  Function  oder  eine  ihrer  Aldeitungen  für 
.diesen  Werth  unendlich  gross  wird  Nun  giebt  es  aber,  wie  im 
vSWölften  Capitel  gezeigt  wurde,  da  das  Argument  das  ganze 
Gebiet  aller  intraimaginären  Werthe  reprasentirt,  unendlich  viele 
Wege,  um  von  einem  Werthe  des  Argument«  zum  andern  zu  ge- 
.ho^en.  und  unter  diesen  sind  diejenigen,  die  durch  Werthe  führen, 
,wo  die  Function  oder  ihre  Ableitungen  unendlich  werden,  nur 
vereinzelte.  Nähme  man  im  Gegentheil  an.  der  Weg  von  x  zu  x' 
mOaste  nothwendig  durch  eine  gewisse  Anzahl  solcher  kritischer 
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Werthe  fahren,  so  theile  man  den  W^  in  ebensoTiele  Stn 
ein,  von  denen  jede  durch  einen  kiitischen  Werth  fbhrt  Di 
kritischen  Werth  kann  man  aber  amgehen,  indem  man  skk 
erst  unbeschränkt  nähert,  dann  durch  Werthe»  die  ihm  \ 
schränkt  naheliegen,  um  ihn  gewissermaassen  benimgdit 
nachher  den  Weg  in  derselben  Weise  fortsetzt.  Hiebei  kami 
auf  keinen  kritischen  Werth  stossen ;  denn  wäre  das  Gobie 
intraimaginären  Grössen^  die  dem  kritischen  Werth  naheU 
auch  noch  so  dicht  von  kritischen  Werthen  erfUlt,  so  b 
dieselben  doch  dadurch  vermieden  werden,  dass  man  unbesd 
nahe  um  einen  von  ihnen  herumgeht.  Nur  wenn  die  kriti 
Werthe  stetig  aufeinander  folgten,  welche  Thatsacbe  sidi 
wie  oben  gezeigt,  mit  dem  Begriff  der  gleichbleibenden  Fai 
nicht  vertragen  wQrde,  wäre  jenes  nicht  möglich.  Da  dis . 
ment  also  auf  seinem  Wege  jeden  seiner  kritischen  WerÜM 
gehen  kann,  so  ist  der  Durchgang  durch  solche  nicht  nothw< 
und  die  Convergenzbreite  der  Taylorschen  Reihe  wird  nie 
Das  obige  Verfahren  muss  also  immer  zum  Ziele  fahren.  Hi 
folgt  dann  der  allgemeine  Satz :  Jede  Function,  die  sich  dm 
Taylorschen  Reihe  entwickeln  lässt,  hat  zu  jedem  intraima^ 
Weilh  des  Arguments  einen  intraimaginären  Werth  der  Fun 
Nun  muss,  wie  oben  erwähnt,  jede  gleichbleibende  Fudcüob 
der  wir  wissen,  dass  sie  nicht  blos  für  vereinzelte  Werth 
Arguments  intraimaginäre  Werthe  hat,  nach  der  Taylor 
Reihe  mit  intraimaginären  CoefGcienten  entwickelbar  sein. 
folglich  ist  jede  Functionsoperation  entweder  nur  für  vereii 
oder  aber  für  alle  Werthe  des  Arguments  intraimagiuär  möi 
die  Operationen  aber,  die  auf  Addition,  Umkehmng  und  G 
aufsuchung  beruhen  und  sich  aus  diesen  zusammensetzeiii 
wie  nachgewiesen,  immer  intraimaginär  möglich,  und  es  bl 
nur  noch  diejenigen  zu  untei*suchen,  bei  denen  Function 
Argument  in  einem  analytisch  nicht  definirten  Zusammenl 
stehen.  Gäbe  es  eine  nicht  auf  analytische  Operationen  zo 
führbare  Beziehung  zwischen  Grössen,  so  durfte  hieba 
Obigem  der  Werth  der  Function  für  gar  keinen  oder  ni 
vereinzelte  Werthe  des  Arguments  intraimaginär,  müsste 
aber  wirklich  ultraimaginär  sein.  Wo  aber  nur  vereinzelte  ^ 
von  Grössen  in  Functionsbeziehung  ständen,  da  wäre  eben 
allgemeine  Operation  vorhanden,  wodurch  sich  die  eine  ( 
aus  der  andern  ableitet,  und  die  fingirten  ultraimaginären  Gi 


deshalb  andetinirbar  sein.  Da  ferner  eine  wechselnde 
ihFonction  keine  antfein  Ergebnisse  liefern  kann,  alg  die  gleich- 
.tbleibenden,  die  Bich  in  ihr  folgen,  so  führt  Oberhaupt  keine 
isFonetionsopei-ation,  von  welcher  Beschaffenheit  sie  auch  sein  möge, 
mMii  uUraiinaginäre  Grössen.  Hiemit  ist  streng  erwiesen,  dass 
rimch  durch  nichtanalytische  Functionen  nichts  UitraimaginJireB 
itODlstehen  kann,  weil  eine  Beziehung,  die  solche  GrÖBsen  hervor- 
B  bringen  möchte,  absolut  undefinirbar  und  folglich  gar  nicht  denk- 
^bar  sein  wUrde,  und  zugleich  ist  dargethan,  dass  alle  Functions- 
^'besiehuDgen  auaiytisch  ausdiUckbar  sind,  da  sich  jede,  wie  oben 
f  zweigt,  nach  der  Tayjoi-schen  Ueihe  entwickeln  lassen  muss. 
i^  5,  Nachdem  erwiesen  ist,  dass  jede  Function  umkehrbar  ist, 
^^yist  der  Satz,  dass  jede  algebraische  Gleichung  wenigstens  eine 
„^Wurzel  hat,  nur  ein  specietler  Fall  davou.  Ist  (f  (i)  ^  0  und  t/i 
^io  Umkehrung  von  <f,  so  wird  2  durch  die  Gleichung  z  —  1/'  (0) 
^Aestimmt.  Die  Function  !/■  als  Umkehrung  der  Function  q>  muss 
ijftlr  jeden  Werth,  also  auch  fftr  den  Nullwerth  ihres  Arguments, 
Ainen  intraimaginitren  Weith  haben.  Folglich  hat  jede  algebraische 
JQJeichung  irgend  eine  reelle,  rein  oder  gemischt  imaginfire  Wurzel, 
und  ifit  dies  ei'st  festgestellt,  so  kann  man  auch  sogleich  zeigen, 
jase  die  linke  Seite  einer  Gleichung  in  soviele  lineare  Factoren 
serfftllt,  als  der  Exponent  der  höchsten  Potenz  der  Unbekannten, 

^bO  der  Grad  der  Gleichung,  Einheiten  enthält.     Daraus  ergiebt 

lieh  dann,  dat^s  jede  Gleichung  Mten  Grades  n  Wurzeln  hat,  von 
'^euen  einige  oder  alle  einander  gleich  sein  können.  Der  Beweis 
'Ueses  Satzes  gehört  in  die  Elementaralgebra;  er  ist  auch  unab- 

UUigig  von  der  Thatsache,  dass  jede  Gleichung  irgend  eine  intra- 
'^Bka^näre  Wurzel  haben  müsse ;  denn,  wenn  auch  letztere  Voraus- 
'^letzung  nöthig  ist,  um  zu  zeigen,  dass  eine  Gleichung  nicht  mehr 
'^l|8  »  solcher  Wurzeln  haben  könne,  so  wQrde  jener  Satz  doch 
-ladurch  nicht  umgestossen  werden,  wenn  die  Gleichung  keine 
^Wurzeln  haben  könnte,  weil  sie  dann  doch  ebenfalls  nicht  mehr 

Ha  n  hätte.  Der  Satz  also,  dass  eine  algebraische  Gleichung 
^i6cli6tens  n  reelle  oder  itnaginftre  Wurzeln  hat,  ist  rein  elementar 
i^sttweisbar;  über  um  zu  zeigen,  dass  sie  auch  nicht  weniger  als  n, 
^Miea  es  nun  gleiche  oder  auch  ungleiche,  Wurzeln  haben  könne, 
ited  Ausführungen  der  hohem  Algebra  uothwendig,  und  die  voran- 
(^•^ngenen  Auseinandersetzungen  sollten  dazu  dienen,  zwei  neue 
«.■Bid  vou  willkürlichen  Kunstgriffen  freie  Beweise  dieses  Qaupt- 
i%tzes  der  Algebra  zu  liefern.    Diese  Beweise  liefen  beide  darauf 
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hinaus,  die  Mangelhaftigkeit  der  Taylorechen  Reihe  2 
rechnung  der  Functionswerthe,  wenn  sie  divergent  wird  0 
endlich  grosse  Coefficienten  annimmt,  durch  ein  geeignet 
fahren  zu  Qberwinden,  welches  wir  auch  8chon  öfter  tm 
haben  und  welches  in  aUen  Fftllen,  wo  die  Divergenz  d 
lorschen  Reihe  störend  ist,  anwendbar  sein  wird.  De 
dieser  Beweise  zeigte  die  Auflösbarkeit  jeder  algebraisd» 
chung  durch  ein  auf  unbeschränkter  Approximation  und 
weisem  Fortschreiten  von  niedem  zu  hohem  GleichixDf 
ruhendes  Verfahren;  der  zweite  leitete  lediglich  aus  de 
allgemein  gefassten  Begriffe  der  Function  ab,  dass  jede  Um 
keil,  die  in  Functionsoperationen  liegen  möge,  sich  auf  di( 
zurückfuhren  lasse,  die  im  Negativen  und  Imaginiren 
Daraus  ergab  sich  die  Möglichkeit  der  unbekannten,  sei 
gebraischen,  sei  es  transcendenten  Operationen,  durch  wd 
Wurzel  einer  Gleichung  aus  ihren  Coefficienten  entste 
Specialfall. 

Nach  dem  Vorangehenden  ist  nunmehr  nicht  blos  voi 
Fundamentalsatze  der  Algebra,  sondern  von  einem  oberst 
leitenden  Satz  der  gesammten  Functionslehre  zu  reden. 
Satz  spricht  die  intraimaginäre  Umkehrbarkeit  einer  je 
analytischen  Function  aus ,  mag  diese  nun  explicit  odo*  d 
plicit  gegeben  sein.  Er  bedeutet  also  zugleich  die  intraiiu 
Lösbarkeit  einer  jeden  Functionsgleichung.  Auch  Uegi  i 
die  Thatsache,  dass  sich  jeder  Widerspruch,  der  in  den 4 
tativen  Abhängigkeiten  zunächst  unerkennbar  angelegt  seis 
in  dem  Hervortreten  des  Imaginären  oder  auch  des  Ke^ 
zeigen  müsse  und  in  keiner  andern  Weise  zeigen  köDoe 
Zurückfühining  aller  in  die  ursächlichen  GriVssenbestiniBi 
einschlagenden  Unmöglichkeiten  auf  einfache  signitiTe  Tp 
lichkeiten  gewinnt  nun  aber  ein  weit  anschaulicheres  b^ 
sobald  man  bedenkt ,  was  dieser  zunächst  abstract  tm!!^ 
Sachverhalt  für  den  Sachverhalt  aller  Wirklichkeit  der  Kf^ 
bedeuten  habe.  Den  rein  analytischen  Functionen  km 
überhaupt  die  Sachfünctionen  entgegensetzen,  zu  deneo 
bereits  die  geometrischen  und  die  phoronomischen  Fi 
zu  zählen  sind,  obwohl  diese  auch  noch  rein  matbei 
heissen  müssen.  Die  Functionen,  insofern  sie  mechanischr 
hältnisse,  d.  h.  Beziehungen  materieller  Kräfte  ausdrfickei- 
schon   vollständige  Naturfünctionen.    Ausser   den  physil 


^4berhatipt  den  in  der  Natui'wissenschaft  vorkommenden 
senfimctionen  hat  man  aber  noch  an  diejeniKen  quantitativen 
hanfrigkeiten  zu  ilenken,  die  in  die  Culturwelt  gehören,  also 
ispielsweise  für  die  socialen  und  wirllischaftHchen  Beziehungen 
lehlich  werden.     Denkt  man  nun  bei  dem  Worte  Sacbfunction 

das  gekennzeichnete,  a1  lesumfassende  Bereich  von  Grössen- 
ictionen.  so  gilt  auch  hier  unser  Grundgesetz  von  der  signitjven 
s<trUckbarkeit  jedes  hier  vorkommenden  Unmöglichen .  sobald 
'  voraussetzen,  dass  sich  jegliche,  in  ihrer  nilheren  Gestaltung 
ib  SD  unbekannte  Sachfunction  mQiJse  auf  eine  analytische 
b  bringen  lassen. 

■ifltzleres  ist  nun  in  der  That  in  dem  Sinne  der  Fall,  dass 
tjegliche  in  der  Wirklichkeit  sachlich  durch  irgendwek-he 
ichliche  Beziehungen  vermittelte  Grossenabhängigkeit  nur  rein 
tract  gedacht  zu  werden  braucht,  um  nichts  weiter  Obrig  zu 
>eii,  als  den  Begritl'  von  allgemeinen  Grössen,  d.  h.  Zabl- 
esen,  die  nach  Regeln  und  zwar  nach  Rechnungsregeln  aus- 
uider  erzeugt  und  durcheinander  bestimmt  werden.  Etwas 
ieres  ist  aber  der  Begrilf  der  analytischen  Function  eben 
h  nicht.  Jede  Sachfunction  ist  daher  grade  insofern  reine 
tasenfunction ,  als  sie  analytische  Function  ist,  und  das  quan- 
tiv  Functionelle  an  ihr  besteht  eben  in  der  Art,  wie  die 
lur  summirt  oder  sonst  das  unsem  Rechnungsoperationen  Ent- 
ecbende  vollzieht.    Auch  ist  es  nicht  nöthig,  dass  man  im  be- 

El  Falle  die  analytische  Function,    d.  h.   die  Realfunctiou, 
ler  in  der  Wirklichkeit  vorhandenen  GrOssenabhäiigigkeit 
cht,  thatsächlich  angeben  könne.    Es  ist  genug,  zu  wissen, 
IB   sie    vorhanden    sein    mUsse;    denn    die    effective    Angabe 
BT  Constitution    hängt   von  dem  jedesmaligen  Grade  ab,    in 
kdiem   man   in  die  Gesetze  und  das  Verhalten  der  Natur  oder 
mstigen  Wirklichkeit  eine  zutreffende  und  wenigstens  ibeil- 
b  deductive  Einsicht  gewonnen  hat.    Auch  liegt  nicht  einmal 
■  etwas  daran,  solche  Functionen,  namentlich  wenn  sie  sehr 
cirt  sind,    unmittelbar  und  individuell  in  ihren  verschiede- 
Ktandlheilen  und  in  ihrer  detaillirten  Verfassung  zu  kennen. 
l  aber  ist  es  von  höchstem  Interesse,    im  Allgemeinen  zu 
dass  im  Wesen  der  Dinge  an  GrÖssenbeziehungeD  nichts 
was  nicht  auch,  wenn  es  in  abstracter  Art  cedacht 
,  sich  als  analytische  Function,  d.  h.  als  RechnuogsfunctioD 
ten  mUsste. 
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kn  ansern  obersten  Satz  der  Functionslehre  und  an  dtt 
was  zu  ihm  gehört ,  hat  sich  nach  unserm  System  nun  eist  bi 
Speciellere  fiber  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  FimctioKi, 
namentlich  mit  RQcksicht  auf  Bivariabilität  der  Argumeote,  ii- 
zuschliessen.  Sonst  b^nnt  man  mit  diesem  Speciellen,  di  cu 
die  Fundamentalwahrheit  in  ihrer  functionellen  Allgemdobä 
nicht  kennt  und  überdies  fälschlich  der  Meinung  ist,  diespe- 
cifische  Behandlung  der  Functionen  von  Bivariabeln  sei  ät 
Hauptsache.  Uns  ist  diese  nur  ein  Nebenfall  von  zweiter  CM- 
nung :  denn  wo  vorgängige  Umkehrungen  vorausgesetzt  wenki 
können,  was  in  einer  sehr  allgemeinen  Weise  möglich  ist.  ^i- 
stand  es  sich  für  unsere  Methode  immer  von  selbst,  jedes  hm- 
ment  von  vornherein  als  intraimaginär,  d.  h.  in  seiner  al^ 
meinen ,  sei  es  reellen ,  sei  es  imaginären  oder  gemischten  Fti 
vor  Augen  zu  haben.  Jeden  Satz  und  jede  Aufjgabe  diicktB 
wir  gleich  in  dieser  Allgemeinheit  geltend ,  nnd  hierauf  bendt 
auch  unsei*e  im  zwölften  Capitel  verallgemeinerte  und  erweHav 
Fassung  und  verbesserte  Beweisart  des  Satzes  von  der  Gki^ 
gültigkeit  des  Integrationsweges.  Ueberhaupt  sind  auch  nod 
andei*e  Feststellungen  in  jenem  Capitel ,  die  sich  auf  den  Ltf 
der  Functionen  beziehen ,  mit  ihren  verändeii;en  Gesichtqmokte 
und  Methoden  als  speciellere  Fortsetzungen  zu  dem  zu  betnet- 
ten ,  was  wir  hier  nur  in  den  wichtigsten  Ausgangspunkten,  ^ 
grade  in  demjenigen  Gebiet  behandelt  haben,  welches  bisher,  i^ 
gesehen  von  dem  beschränkten  Algebrasatz,  nur  eine  einzige  grosff 
Lücke  gewesen  ist  Jedoch  auch  die  herkömmlichen  SpeäaliA 
sind  lückenhaft  oder,  was  noch  schlimmer  ist,  zum  grösstea  IM 
Ausfüllungen  mit  Spielereien.  Auch  in  dieser  Beziehung  habo 
wir  im  zwölften  Capitel  einiges  Nähere  angegeben  ^  und  kOnKi 
demgemäss  hier  darauf  verzichten ,  in  die  Hohlheiten  der  w- 
dischen  Theorien  vom  Functionslauf  einzugehen. 

Indem  wir  unsere  Grundmittel  bis  zu  den  angegebeMi 
Specialitäten  selber  benützt  haben,  sind  wir  bereits  an  die 
Grenzen  des  für  dieses  Werk  abgesteckten  Rahmens  gebiÄ 
Weitere  Ergebnisse  aus  den  Grundmitteln  gehören  anderwii^ 
hin.  Unser  Abschluss  mit  dem  allgemeinsten  Gesichtspunkt  fom 
Functionenlehre  entspricht  auch  der  neu  gewonnenen  VorsteDov 
vom  Gesammtbau  der  Mathematik,  da  es  sich  überall  und  durch- 
gängig   in    höchster    Abstraction    um    functionelle    Beziehongo 
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.  handelt.  Der  Stufeiibau  der  Mathematik  wird  uns  im  Folgenden 
jiedoch  noch  einmal  beschäftigen,  nämlich  dann,  wenn  wir  aus 
dem  Bisheiigen  tue  letzten  Ergehnisse  für  Studien-,  Lehr-  und 
Porschungsmethoden  gewinnen  werden. 


I 


Sechzehntes  Capitel. 
Lernen  and  Lebren  der  Elemente. 


i  ganze  vorangehende  Schrift  kann  in  allen  ihren  prin- 
^^«ipielleu  und  die  Gi'undmittel  betrelTenden  Darlegungen  zugleich 

'als  eine  Einleitung  zur  Reform  des  Studiums,  der  Foi-schung,  der 

"Mittheilungsart  und  der  Lehrweise  angesehen  werden.  Nur 
'Einiges  unter  dem,  was  sie  an  specialistischen  Erfindungen  ent- 
^halt,  gehört  nicht  unter  jenen  allgemeineren  Gesichtspunkt.  Von 
-solchen  Vereinzelungen  abgesehen  ist  aber  die  vorliegende  Arbeit 
''recht  eigentlich  ein  Wegweiser,  und  zwar  ist  sie  dies  ei-stens 
'Bberhaupt  in  RDcksicht  auf  die  Fortsetzung  des  Weges,  den  die 
'Geschichte  der  Mathematik  seit  länger  als  zwei  Jahrtausenden 
miUckgelegt  hat,  und  zweitens  in  Bezug  auf  die  besondern 
Irrgilnge,  in  denen  sich  grade  die  heutige  Mathematik,  nament- 
lich in  Folge  ihrer  Übeln  ßerathung  seit  den  letzten  fünfzig 
Jahren,  Terwickelt  findet.  Es  ist  demgemäss  nichts  nattlrJicher, 
«Is  dass  wir  unsere  sachlichen  Aufklärungen,  neuen  Grundmittel 
nnd  Ausfuhrungen  auch  mit  einer  Hinweisung  darauf  abschliessen, 
^wie  von,  dem  neuen  Standpunkt  aus  und  auf  Grund  der  neuen 

Mittel  die  Mathematik  unter  den  heutigen  VerhilltniEsen  zu  er- 
Jemen,   in  welchen  Richtungen  und    in  welchem  Geiste  sie  zu 

pflegen   und    wie   sie   am   zweck  massigsten  darzustellea  und  zu 

lehren  sei. 

Der   späteren  Auflage   des   Werkes  Ober   lUe  Principien   der 
'  Mechanik  ist  am  Schluss  eine  Studiennnleitung  beigefügt  worden, 

die  romehmlich  nur  das  mechanische  und  das  angrenzende  phy- 
,  likaJiscbe  Gebiet  im  Auge  hatte,    aber  zur  Ergänzung  ahch  die 

Erlernung  der  reinen  Mathematik  mitbehandelte.    Hier  handelt 

OB  sich  nun  ausschliesslich  um  die  reine  Mathematik;    denn  nur 
I  enger  begi-enzte  Gebiet  passt  zum  Inhalt  des  vorliegenden 
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Buchs.  Der  heutige  Zustand  der  wissenschaftlichen  A 
theilung  weist  den  fachmAssigm  Mathematikern  allerdings 
die  amüytische  oder  rationelle  Mechanik  zu ;  es  wfirde  abc 
gesagt,  die  Einheitlichkeit  und  Gleichartigkeit  des  Thea 
Torliegenden  Schrift  stören,  wollten  wir  unsere  Anleitui 
das  Gebiet  der  Mechanik  ausdehnen.  Sachlich  wäre,  üal 
einmal  diese  Grenze  überschritten,  auch  kein  Grund  vorb 
bei  der  Mechanik  stehen  zu  bleiben;  wir  mQssten  mindest« 
ganze  mathematische  Physik,  ja  eigentlich  alle  mathen 
behandelten  Wissenschaften  mithineinziehen;  denn  es  peb 
unsem  obersten  Grundsätzen,  dass  der  isolirte  Fachmathem 
der  nichts  nach  Anwendungen  fragt  und  mit  den  Anw^ 
stoflfen  sich  nicht  selber  befasst,  zu  den  Erzengnissen  ein< 
irrten  Uebei-cultur  zu  zählen  und  in  der  neuem  Zeit,  wie 
im  Alterthum,  eine  Naturverzerrung,  um  nicht  zu  sagei 
Missgeburt,  gewesen  ist  Wenn  wir  also  hier  vomehmlic 
von  der  reinen  Mathematik  handeln  und  auch  nicht  • 
nebenbei  das  Studium  der  Mechanik  mitskizziren,  so  köon 
eben  in  dieser  angemessenen  Art  verfahren,  weil  das  meclu 
Werk  mit  seiner  Studienanleitung  die  Eifuänzung  der  hi 
gebenden  bildet.  Auch  umgekehrt  ist  die  Anleitung  hiei 
Ergänzung  der  Anleitung  dort;  denn  ist  die  Anleitung  au 
mechanischen  Werk  in  sich  vollständig,  so  ist  sie  doch  het 
der  reinen  Mathematik  in  einigen  Richtungen  nicht  ansft 
genug  und  ausserdem  auf  einige  Keime  der  neuen  Grundi 
nicht  aber  auf  deren  ganzen  hier  vorliegenden  Umfang  b€ 
Auch  der  Umstand,  dass  im  Werk  Ober  die  Principie 
Mechanik  nur  die  Kräfte  eines  einzigen  Verfassers,  hier  ab 
von  zweien  thätig  gewesen  sind,  muss  entscheidend  iD^& 
fallen.  Auf  diese  Weise  wurde  es  möglich ,  in  der  vorlieg 
Schrift  Gebiete  zu  behandeln,  die  sonst  unzugänglich  nnd 
greifbar  geblieben  wären;  denn  der  Verfasser  des  mechan 
Werks  konnte  dieses  ohne  Augen  arbeiten;  in  der  neuen  S 
sind  aber  auch  Untersuchungen  und  Rechnungen  von  s< 
wickeltem  Charakter  enthalten,  dass  Niemand  sie  anstelle 
erledigen  kann ,  der  allein  auf  Kopfrechnen  angewies^  is 
nicht  iSelbst  sieht  und  schreibt.  Die  Anleitung  stQtzt  sid 
wiedeinim  auf  die  Hauptschrift  und  wQrde  daher  da,  wo  e 
um  Beispiele  von  umständlichei-en  analytischen  Specala 
handeU,   keinen  Rückhalt  gehabt  haben,    wenn  die  Hanpt 


(Selbst  rien  enUpreclientien  Inhalt  nicht  detaillirt  aufzuweisen 
g  hfttte.  So  sollen  denn,  auch  soweit  es  sich  blos  um  reine  Mathe- 
,  tnatik  liuD<lelt,  die  beiden  Anleitungen  eine  zusammengehönge 
,  Doppel liehandlung  desselben  Geeenataudes  bilden,  dergestalt  dass 
^  die  Ausführlichkeiten  der  früheren  üavstellunfr  hier  davon  be- 
.  freien,  in  denselben  Richtungen  in  das  Einzelne  zu  gehen,  und 
geetatteti,  in  andern  Richtungen  um  so  eindringlicher  und  um- 
fassender zu  verfahren.  Jede  Arbeit  ist  etwas  für  sich  und  kann 
•ach  in  dieser  Isolirung  nützen.  Wer  aber  den  Vortheil  zu 
UVeäffem  wünscht,  wird  nicht  umhin  können,  beide  zu  studiren. 
Bei  der  Grundlage  alles  Studiums  und  aller  Lehre,  bei  den 
'_  Elementen,  muss  es  sich  zeigen,  ob  die  Mathematik  an  klaren 
(xrundhegiiH'en  und  gediegenen  Grundwahrheiten  Überall  festen 
Boden  unter  sich  habe.  Die  Elemente  sind  daher  nicht,  wie 
"heute  gemeiniglich  geschieht,  als  etwa»  zu  verstehen,  was  dem 
,  ersten  Schülerthum  sozusagen  hingeworfen  werde  und  in  jeglicher 
Gestall  für  den  Anfanger  gut  genug  sei.  Die  Elemente  sind 
nicht  etwas  Niedriges,  worüber  man  sich  leichten  Kaufs  hinweg- 
setzen konnte.  So  dachte  nicht  einmal  das  Alterthuni;  so  dachte 
keilt  Euklides;  denn  sonst  wäre  das  Beispiel  von  verhältniss- 
jnAssiger  Strenge,  durch  welches  auch  hühergreifende  Werke  des 
Altertliums ,  wie  die  Archimedischen,  sich  ausgezeichnet  hüben, 
nie  in  die  Welt  gekommen.  Hütten  die  Alten  in  den  Elementen, 
d.  h.  in  den  einfacheren  Grundlagen  keine  Klarheit  verlangt,  so 
worden  sie  solche  auch  in  den  zusammengesetzteren  Lehren  nicht 
bethätigt  haben.  Die  Modernen  haben,  wie  es  heute  sichtbarer 
als  je  ist.  für  die  Elemente,  sei  es  nur  der  modernen  oder  auch 
^er  gesammten  Mathematik,  keine  Klarheit  geschafft  und.  wo 
l|lAiMe  schon  überliefert  vorhanden  war,  sie  nicht  einmal  gewahrt, 
iSUa  hat  sich  nun  an  ihnen  dadurch  gerächt,  dass  sie  in  den 
'Iritheni  Gebieten  in  arge  Verzwicktheiten  gerathen  sind  und  fast 
'fiberall.  mit  äusserst  seltenen  oder  auch  nur  annähernden  Aus- 
nahmen, kaum  einer  leidlich  versländlichen,  geschweige  einer  ge- 
niessbaren  oder  gar  eleganten  Dai-stellung  fflhig  sind.  Lagrange 
■rBprfl^entirte  seit  Huyghens  die  letzte  grosse  und  zwar  auch  nur 
K^noAhernde  Ausnahme;  heute  aber,  im  Zeitalter  der  antieukli- 
'Aschen  Geometrie,  liegt  es  auf  der  Hund,  dass  nebelhafte  Wüst- 
'keit  den  maassgebenden,  nämlich  für  die  Zersetzung  und  Fäulniss 
t|Dsay)igi->benden  Charakterzug  des  gesammten  und  durchschnitt- 
Üehen   mathematischen  Treibens  ausmacht.     Auch  die  Elemente 
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sind  davon  recht  erheblich  inficirt;  man  findet  kaum  mehrDv- 
stellungen,  die  von  den  Tagesthorheiten  sich  freihielten  aiidgv 
keine  solche,  welche  darauf  angel^,  geschweige  im  Staide 
wären,  dem  Unwesen  zn  steuern.  Sollte  aber  auch  diese  Epoeb 
der  Zersetzung  und  der  Zerfahrenheit  nur  eine  rasch  vorftticr- 
gehende  Phase  sein ,  so  wird  man  dennoch  nicht  eher  von  dm 
wohlgegrQndeten  System  der  Gesammtraathematik  reden  kteoa 
ehe  man  nicht  zu  einer  umfassenden  und  guten  Darstdliuig  der 
Elemente  gelangt  ist,  welche  alle  entscheidenden  Anfinge  k 
antiken  wie  der  modernen  Mathematik,  einheitlich  und  in  ^ett* 
artiger  Verschmelzung,  in  sich  enthält  und  zu  voUsUndjpIff 
Klarheit  bringt 

2.  Eine  neue  und  gereifte  Zeit  braucht  auch  enrateti 
Elemente  der  Mathematik;  sie  kann  den  Begriff  von  Elemetto 
nicht  so  eng  b^renzen,  wie  es  das  Alterthum  Angesiehti  it 
ihm  bekannten  Grundlagen  und  der  ihm  zugänglichen  MecMei 
musste.  Was  sind  Elemente  der  Mathematik  und  wie  begreua 
sie  sich  ?  Auf  diese  Frage  werden  die  verschiedenen  Weltepoäa 
der  Wissensgeschichte  auch  verschiedene  Antworten  ertkda 
Von  Euklides  her,  also  von  vor  länger  als  zwei  Jahrtanse»)« 
ist  die  Benennung  Elemente  (Stoicheia)  classisch;  doch  sehet 
hat  man  daran  gedacht,  wie  wenig  der  Name  eine  Schranke  <8 
Inhalts  andeutet.  Der  wahre  Begriff  der  Alten  von  Elematt 
war  überhaupt  ein  natürlich  logischer  und  muss  auch  ftr  itf 
wiedemm  ein  solcher  werden.  Man  dachte  sich  die  zusaDBO* 
gesetzten  und  zum  Theil  sehr  complidrten  Erkenntnisse  ätf 
W'issensgebiets  in  einfachere  Bestandtheile  zerlegt,  und  db 
meinte  im  Allgemeinen  mit  den  Elementen  einer  Wissensietf 
alle  wesentlichen  Bestandstücke,  mit  deren  Hülfe  manancbif 
verwickeiteren  Einsichten  gewinnen  und  die  beliebig  combioMi 
Aufgaben  lösen  könnte.  Der  Gegensatz  war  also  der  zwiseta  ■  ^ 
dem  Einfachen  und  dem  Zusammengesetzten ,  den  Ergeltf^  I  i^^ 
der  Zerlegung  und  den  mannigfaltigen  Combinationen.  ^tkt 
kam  allerdings  im  besondera  Falle  eine  weitere,  aber  keiier^  I  {^^ 
zu  rechtfertigende  Beschränkung.  Euklides  hielt  seine  HeaflA  I  ^ 
die,  nebenbei  bemerkt,  vorwiegend  geometrisch  ausfallen  dbM  I  '^ 
noch  obenein  in  dem  engen  Rahmen  solcher  Wahrheiten,  '^  1  kr« 
sich  darstellen  Hessen,  ohne  dass  irgend  eine  krumme  LiiMif  I  to 
nicht  einmal  der  Kreis  mit  einer  Graden  zur  Längenver^ädM  |  )U 
zu  kommen  brauchte.   Wir  heute  würden  es  mit  Recht  sondcAff 
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wenn  die  Bestimmung  des  Verhältnisses  von  Durch- 
ler  und  Umfang,  also  die  Ableitong  der  Zahl  ?r.  nicht  schon 
in  den  Elementen  ihren  Platz  fände.  In  der  That  sieht  es  nach 
KOnatelei  aus.  wenn  Euklides  die  Inhalte  verBchiedener  Kreise 
miteinander  verRleicht,  aber  die  unmittelbare  Inhaltsbestimmung 
eiDes  einzigen  Kreises  vermeidet. 

Freilich  hiUte  er  ganz  andere  Axiome  nöthip  gehabt,  als  die 
Bidi  im  Rahmen  seiner  Prota  vorfanden,  wenn  er  auch  nur  eine 
einzige  krumme  Linie  hatte  rectificiren  und  die  von  ihr  um- 
schlossene Flüche  hätte  quadrii-en  wollen.  Archimedea  verfehlte 
nicht,  diese  neuen  Axiome  auch  ausdrücklich  aufzuführen.  Seine 
in  dieser  Beziehung  wesentliche  aber  unbewiesene  Voraussetzung 
.bestand  darin,  dass  die  Länge  eines  ßogenstücks  in  zwei  grad- 
:iinige  Grenzen  eingeschlossen,  dass  es  nämlich  einei'seits  grösser 
ÜB  die  zugehörige  Sehne  und  andererseits  kleiner  als  die  beiden 
Intgehfirigen  von  seinen  Endpunkten  aus  sich  schneidenden  Tan- 
gentenabschnitte sei.  Dieses  Axiom  bildete  die  Scheidelinie 
zwischen  der  niedern  und  der  höhern  Mathematik  der  Alten. 
Geineiniglich  weist  man  darauf  bin ,  dass  die  Constructionen  mit 
ier  graden  Linie  und  dem  Kreise  das  Merkmal  der  Euklidischen 
Elementanuatbematik  gewesen  wären;  dies  ist  nicht  unrichtig, 
^efat  aber  zur  Kennzeichnung  nicht  aus;  denn  der  Verzicht  auf 
Ne  Kreismessung  gebOrt  nicht  wesentlich  zu  jener  Beschränkung 
ler  »-'unstnictiven  Gnindmittel.  Durch  Constmction  der  innern 
ind  Äussern  Polygone  kann  man  die  Länge  der  Kreislinie  in  be- 
lebig enge  Grenzen  einschliessen ,  wie  es  auch  Archimedea  that, 
vnd  der  Pythagoreische  Satz  ist  für  die  zugehörige  Längen- 
Berechnung  der  Polygonumfönge  vollkommen  ausreichend.  Frei- 
:0eh  ergiebt  dies  nur  eine  unbeschränkte  Annilherung -,  aber  die 
itfftchweisung  der  Unmöglichkeit  einer  exacten  Quadratur  sollte 
ttteo  auch  ein  Hauptaugenmerk  der  Elemente '  sein.  Wäre  ein 
kräftiger  Unmögliehkeilsbeweis  von  voniherein  als  eine  elemen- 
•ra  Angelegenheit  angesehen  worden,  so  wäre  eine  Unzahl  von 
bantastereien  in  den  Gehirnen  der  besser  Untemehteten  nie  auf- 
»•tiepen.  Wenn  noch  gegenwärtig  die  uralte  Epidemie,  die 
idratur  des  Kreises  finden  zu  wollen,  ihre  regelmässigen  Opfer 
lort  und,  wie  man  aus  frühem  Zeiten  weiss,  auch  bessere 
^Csfe  heimgesucht  bat,  so  trägt  die  Haltung  der  Elemente  der 
'Wiemaük  daran  einen  Tbeil  der  Schuld. 

Die  Euklidischen  Elemente  zum  Vorbilde  nehmen,  wäre  auch 
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heute  noch  immer  ein  geringerer  Fehler ,    als  sich  dem  Zofal! 

moderner  Wüstheiten  und  Formlosigkeiten    ttberlassen.    Vesif- 

stens  lässt  sich  aus  jenem  alten  Buch  einigermaassen  lernen,  ms 

beweisen  heisst,  und  wie  eine  Kette  zasammenhängendo'  Wskr- 

heiten  zu  bilden  ist.    Man  kann  dort   erfahren ,    wie  nicht  it 

unbestimmt  Allgemeine,  sondern  das   Allerspeciellste,  ja  indm- 

duell  Typische  der  Gebilde  die  Ausgangspunkte  liefere,  ond  wie 

verkehrt  es  daher  sei,  nach  gemein  scholastischer  Art  allgeDew 

Rubriken  zu  machen,  in  denen  ohne  Rücksicht  auf  den  bewris» 

den  Zusammenhang  alle  Gegenstände  derselben  Gattung  eikdiR 

werden  sollen.    Eine  solche  Rubrik ,   welche  dieser  irrigen  L* 

haberei   der  Modernen   entspräche,    würde    z.    B.    der  Inbepif 

aller  Beziehungen  sein,  welche  zwei  grade  Linien  in  einer  Eb« 

zu   einander  haben   können.    Für  eine    solche    Rubrik  mfiss» 

Nebenwinkel,  Scheitelwinkel,  Rechtwinkligkeit,  Parallelismas  sii 

Coincidenz  zusammen  und  überdies  noch ,    wenn   es  dabei  mtir' 

lieh  zugehen  sollte,    ohne  Hülfe  dritter   schneidender  Linien  b^ 

handelt  werden.    Nun  sieht  man  leicht,  dass  eine  solche  An^ 

ohne  Einschiebung  von  Zwischengliedern,    die   noch  auf  andcn 

Voraussetzungen  bei*uhen,    unlösbar  ist.     Schon  die  beliebte  Zi* 

sammenfassung  der  Congmenz  aller  Di*eiecke  ist  nicht  Eukliifedi 

Für  das  Euklidische  System  ist  es  vielmehr  bezeichnend,  das  ff 

mit    dem   gleichseitigen    Dreieck,    also    nicht    einmal   mit  da 

Dreieck  überhaupt,  sondern  mit  einem  individuellen  regebnisefi 

Typus  beginnt.    Derailige  Individualisii\ingen  ziehen  sieh  dsd 

das  ganze  System,    und  ehe  der  erweiterte  Pythagoreisch» SA 

bewiesen   wird,    findet  er  ei-st  in    dem    gewöhnlichen  eqfs* 

Sinne  seinen  Platz.  Auf  dieser  Art  und  Weise  beruht  der  ^m  h^, 

hafte  Sinn  des  synthetischen  Fortschi*eitens ,    wobei  M&i  ^f  ^  i 

Begrifif  synthetisch  noch  einen  andem  Sinn  hat  als  denüß^mti^ 

gemeine  Logik   unmittelbar   beizulegen    pfi^^     Nach  leMf    ^^ 

heisst  jeder  Gang  vom  Allgemeinen  znm  Besondem  syntMiri, 

und  die  gewöhnliche  Vorstellung  denkt  dabei  an  subsomii^ 

Unterordnung  speciellerer  Wahrheiten  unter  allgemeiDere.  •■ 

ist  nun   offenbar  nicht  das  Verhältniss,  welches  stattbat,  «* 

man  vom  engern  Pythagoreischen  Satz  zum  erweitertea  fäi^ 

Hier  geht  der  speciellere  Sachverhalt  voran  und  folgt  te* 

gemeinere  erst  nach.    Dieser  allgemeinere  Sachverhalt  ^ 

jedoch  auf  reichhaltigeren  Voraussetzungen,   also  auf  ein»* |  ab 

an  speciellen  Möglichkeiten.    Der  Fall   des  rechtwinklige«  I>* 
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tecks  ist  ein  vereinzelter  in  Vergleichuiig  mit  allen  sonstigen 
necksgestaltungeii.  Es  lie;^  also  eine  ZusammeDsetzung  und 
eißentliclie  Synthesis  darin,  wenn  man  den  all- 
leineiTi  Fall  auf  den  besondern  zui-üchfuhrt  und  die  Combi- 
irliation  nachweist,  vermöge  deren  die  dem  individuellen  Typus 
^zngehörig^re  WaJivheit  aucb  ein  Bestandstüfk  des  dem  allgemeinen 
jjiFall  entsprechenden  Sachverhalts  bildet. 

^  In  der  That  wilre  es  sehr  wohlthfttig,  wenn  die  Modenien 
pSich  daranmachen  wollten,  diesem  in  den  antiken  Beispielen  ver- 
^igrabenen  Begriff  wahrer  Synthesis  wieder  zum  Leben  zu  ver- 
/belfen.  Statt  die  starre  Gliederpuppe  des  äusserlichen  logischen 
1  Rubriken  Werkes  nachzuahmen,  die  unschönen  Kinsehnitte  und 
^das  fleischlose  Todtengerippe  zu  eopiren,  wie  es  in  neuerer  Zeit 
^innerhalb  und  ausserhalb  der  Mathematik  bisweilen  geschehen 
,^t,  soll  man  lieber  in  den  bessern  Geist  eindringen  und  das 
Gate  freimachen,  welches  als  gesunder  und  natDrlicher  Kern 
pttnter  der  Schale  der  Euklidischen  Darstellung  enthalten  ist. 
Dieser  Kern  ist  der  strengere  Begriff  vom  Beweisen  und  der 
bessere  Begiiff  von  eigentlicher  Synthesis  der  Wahrheiten. 

3.  Bei  GeleL-enheit  einer  neuen  Ausgabe  des  Euklides  durch 
Pteyrard  äusserte  sich  Lagrange  dahin,  die  Geometrie  sei  jetzt 
eine  todte  Sprache;  aber  wer  sie  studiren  wolle.  mOsse  es  an 
iSeojenigen  Ei-zeugniasen  thun,  die  in  ihr  als  einer  noch  leben- 
l^^S^D  geschrieben  worden  wären.  Diese  Vergleichung  athmet 
^411  ganzen  Stolz  moderner  analytischer  Ueherlegenlieit.  Lagrange, 
0^  seinen  Schriften  keine  einzige  Figur  einverleibte,  sah  in  der 
g^wodernen  Analysis  die  lebende  Sprache  der  Mathematik ,  in  der 
^«onietrie  und  den  ceometrischen  Methoden  aber  eine  abgelebte 
r^Mtt  Qherwundene  Vorstellungsart  und  Ausdrucks  weise.  Ein  paar 
efttx  geometrische  Anknüpfungspunkte  und  übrigens  eine  aus- 
?lh^esslich  rechnende  Behandlungsweise  auch  aller  räumlichen 
in  Verhältnisse.  —  das  war  nicht  mit  Unrecht  sein  tbatsäch- 
Slk«s  Farit.  Auf  die  antiken  Schriften  blickte  er  mit  grosser 
'ft&tung.  wie  namentlich  seine  eigne  Würdigung  der  Archi- 
ichen  Arbeit  Ober  die  Stabilität  des  Festen  auf  dem  Fiüs- 
wigt,  und  wie  er  überdies  durch  auad  rück  liehe«  Zurück- 
'^>*fcn  nuf  die  BegriffsBtrenge  der  Alten  in  seinen  eignen  formeJI 
•^«ndeteren  Arbeiten  noch  besonders  bekundet  hat.  Dennoch 
•^  er  in  jener  ganzen  antiken  Ueberiieferung,  insofern  darin 
teod  durrh  die  Sprache  der  Geometrie  geredet  wurde,  etna 
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abgestorbene  Geistesverlautbaning.  Ihm  stand  es  fest,  im  wir 
nunmehr  in  unserer  eignen  lebenden  Zeichengprache ,  vdehenf 
Grössen  überhaupt  Anwendung  findet ,  nicht  aber  in  jener  to^ 
buchenen  Bildersprache  der  Geometrie  zu  verkehren  und  ods  r 
verständigen  hätten. 

Es  liegt  eine  grossartige  Einseitigkeit,  aber  zugleicb  lod 
eine  wahre  Vorwegnahme  in  diesem  Standpunkt.  In  der  Ik 
ist  die  ZurQckführung  des  specifisch  Geometiischen  auf  ei 
geringstes  Maass  ein  Grundgesetz  der  höhei-n  Entwicklung  ia 
Mathematik.  Was  von  Grössen  überhaupt  gilt,  soU  and  a 
dieser  Allgemeinheit,  nicht  aber  erst  special  an  RamngTüsn 
(largethan  werden.  Ist  es  nun  möglich,  eine  Menge  nnmlkker 
Beziehungen  auf  einen  abstracteren  analytischen  Ausdruck  a 
bringen,  so  findet  sich  hiemit  die  unmittelbare  Geometrie» 
geschränkt  und  es  tritt  an  deren  Stelle  eine  Art  mittelbarer 
Geometrie.  Letztere  bedarf  nur  sehr  weniger ,  eigentlich  geo- 
metrischer Anknüpfungspunkte  und  erledigt  alles  Uebrige  anf  da 
Wege  der  Rechnung,  sei  es  direct  mit  Zahlen,  sei  es  mit  Back- 
stabenzeichen  ganz  allgemein  gehaltener  Grossenbegriffe. 

Wer  Latein  und  Griechisch  gründlich  erlernen  will,  wm 

die  classischen   Autoren  zur   Hand    nehmen,    für    welche  je* 

Sprachen  nicht  blos  lebendige  waren,    sondern    grade  in  ib? 

schönsten  Blüthe  standen.    Wendet  er  sich  dag^en  an  dss  gal- 

vanisirte  Spätlingsleben,  also  an  das  Latein  des  Mittelalters  oder 

der  neuem  Zeit,  so  hat  er  nur  Vei'derbtheit  und  im  best^  Fak 

todte  Nachahmungskünste  vor  sich.    Will   man   also  die  todta 

Sprachen   kennenlernen,    so  muss  man  deren  wahre  Chanktere 

unter  den  Hinterlassenschaftsstücken  einer  einst  lebendig»  WA 

nicht  aber  unter  den  Nachahmungsstücken  späterer  entfremdeter 

und  auf  ein  ganz  anderes  Leben  angewiesener   Zeiten  sacka 

Eine  andere  Frage  ist  freilich  die,   ob  man  sich  Oberhaupt  nock 

um   todte  Sprachen  sonderlich  bekümmern  solle.     Grundsätdki 

verneinen   wir  dies,    sobald  eine  solche  Kiücke  entbehrlich  g^ 

worden  ist.    Man  geht  auf  eignen  Füssen ,  wenn  man  solche  Ui 

die  geschickt  dazu  sind.    Mit  den  todten  Sprachen   im  eigcit^ 

liehen  Sinne  des  Worts  kann  sich  die  heutige  Menschheit  sclMi 

so  ziemlich  quitt  machen;  mit  jener  todten  Geometrie  und  MaAe' 

matik  der  Alten  ist  sie  aber  noch  nicht  gänzlich  feilig;  dennat 

hat  noch  nicht  jenen  vollen  Ersatz  dafür,    an    den  Lagrange  foi 

seinem  individuell  überlegenen  Standpunkt  freilich  schon  deokei 


—    405    — 

tl  Iconnte.    Tftglich   beweist  die  heutige  mathematische  Welt,    wie 
sehr  ihr  ein  Eleinentarcursus   in  jener  todten  Sprache  noththut, 
{)  BBi  ihr  wieder  zu  etwas  logisch  gesundem  Lehen  zu  verhelfen, 
g  Allerdings   lehrt  auch  das  Studium  des  Euklides  den  keine 

tnathemntische  Logik,  der  in  sich  selbst  nicht  die  Anlage  dazu 
y  trügt.  Fttr  letzteren  Mangel  war  der  abergläubische  Pascal  ein 
-  «isgezeichnetes  Beispiel.  Seine  Entdeckungen  in  der  Ueometrie 
^  geben  ihm  das  Recht,  in  diesem  Gebiet  wenigstens  als  ein  par- 
,  tielles  Genie  zu  gelten.  Seine  vernehmlichste  Schulung  vom 
,  ,  Knabenalter  an  war  das  Selbststudium  der  Euklidischen  Ele- 
u  m«ite  gewesen.  Dennoch  hatte  er  von  dem  Wesen  eines  wisseu- 
riiehaftlichen  Systems  sowenig  begriffen,  dass  er  sich  in  seinen  Ge- 
r  danken  Über  die  Mathematik,  durch  welche  er  die  Welt  obenein 
.logisch  belehren  wollte,  von  einem  argen  Wahngebilde  befangen 
,  z^gte.  Er  meinte  nämlich,  das  Ideal  des  Wissens  bestehe  darin. 
Alles  zu  beweisen,  und  es  sei  nur  eine  Folge  der  menschlichen 
Schwäche,  dass  die  Axiome  unbewiesen  blieben.  Wer  sich  in 
dieser  Weise  auslassen  kann,  hat  keine  Ahnung  von  der  Natur 
wahren  Wissens.  Wahrlich  erträglicher  wflre  der  umgekehrte 
Fehler,  nämlich  zu  behaupten,  die  Nothwendigkeit  der  Beweise 
«ntfpräche  einer  ünvollkommenheit  der  menschlichen  Einsichtsart; 
denn  da£  Vollkommenere  bestände  darin,  nicht  blos  die  Axiome, 
sondern  Alles  unmittelbar,  also  ohne  Beweisbedarftißkeit,  zu 
wissen.  Dies  yi&ve  das  andere  Extrem  und  zu  Pascak  Wahn 
gleichsam  der  Gegenwahn.  In  Wahrheit  kann  aber  kein  Wissen 
gedacht  werden,  in  welchem  nicht  das  Einfaclie  und  Unmittelbare 
als  Ausgangspunkt  und  der  Beweis  als  Vehikel  der  zusammen- 
gesetzten Einsichten  vertreten  wäre.  Wahre  A.xiome  sind  des 
Beweises  nicht  blos  nicht  bedüiftig,  sondern  auch  gar  nicht  fähig. 
Auch  der  von  Fascal  gewähnte  Gott  könnte  sie  mit  aller  seiner 
AllniaclU  nicht  beweisen,  sowenig  als  er  zu  machen  veimöchte, 
dass  zwei  mal  zwei  gleich  fünf  würde.  Es  sei  jedoch  genug  mit  diesem 
asseholichen  Beispiel,  was  unter  Umstanden  das  Studium  des 
£uklides  formell  fnichtet  oder  vielmehr  nicht  fruchtet.  Der  alte 
Matador  der  Alexandrinischen  Gelehrtenkaseme  rier  Ptolemäei 
bat  zwai-  die  Welt  praktisch  logisch  besser  einexercirt,  als  der 
J^ahrer  Alexanders  selbst.  Aristoteles  Regeln  haben  weniger  ge- 
tban.  als  das  Euklidische  Musterbeispiel;  dennoch  aber  liat  bei 
diesem  wie  bei  jenem  bisher  viel  daran  gefehlt,  wirkliches  Leben 
XU  erwecken.     Der  Missgriff  eines  Pascal  würde  allein  keine  zu- 
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reichende  Instanz  sein;  aber  die  Thorheiten  der  Geg 
welebe  nicht  einmal  die  logischen  Erfordernisse  einer  Fii 
theorie  zu  begreifen  vermögen  und  hier  die  Axiomlosig) 
Beweise,  d.  b.  einen  oflfenbaren  Widersinn  zum  Gesetz  i 
beurkunden  den  gleichen,  aber  nur  noch  verschrobeDer 
arteten  Wahn.  Soll  also  von  den  Alten  noch  etwas 
werden,  so  kann  dies  nur  geschehen,  insowtit  die  eigne 
Initiative  bereits  mächtig  geworden  und  so  in  den  Sti 
setzt  ist,  für  ihre  selbstgestellten  Aufgaben  hier  und  c 
der  todten  Ueberlieferung  einige  Fingerzeige  abzugewinne 
nächst  werden  es  nur  in  dieser  Richtung  besonders  b€ 
Geister  sein,  denen  Derartiges  gelingt^  Sind  aber  einmal 
forderlichen  Hinweisungen  auf  diejenigen  Punkte  vorband* 
welche  in  den  alten  Schriften  die  Aufmerksamkeit  zu  cona 
ist,  so  kann  es  fOr  Lernen  und  Lehren  sehr  nützlich  y 
wenn  man  auch  in  weiteren  Kreisen  einige  antike  1 
wenigstens  in  Uebersetzungen,  wieder  zur  Hand  nimmt 
der  erwähnten  Art  Aufmerksamgemachte  virird  beispielsweisi 
durch  das  blosse  erste  Buch  der  Euklidischen  Elemente  i 
formelle  Einsicht  gewinnen,  die  ans  der  neuem  mathema 
Literatur  in  gleicher  Vollkommenheit  nicht  zu  extrahiren 

4.  Unter  den  modernen  Darstellungen  der  eigentliche 
metrie  ist  diejenige  Legendres  die  beste,  aber  darum  noci 
eine  gute.  Sie  ist  eine  Nachahmung  dessen,  was  in  den 
dischen  Elementen  geometrisch  ist;  auch  soll  sie  die  Eukli 
Methode  veilreten  und  ist  in  der  That  wenigstens  ein  sehi 
Abbild  jener  antiken  Strenge.  Im  Sinne  des  erwähnten  Lag 
sehen  Ausspruchs  ist  sie  aber  ein  offenbarer  Anachronismt 
ist  jene  todte  Sprache,  aber  geschrieben  von  einem  Neuere 
noch  mehr,  sie  ist  nicht  blos  todte  Sprache,  sondern  auch  in€ 
todter  Stoff;  denn  ein  solches  Ueberwuchem  purer  und 
Geometrie  widerspricht  dem  modernen  Geist  und  den  mod 
Mitteln. 

Legendre  war  sicherlich  ein  achtbai*er  Mathematiker,  d( 
nahe  an  den  zweiten  Rang  hinaufreichte.  Die  Methode  der  klä 
Quadrate  hatte  er  vor  Gauss  veröffentlicht  und  befand  sich  i 
haupt  in  vielen  Punkten  ungefähr  auf  einem  ähnlichen  >i 
wie  der  genannte,  von  seinen  Gollegen  so  Qbermässig  und 
wahr  aufgebauschte  Professor.  Auch  erklären  sich  einige  Spe 
erfolge  unter  Personen  solcher  Art  daraus,  dass  sie  ach  ao  i 


eciellste  Aufgaben  machten,  die,  als  zu  untergeordnet,  von  den 
atbematikei-n  ersten  Ranges,  also  beispielsweise  von  einem 
agrange,  keiner  besondei-n  Behandlun;^  gewürdigt  worden  waren. 
Bute  von  weniger  hohen  Fähigkeiten  bewegen  sich  mehr  am 
Oden,  und  der  kriechende  Wurm  wird  auf  Manches  stossen, 
M-an  im  hohen  Fluge  grade  der  weiteste  Blick,  wftre  er  auch 
>ch  so  scharf,  nicht  besonders  haltet.  Aus  der  hohen  Vogel- 
Ji-spective  der  Geister  ersten  Ranges  werden  die  grossen  all- 
»neinen  Wahrheiten  und  Methoden  entdeckt  und  werden  die 
ichtungen  bezeichnel,  in  denen  das  Erkannte  weiter  anzuwenden 
U  Die  geringeren  Kräfte  und  die  Thätigkeiten  von  höchstens 
reitem  Range  sind  es  dann,  die  ausreichen,  um  unten  von  Fleck 
1  Fleck  zuzusehen,  was  sich  nach  jenen  höheren  Indicien  auf- 
(Oren  lasse.  Von  solcher  Art  war  beispielsweise  die  GatfSsische 
sfessung  mit  den  zweigliedrigen  Gleichungen;  denn  Lagranpe 
itte  erst  die  allgemeiue  Gleichungsmethode  schaffen  müssen, 
ich  welcher  die  fragliche  sehr  spedelie  Aufgabe  in  Angriff  ge- 
»mmen  wurde.  Bei  Legendre  war  nun  aber  noch  sichtbavlich 
sr  Vortheil  mit  im  Spiele,  den  die  Gewöhnung  an  völlig  indivi- 
uUieirte  Au%aben  mitsichbringt. 

Solche  individualisirte  Aufgaben  liegen  nicht  sowohl  im  Geiste 
!r  georaetrisclien  Methode  als  vielmehr  in  jener  Befassung  mit 
pisch  bestimmten  Gestaltungen,  wie  sie  ein  Erfordernisa  der 
gentlicfaen  Synthese,  d.  h.  des  Weges  vom  Einfachen  zum  Zu- 
mtnengesetzten  ist  Etwas  Anderes  ist  es,  die  allgemeinen 
esetze  des  Gleichgewichts  und  der  Theilchenanziehung  für  Körper 
lerhaupt  fonnuliren,  und  wiederum  etwas  Anderes,  diese  Ge- 
itae  auf  den  besondern  Fall  von  Kugeln  oder  auf  den  von  Ellip- 
liden  anwenden.  Wer  von  vornherein  gewöhnt  ist,  die  Probleme 
i  der  specialisirten  und  typisch  bestimmten  Gestalt  anzugreifen, 
ird  zwar  hiemit  nicht  gleich  die  höchste  Allgemeinheit  eireichen, 
ohl  aber  eher  als  auf  dem  andern  Wege  die  am  meisten 
larakteristischen  und  für  die  Anwendung  fruchtbaren  Satze  ge- 
innen.  Die  natürliche  Synthese,  mag  es  sich  nun  um  das  Gebiet 
9r  Geometrie  oder  das  der  Analysis  handeln,  geht  diesen  Weg 
I  allen  Zeiten,  und  es  ist  daher  keine  besondere  antike  Eigen- 
ait  gewesen,  wenn  immer  bei  der  Einzel gestalt  der  Aufgaben 
ngesetzt  und  zu  den  allgemeineren  Füllen  erst  nach  Eriedignng 
K  Einzeitypus  Übergegangen  wurde.  Wie  schon  oben  dargelegt, 
»nnte    der    erweiterte    Pythagoreische    Satz   erst    dem    einge- 
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schränkteren  folgen.  Aach  bleibt  er  grade  in  dieser  EiBBehiti- 
kung  für  alle  Zeit  die  typisdi  duurrnkteristisdie  WahAeity  ji  kn 
eine  individaelle  PhysioDomie,  die  in  seiBer  Erweitenmg  verim 
geht  Er  bleibt  in  seiner  ursprQnglichen  Beschränkung  stets  der 
einfache  Bestandtheil,  also  die  einfache  Wahrheit^  die  odi  kei 
der  Erweiterung  nur  in  der  Zusammensetzung  mit  andern  B^ 
menten  wiederfindet 

Nun  ist  bei  aller  Achtung  vor  der  modernen  Anihft 
namentlich  in  der  Gestalt,  die  ihr  Lagrange  g^eben  hat,  mä 
zu  verkennen,  dass  ihr  Zug  zur  um&ssenden  Allgemeinheit  niek 
immer  hinreichend  durch  die  Rücksicht  auf  besondere  Typee  nf* 
gewogen  wird.  In  dieser  Beziehung  ist  nun  nicht  etwa  blos  m 
den  Alten,  sondern  auch  von  solchen  Modernen  zu  lernen,  tt 
wie  HuyghenSy  die  Synthese  im  Sinne  typischer  Spetialanfiobe 
in  allen  Richtungen  am  bedeutendsten  vertreten  haben.  Ter 
heute  die  Fruchtbarkeit  der  in  der  fragliehen  Art  indi^idsd- 
sirenden  Methoden  erkennt,  wird,  gleichviel  ob  es  sich  am  G» 
metrie  oder  Analysis  handle,  auch  bei  geringeren  FäUj^nki 
eher  zu  Ergebnissen  gelangen,  als  wer  ausschliesslich  im  abstncta 
Rahmen  hochbelegener  Allgemeinheit^i  verbleibt  Eine  wt 
verseile  Fördemng  ist  aber  freilich  nur  durch  die  Vefbiate 
beider  Gesichtspunkte  möglich.  Jedoch  erklärt  sich  aus  nosatr 
Unterscheidung  und  Darl^rung,  wie  Legendre  und  Mathonsäff 
von  ähnlichem  Niveau  wenigstens  in  Einzelheiten  hier  und  da  n 
etwas  gelangen  konnten,  indem  sie  von  vomhemn  sozusagen  da 
elementaren  Weg  gingen,  d.  h.  die  ein&cheren  Specialgestiita 
der  Aufgaben  zum  Gegenstande  ihrer  Bemfthungen  machten. 

Hienach  haben  wir  in  Legendre  ein  Beispiel,  dass  die  Scholof 
in  jener  todten  Sprache  der  Geometrie  doch  noch  eine  Nebes- 
seite  hat,  die  für  das  Lebendige  einübt.  Diese  Nebenseite  ist  ; 
die  von  uns  gekennzeichnete  eigentliche  Synthese  und  hat  dikff  i 
mit  der  Geometrie  als  solcher  nichts  Wesentliches  zu  sdufe 
Der  Weg  von  einfacheren  Typen  zu  zusammengesetzteren  Gt* 
bilden  ist  überhaupt  der  natürlichste  und  zugleich  der  einiip 
wirklich  elementare.  Er  hat  für  die  Arithmetik  dieselbe  Gdtof 
wie  für  die  Geometrie,  wie  denn  auch  Euklides^  Elemente  nick 
ausschliesslich  geometrische  sind,  sondern  auch  gewisse  anf  & 
Zahlen  bezügliche  Lehren  enthalten.  Bei  Legendre  ist  es  b0 
allein  die  Geometrie,  deren  Elemente  er  in  seinem  Buche  di^ 
stellt    Der  Anachronismus  dieses  Buches  besteht  darin,  diss  t& 
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itiberb&upt  zuviel  reine  Geometrie  enthält.  Im  modernen  Sinne 
:ii  m&seen  die  Elemente  dev  Geometrie  wirklich  auf  die  nothwendigen 
a  Bestandtheile  rein  und  specißsch  geometrischer  Art  beschränkt 
^werden,  und  was  sieh  durch  Rechnung  erledigen  lässl,  muss  auch 
g  wirklich  auf  die  abstracteren  Rechnunpsmethoden  hezogen  und  mit 
j, deren  Hälfe  festgestellt  werden.  FUr  Letzteres  sind  die  Inhalts- 
bestimmungen und  Inhaltsvergleichungen  der  räumlichen  Gebilde 
^naheliegende  Beispiele.  Man  wird  sich  hier  principiell  auf  ein 
^  {»aar  geometrische  Anknüpfungspunkte  beschränken  und  im  Uebrigen 

.liiefat  blos  von  der  Arithmetik,  sondern  auch  von  der  allgemeinen 
Grössenanalysis  den  freisten  Gebrauch  machen.  Geschieht  dies 
nicht,  so  überwuchert  in  der  umständlichsten  und  unnutzesten 
Weise  die  unmittelbare  Geometrie,  wo  man  doch  mit  der  kürzeren 

und  durchsichtigeren   mittelbaren  Geometrie    auskommen   kann. 

Ein  solcher  geometrischer  Luxus  ist  nicht  blos  unwissenschaftlich, 
Jndem  er  das  Besondere  anschaulicher  Complicationen  an  Stelle 
des  Allgemeinen  rechnender  Schlüsse  walten  lässt,  sondern  auch 
^rade  für  den  Anfänger  eine  üble  Belastung. 

Angesichts  der  Weite  des  heut  zu  durchmessenden  mathe- 
matischen (iesammtgebiets  kann  nicht  mehr  die  in  den  ersten 
mntiken  Grundle^'ungen  vorheri'schende  Beschriinkung  auf  eine 
durch  Geometrie  vermittelte  Dai-stellung  niaassgebend  bleiben. 
IMe  höhere  Abstraction,  die  in  den  Rechnungsgesetzen  hen-scht, 
gestattet  Abkürzungen,  und   nicht  die  Anschaulichkeit  im  Sinne 

rftamlicher  Darstellung,  sondern  die  Individualisirung  im  Sinne 
"elementarer  und  daher  leicht  verständlicher  Type«  ist  das  Grund- 
'^^gesetz  einer  guten  Lehmi-t.     Von  räumlicher  Anschaulichkeit  ist 

nar  soviel  festzuhalten,  als  erfordert  wird,  um  alle  typischen 
^Gmndgebilde  zu  beherrschen.  Im  Uebrigen  ist  die  Rechnung 
-und    mit  ihr  jenes  eigentliche  Denken  am  Platze,  welches  die 

sinnlichen    Bilder  zur  Seite  lässt,    um  sich    durch   Vei-mittlung 

müderer  Zeichen  in  einer  weniger  mittelbaren  und  mehr  wirk- 
■Bamen  Weise  zu  bethiltigen  Man  hat  ober  das  Ei-forderniss  der 
if Anschaulichkeit  für  den  I'nterricht  die  unrichtigsten  Lehren  ver- 
«breitet;  man  hat  leichte  Fassbarkeit  mit  rilumliclier  Anschaulich- 

ik^t  verwechselt,  während  doch  nur  in  den  all  ereinfachsten  FAllen 

idas  Anschauliciie  aucii  zugleich  das  leicht  Fassliche  sein  kann. 
ülAllorfüngs  bedarf  man  auch  dev  rilumlichen  Anschauung  als  eines 
itanentbehrlicheu  Ausgangspunktes;  aber  es  folgt  hieraus  nicht. 
Alles  räumlich  anschaulich  werden  müsse.     Im  Gegentheil 
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ist  es  ein  Vorzup,  dass  sich  der  Verstaod  von  der  Gi 
blossen  Anschauung  bald  erheben  und  daDo  aof  ai 
bewegen  kann.  Elemente  der  Geometrie  sollt«!  di 
äusserst  concentnrt  ausfallen  und  immer  nur  unter 
von  Elementen  der  allgemeinen  Grössenanalysis,  also  in 
an  gewisse  arithmetische,  algebraische  und  analytücbe  Vi 
Setzungen,  entworfen  werden.  Dies  steht  keiaeswegs  derTi 
im  Wege,  dass.  wie  der  Weg  der  Geschichte  selbst 
einige  geometrische,  ganz  einfach  anschaalicbe  GnuicU<ktfi'< 
einer  ausgebildeten  Arithmetik  unabhüngig  sind  und  du  Vi 
an  arithmetischen  Einsiebten,  dessen  sie  bedQrfen, 
der  geometrischen  Darstellung  gleichsam  mitsichführen 
In  derartigen  letzten  Einfachheiten  ist  der  Ursproog 
kenntuiss  ein  gemeinsamer  und  findet  sich  die  riUUBltcte! 
schauung  mit  einem  unmittelbaren  und  anschaulJdMQ 
verbunden,  welches  an  und  mit  dieser  Anschauung  ohne 
bare  Unterscheidung  vollzogen  wird.  Die  Sondening 
sichtbar,  wenn  verwickeitere  Verhältnisse  in  Frage  komnHO; 
muss  sie  aber  auch  zu  einer  principiellen  Trennung  der 
Elemente  führen. 

ö.  Dem  Eutwicklungszuge  der  moderaeo  MaUional 
spricht  die  Bevorzugung  der  Elemente  der  Aiitbtnetik, 
und  Analysis.  In  der  That  ist  es  eine  Rüekständigkflit, 
den  Griechen  in  ihrem  classischen  Stadium,  fast 
im  Anschaulichen  zu  verbleiben  und  so  die  Geometrie 
gebenden  Grundlage  aller  übrigen  Mathematik  zu  nui 
künstlerische  Anlage  jenes  Volks,  venuöge  deren  das 
beson<lers  gepHegt  wurde,  mag  auch  ihren  Antheil  an  ji 
seitigkeit  gehabt  haben.  In  der  Technik  des  Rechnens  bhdt 
classisch  griechische  Periode  bei  den  ersten  kinderbafteo  to 
fangen,  und  die  Ueberlegenheit  der  Modernen  beruht  xu  (■■ 
grossen  Theil  darauf,  dass  sie  nicht  blos  die  indische  ZaH» 
handhabung,  sondern  überhaupt  das  abstracte  Op«rir«o  mit  ^ 
gemeinen  Grossen  selbständig  entwickelt  haben.  Trotnlcn  bfl 
das  griechische  Beispiel  für  den  allerersten  Unterricht  ii  <> 
eigentlichen  Mathematik  insofern  etwas  lehren,  als  es 
bei  der  heutigen  Sachlage  und  in  einem  gewissen  Hi 
stets  nützlich  sein  wird,  mit  sehr  concentrirten  ElemenMa  4t 
Geometrie  den  An&ng  zu  machen.  Man  wird  auf  die»  ^'i' 
wenigstens  eine  Gewöhnung  der  Phantasie  an  die  Hei.  ■ 
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{e&etzmässiger  rämolicher  Gebilde  erzielen  und  dem  unentwickelten 
äinn  des  Anfängers  grade  in  derjenigen  Richtung  eDtgegenkommen, 
n  welcher  die  Stammeeanlagen  der  modernen  Völker  von  Natur 
Un  wenigsten  leisten.  Es  ist  nicht  blos  die  Phantasie  nach  Art 
ier  Griechen,  sondern  überhaupt  jegliches  auf  Gestaltungskraft 
in^elegte  Vorstellungsvermögen,  dem  man  mit  der  ersten  Fin- 
tdhrung  in  gute  geometrische  Elemente  ein  wenig  zur  Ausbildung 
rerbelfen  kann-  Es  ist  sozusagen  das  Kinderstadium  derGeistes- 
Kguogen,  welches  eio  Anrecht  darauf  hat,  nach  dem  Vorbilde 
1er  weltgeschichtlichen  Entwicklung  der  ftlathematik  zuei-st  an 
len  ihm  wahlverwandten  Elementen  der  Geometrie  gefördert  zu 
Orden.  Die  altgemeine  Grössenanalysis  ist  eine  Abstrnction  von 
Ier  GattuDgsbe»timmtheit  der  verschiedenen  wirklich  vorhandenen 
trössen,  und  diejenige  Art  von  wirklichen  Grössen,  an  welche 
nerst  anzuknüpfen  ist,  findet  sich  eben  im  Gebiet  r&umlicher 
iebilde. 

Geht  man  hinter  die  eigentliche  Mathematik  zui-Dck,  so  findet 
nan  in  unserm  niedrigsten  Unterricht  als  Anfang  allerdings  das 
echnende  Element,  jedoch  nur  in  der  Form  äusserlicher  Ab- 
ichtung,  vertreten.  Das  Rechnen,  welches  in  den  Elementar- 
ichulen  mich  zum  Schreiben  und  Lesen  hinzukommt,  ist  wie  die 
»eiden  letzteren  ein  StUck  technischer  Kunstfertigkeit,  aber  that- 
Acblich  nie  eigentliches  und  giündliches  Wissen.  Die  Regeln 
1er  Operationen  werden  äusserlich  beigebracht ;  von  den  Gründen 
des  Hantirens  wird  aber  nichts  gelehrt.  Wäre  dem  anders,  wie 
•8  bei  einem  wirklich  guten  Elementarunterricht  sein  sollte,  so 
bildeten  die  Kiemente  des  Rechnens  zugleich  den  Anfang  der 
Ifethematik,  indem  sie  zu  concentrirten  Elementen  der  Arilh- 
nelik  wurden.  Alsdann  wäre  auch  die  Frage  nach  der  Rang- 
t^Uaog  der  geometrischen  Elemente  im  Unterricht  praktisch 
cftcht  zu  entscheiden.  Die  Elemente  der  Geometrie  hätten  neben- 
^r  zu  gehen  und  wären  Hand  in  Hand  mit  denen  der  Arith- 
^^Stik  derartig  darzustellen,  dass  sich  beide  gegenseitig  ergänzten, 
imeinit  erhielten  wir  wirkliche  Elemente  der  Mathematik,  und  es 
^me  jene  natürliche  Gangart  zu  ihrem  Recht,  vermöge  deren 
■an,  ehe  man  in  einer  ahstracteren  Weise  Schritte  thun  kann, 
erst  Ton  der  Betrachtung  bestimmterer  Grössen  zu  den  he- 

leo  ahstracteren  BegritTen  erhoben  haben  muss. 
Wenn  Geister  hohen  Ranges,  die  auf  den  Gipfeln  ihrer  Wissen- 
schöpferisch  vorgegangen  sind,  ihre  AufnierksAmkeit  auch 
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der  Darstellung  oder  Ldire  der  Elemente  zuwenden,  so  { 
dies  nicht  nur  die  Bedeutung  and  Wirksamkeit  soldier  1 
sondern  ist  auch  ein  Anzeichen,  daas  sieh  die  Wissensc 
ihren  Grundlagen  streng  zu  gestalten  und  ernsthaft  zu  cons: 
anfange.  Ein  erster  Versuch  unter  den  Neuem  ist  die  d 
geschriebene  Algebra  Eulers,  die  ursprünglich  zu  Petersbai 
in  zwei  Bänden  erschien  und  ihr  Dasein  der  Erblindoni 
Yerfassei-s  verdankte.  Sie  beginnt  mit  dem  elementarsten  B 
und  umfasst  das  Gebiet  der  Gleichungen  bis  zum  yierten 
sowie  die  Diophantische  Analysis.  Nach  dem  Tode  Eule 
nach  fast  einem  Menschenalter  fand  sich  ihr  Werth  in  de 
zösischen  Ausgabe  (Petersburg  1798)  durch  die  Hinzofoj 
Lagranges  erhöht,  welche  die  unbestimmte  Analysis  betraft 
selbst  den  Umfang  eines  Buchs  hatten.  Letztere  sind  a 
der  neuerdings  veranstalteten  Gresammtausgabe  der 
Laglanges  in  Band  VII  (1877)  zu  finden.  Bezüglich  Eolers 
Arbeit  ist  noch  heut  zu  sagen,  dass  sie  vor  dem  neusten  Misd 
von  LehrbUcheim,  der  durch  die  schlechten  modischen  Eii 
ungen,  namentlich  durch  das  Determinantenstroh,  aber  aud 
haupt  durch  die  Ungediegenheit  und  Nebelhaftigkeit  der  jü 
Epigonenmathematik  veiiinstaltet  ist,  trotz  des  Alters  entsche 
Vorzüge  hat.  Schon  in  unserer  dem  mechanischen  Werl 
gefügten  Anleitung  war  auf  die  vei-gessene  Algebra  Eule 
gi*ade  auch  für  Anfänger  noch  immer  schätzbares  Lehrwer 
merksam  gemacht.  Das  über  ein  Jahrhundert  alte  Bad 
aber  nur  aus  Bibliotheken  zu  haben.  Nun  ist  zu  Leipzig 
ein  billiger  Abdruck  erschienen,  indem  eine  populäre  Sanu 
von  allerlei  allgemeiner  Literatur  (die  Reclamsche  Unin 
bibliothek)  hiemit  auch  ein  mathematisches  Buch  au^non 
hat.  So  kann  sich  denn  Jedermann  für  die  Kleinigi^ 
achtzig  Pfennigen  Kenntniss  und,  wenn  er  nicht  im  ge« 
liehen  Sinne  Jedermann  ist,  sondern  nur  kritisch  zuseheü  i 
auch  von  den  Vorzügen  und  Mängeln  der  Eulei-schen  Art  i 
Weise  eine  eigne  Anschauung  verschaffen.  Jetzt  freilicli 
Angesichts  der  nachher  zu  besprechenden  Elementarwrt* 
Lagranges  die  Eulei-sche  Arbeit  in  die  zweite  Linie  gerücft  ^ 
hält  aber  als  Nebenhülfe  immerhin  ihren  Werth.  üeberdies  f^ 
es  ja  auch  früher  oder  später  dahin  kommen,  dass  der  *■• 
tare  Theil  unserer  neuen  Grundmittel  zu  weit  vollkommeiö^ 
Lehrbuchabfassungen  führe. 


|An  Neuem  ist  seit  jener  Eulerschen  Zeit  im  Gebiet  der 
mente  vor  unsem  Grundlefrungen  nichts  hinzugekommen,  und 
^e  Vermehiunpen  der  Wissenschaft  durch  und  seit  LaRrange, 
g^e  in  dem  Eulei-schen  Buch  nicht  enthalten  sind,  betretfen  nur 
«die  höchßteii  Gebiete  der  Gleichungstheorie,  bestehen  also  wesent- 
jjlich  in  nichts  weiter,  als  in  Lagranges  Schöpfung  der  Permutations- 
^Ugebra,  deren  Darstellung  auch  vom  Jahre  1770  datirt,  und  in 
^em,  was  mehr  als  ein  halbes  Jahrhundert  später  Abel  und  Galois 
;lber  die  LUsungsbedingungen  der  über  den  vierten  Grad  hinaus- 
lehenden  Gleichungen  feststellten.  Auch  kann  man  allenfalls 
■och  hieher  die  Entdeckung  des  Englitndei-a  .Tenard  rechnen, 
lor  ungefähr  zu  eben  jener  Zeit,  in  welcher  auch  Abel  und 
SaJois  thätig  gewesen  waren,  in  Erweiterung  der  alten  Tschirn- 
lausenschen  Methode  den  Weg  zeigte,  in  jeder  Gleichung  ausser 
lern  zweiten  und  dritten  Glied  auch  das  vierte  oder  das  fünfte 
a  entfernen,  womit  dann  auch  die  Gleichung  fünften  Grades  auf 
ine  dreigliediige  Form  gebracht  werden  konnte.  Dies  Alles  hat 
ber  nur  wesentliche  Anwendung  auf  die  höchsten  Gebiete  der 
iJgebra  und  geht  deren  Elemente,  wie  sie  bis  auf  Lagrange  und 
och  von  Lagrange,  ungeachtet  dessen  eigner  Entdeckungen,  ver- 
tanden  wurden,  unmittelbar  nichts  an.  Selbst  heute  ist  in  dieser 
taaeieliung  der  Begiilf  von  Elementen  der  Algebra  materiell  noch 
iclit  geftndert.  Eulei-s  Algebra  war  allerdings  etwas  breit  ge- 
halten, wie  alle  Bücher  dieses  bedeutenden  Mathematikers,  Zu 
'ieser  Breite  gehörte  aber  auch  eine  gewisse  Deutlichkeit,  die 
'Uen  Eulerschen  Schriften  eigen  ist.  Eine  ernsthafter  rationelle 
Denkweise,  Schäi-fe  und  Concentrirung  hndet  man  aber  erst  bei 
'*agrange,  unii  es  ist  daher  sehr  gut,  dass  dieser  Geist  ersten 
langes  seine  Oiiginatität  auch  in  einem  eignen  ElementarcursuB 
^ST  Arithmetik  und  Algebra  bethätigt  hat. 

Aeussere  Ursache  für  letzteren  wurden  die  Schöpfungen  der 
flUKizÖsischen  itevolution.  An  der  Normalschule  hielt  Lagrange 
cvviräge  über  Arithmetik  und  Algebra,  welche  stenographiit,  von 
CKX  durchgesehen  und  dann  stückweise  zerstreut  in  den  Bänden 
mr'  Säances  des  ecolea  normales  von  1795  vei-öffentlicht  wurden, 
i^  den  Kath  Lagranges,  den  man  um  ein  entsprechendes  Lehr- 
^^  anging,  wurden  sie  17  Jahie  spilter  im  Journal  der  poly- 
=AöiBchen  Schule  (7.  und  8.  Heft,  Band  II,  1M12)  wiederabge- 
Schliesslich  erschienen  sie  auch  neuerdings  unter  den 
mtwerken  Lagranges  im  schon  erwähnten  siebenten  Bande 


—    414    — 

(1877).    Die  Vernachlässigung  dieses  dem  Umfang  nach  kleisen, 

die  Elemente  nicht  blos  mit  Schärfe  und  Präcision,  sondern  asdi 

mit  Originalität  und  Geist  behandelnden  Werks,  welches  inzwisdn 

j:ar  nicht  zu  bekommen  gewesen  war,  würde  erstaunlich  sein,  wec 

es  nicht  überhaupt  die  Regel  wäre,  dass  in  der  Nutzbannacho: 

für  die  grössere  Zahl  der  Lernenden   grade   die  vorzüglichste 

Arbeiten  am  meisten  hinter  der  gemeinen  Fabrikwaare  znrtd- 

stehen  müssen   und   zunächst  immer   eine    lange  Zeit  hindmd 

unter  Unkraut  verdeckt  bleiben.  Glücklicherweise  können  so!* 

Arbeiten  ersten  Ranges  aber  auch  ein  hohes  Alter  erreichen,  o!» 

zu  veralten.   Von  jenen  Vorträgen  ist  dementsprechend  auehj« 

noch  eine  Uebersetzung  zeitgemäss  gewesen,  die  unter  demTiö! 

Lagranges    mathematische    ElementaiTorlesungen,    deutsch  n 

Niedennüller,  Leipzig  1880  erschienen  ist  und  deren  üeberset» 

kurz  vor  dem  Unternehmen  durch  unsere  Nach  Weisung  und  Chvü- 

teristik  mit  dieser  Arbeit  Lagranges  bekannt  gemacht  worden  vi: 

In  der  That  sind  diese  Le^ons    d'arithm^tiqne  et  falgct^ 

oder,  wie  man  sie  auch  weniger  passend  übei-schrieben  bat,  diei 

Elements  math^matiques  von  Lagrange  bis  heute  das  beste  lÄ- 

buch  über  den  Gegenstand.    Ausserdem  sind  sie  aber  auch  noi 

ein  Zeugniss  für  die  freie  mündliche  Auslassungsart  des  gn&s 

Mathematikers,  deren  ausgiebige  Natürlichkeit  die  Gangart  sii 

schöne  Ebenmässigkeit  seiner  Gedanken  noch  unmittelbarer  blkta 

lässt,  als  es  die   gleich  für  den  Druck   in    concentrirter  W« 

redigirten  Schriften  vermögen.    Allerdings  dehnte  Lagrange  fc 

Begriff  von  Elementen  der  Arithmetik  und  Algebra  nicht  irtte 

aus,  als  es  damals  üblich  war  und  es  auch   heute  noch  ist.  Er 

konnte  demgemäss  diesem  Buch  die  originalste  seiner  hieber e^ 

hörigen  Schöpfungen,  nämlich  die  Permutationsalgebra,  nicht  eiive^ 

leiben.  Auch  die  unbestimmte  Analysis  konnte  hienach  keine  Aa# 

rung  erfahren.   Im  Kreis  seiner  Stoffe  ist  das  Buch  aber  mustert^ 

und  von  einer  Gründlichkeit  und  Genauigkeit,  wie  sie  in  geoeiBB 

Lehrbüchern,  Compendien  und  Handbüchern  nicht  YorkomoML 

6.   Mit   den  bisherigen  Angaben  ist   an  Alles  erinnert,  ^ 

im  Bereich   der  Elemente,  sei  es  der  geometrischen  oder  der  il- 

gebraischen,  wirklich  hervorragt.    Wenn  die  Weltgeschidite  Iv 

Wissenschaft  nicht   Mehr  davon  producirt  hat,    so  stimmt  Ä 

mit  der  allgemeinen  Thatsache  überein,   dass   auch  auf  m^ 

Gebieten;  sei  es  des  Wissens,  der  Kunst  oder    des  pnktiscka 

Lebens,  die  grossen  Erscheinungen  jeder  Gattung  nur  in  gera? 


Rkgiger  Anzahl  anzutreffen  sind,  Nud  folgt  aber  aus  dieser 
Spftriichkeit  nicht  einmal,  dasa  sich  das  Ideal,  welches  man  auf- 
stellen kann,  erreicht  finde.  Das  Alterthum  ist  dem  in  seinem 
3«reich  deukhaien  Ideal  verhältnissmässip;  am  wenigsten  fern 
geblieben.  Es  hat  ein  hohes  Maass  von  Strenge  und  gystema- 
tisiroDg  erreicht,  wenn  es  auch  dabei  schliesslich  der  Ueber- 
scbulung  nicht  entgangen  ist  und  die  Natürlichkeit  der  Gedanken- 
wenduDgen  eingebUsst  hat.  Die  Modernen  dagegen  sind,  was  die 
"formelle  DarstelluDR  ihrer  Kenntnisse  anbetrifft,  zwar  bisweilen, 
wie  namentlich  im  Falle  Lagranges,  natürlicher,  im  Allgemeinen 
aber  noch  weit  zurück.  Umfassende  Elemente  der  Mathematik. 
'die  allen  Theilen  gerecht  würden  und  diese  zu  einem  folgerichtig 
Busammenbilngenden  System  verbänden,  dabei  aber  zugleich 
fundamentale  Strenge  obwalten  Hessen,  sind  ein  blosser  Wunsch, 
Oie  Anarchie  einer  massenhaften  Compendienliteratur,  betreife 
tie  die  einzelnen  Zweige  oder  handbuchmilssig  aufgestapelt  die 
^wohnlichen  InventarstUcke  des  Gesammtgebiets,  ist  kein  Ersatz 
HBr  ein  wohl  durchgearbeitetes  System.  Im  Gegentiieil  dient  sie 
J&KU.  die  grade  in  der  heutigen  Mathematik  herrschende  Ver- 
irimiDg  auch  in  die  Elemente  zu  tragen  und  dort  zu  vervielfältigen. 
Niemand  wird  heute  derartigen  Compendien  thatsfichlich 
zanz  entgehen;  denn  wo  sie  ihm  nicht  durch  die  Schule  auf- 
^enöthigt  werden,  wird  er  auch  im  Selbststudium  Einzelnes  davon 
l^werlich  vermeiden.  Sind  nUmlich  anch  im  laufenden  .Tahr- 
tiundert  bezüglich  der  Elemente  neue  und  erhebliche  Zusätze 
ntcbt  in  Frage,  so  hat  es  doch  an  Erfindung  neuer  Namen  für  alte 
IHnge  nicht  {gefehlt,  und  es  ist  ausserdem  auch  mit  der  Ein- 
ftthning  überflüssiger  technischer  Begriffe  von  gleichgültigem  Inhalt 
•sin  sehr  schädlicher  Luxus  getrieben  worden.  Nun  will  der  Neu- 
ling gemeiniglich  nicht  blos  die  Sprache,  sondern  auch  den  Jargon 
mler  Kreise  verstehen  lernen,  in  denen  er  sich  bewegt.  Hiedurch 
iwird  er  öfter  veranlasst,  dem  modisch  Verdorbenen,  welches  den 
f$cbein  der  Neuheit  für  sich  hat,  vor  dem  altem  Gediegenen 
9MJoe  Aufmerksamkeit  zuzuwenden.  Anch  Angesichts  der  besten 
.ibistruction  werden  solche  Abwege  nicht  ganz  unhetreten  bleiben, 
tmean  auch  freilich  alsdann  bei  den  bessern  Naturen  hinterher 
Midie  Einsicht  bestätigt  werden  wird,  dass  die  Befassung  mit  den 
Dieinbin  empfohlenen  Lehrbtichern  des  Tages  dem  Greifen  in 

i  Loostopf  gleicht,  der  lauter  Nieten  enthalt 
f  Bieoach  ist  ein  wirklich  guter  Cursus  der  gesanimten  Elemente 


ö¥r  JCrJbsaxanLi:  fci^  itiä  es  zx  ccälie»de  Angabe.  Mtg  <fieser 


■Ii:.-?w 


£e  axf  üiA  abzieka  und  um  ■He- 
yir^  i^j^iisüTL  iSi^  yOCiL  ;<cc  ^  StsdnüD  und  T^llte^idltKt^ 
:±.  veriexi  flirren.  Wai^  Tiir"A  sacJchcB  MtadeD  Geads* 
i=xr:<5i  1^:2.  r^  rra  TxC  ::2d  aach  nur  in  üntermistkiK 
2eü:'r^€^  ecispnxMn  vird,  so  ist  dies  immeriiioÄ 
Besgers-  z^  wird  anclft  in  der  unToIIkoiiiBaa 


.'VtT.^k.  aCT^ 


V«^  aZ^-  I-i-T«  i*:  sLiii  den  Be^nriff  der  Elemente  gej» 
vinir  iz  Tetcren  Uzfanz  ins  Auge  za  fiassen,  als  frtiier  k 
IkZ  i€iz  koanie.  In  aZec  ihren  Gebieten  hat  die  Mi^h*f»" 
Ekcr^te.  d.  r.  se  vefsc  eioen  Inbegriff  Ton  ein&chera  Ldm 
kuL  die  ^ch  bis  difiTn  «strecken,  wo  der  TerUUtiiisBBMl 
nsamciecresetzte  Gurakter  der  Angaben  onTerkennbar  ist  oi 
aas  Zveckr:«s6i«:keii&c7tJiden  in  einer  Abtrennung  anfMoi 
So  bat  t^ispielsveise  der  moderne  Hanptfactor  der  gxassüä 
Mathematik,  die  Rechnung  mit  dem  Vernnderlicfaen  und  Stetig 
auch  seine  einf^ä^rben  ElemeDtarbegriffe  and  elementaren  Hauptsüft 
die  sich  se:.r  wohl  Ton  den  üblichen  Ausfohrongen  eines  ä* 
gehenden  Cuisus  der  Idfferentia]-.  Integral-  und  Vamtwr 
rechnnn::  abtrennen  und  mit  den  herkömmlichen  Elementen  dff 
Sfi^nannten  niedem  Mathematik  Tereinigen  lassen.  Nicht  mk 
möglich,  wenn  auch  weniger  wichtig,  ist  die  Entnahme  ein^ 
Grundlehren  der  Zahlentheorie  im  heutigen  engern  Sinne  dkes 
Wort»,  um  in  den  Dementen  die  einfachsten  Eigenschaften  der ZiUa 
doch  nicht  mehr  zu  vernachlässigen  als  die  der  Figuren.  Seki 
der  Elementargeometrie  muss  es  auch  eine  abgesonderte  Elemefitff- 
zahlenlehre  geben,  die  nicht  mit  der  rechnenden  Arithmetik  oder 
Algebra  zu  verwechseln  ist;  ja  bei  Euklides  selbst  fand  sichgnk 
hievon,  wenigstens  im  antiken  Sinne,  schon  etwas,  wozu  nameötfti 
der  Begriff  der  geometrischen  Incommenstirabilität  genötiiigt  kittt 

Die  in  den  erwähnten  Beispielen  angedeuteten  Ausdc^ioitt 
eines  Cursus  der  Elemente  werden  sich  je  nach  dem  Stande  vi 
Umfang  der  verschiedenen  mathematischen  Disdplinen  vervi^ 
faltigen.  Gewinnt  eine  derselben,  wie  etwa  die  Geometrie  > 
vei*schiedenartigen  Projectionen,  neue  Mittel  und  Ansat^nakte. 
so  müssen  auch  die  Anfänge  der  letzteren  und  zwar  mit  des  ib 
meisten  charakteristischen  Fundamentalwahrheiten  in  die  Eleoeite 
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aufgeDöuimen  werden.     Monges  Gebrauch  jener  doppelten  Pro- 
jection,  vennöge  deren  er  die  beschreibende  oder,  wie  man  auch 

*  sagt,  darstellende  Geometrie  schuf,  ist  ein  geometrisches  Grund- 
'  mittel  von  schon  an  sich  elementarem  Charakter  und  daher  um 

*  so  leichter  in  eisen  Elementarcursus  aufzunehmen.  Mehr  Schwierig- 
^  beiten  bietet  schon  die  centrale  Projection,  wo  sie  als  allgemeines 
"  Mittel  der  geometrischen  Untersuchung  aufgetreten  ist.  Diese 
''  BOgenannte  projectivische  Geometrie,  die  man  früher  ziemlich  un- 
°  passend  die  moderne  synthetische  nannte,  und  für  die  das  re- 
'  prAsentirende  Hauptwerk  noch  immer  der  Ponceletscbe  Tractat 

Ton  den  projectiven  Eigenschaften  der  Figuren  geblieben  ist, 
-  leidet  in  ihrer  bisherigen,  namentlich  aber  ihrer  späteren  Ge- 
'  staltung  an  dem  Bestreben,  ihrem  äussei'st  beschränkten  neuen 
Mittel  allzuviel  unterzuordnen  oder  vielmehr  unterzuzwängen. 
I  Die  Unnatur  der  Behandlungsart,  die  neuerdings  aus  jenem  Fehler 
■  erwachsen  ist,  hat  das  Gebiet  ziemlich  verzwickt  werden  lassen. 
'■  £s  wird  daher  ei'st  eine  Kritik  und  eine  Zurückführung  der  pro- 
I  jectiven  Methoden  auf  deren  natürliches  Gebiet  erforderlich  sein, 
I  ehe  dieser  neue  Ausläufer  der  Geometrie  diejenige  Gestall  an- 
nebmen  und  in  demjenigen  Licht  erscheinen  kann,  in  welchem  er 
'  fttr  die  Gesammtelemente  der  Mathematik  etwas  zugleich  Ein- 
laches, Klares  und  Nützliches  unmittelbar  sichtbar  macht  Wir 
werden  auf  diese  Arten  Geometrie  in  einem  besondern  Capitel 
1  nirüchkommen,  um  dort,  ganz  abgesehen  von  den  Elementen, 
den  verhältnissmässigen  Nutzen,  aber  auch  die  Nachtheile  kennt- 
iBch  zu  machen,  welche  jene  neuen  geometrischen  Methoden  für 
r  die  Matliematik  gehabt  haben.  Hier  sei  nur  vorweggenommen, 
I  dass  diese  Methoden  in  Vergleichung  mit  den  mächtigen  Mitteln 
^  Ser  alteren,  noch  gesunden  uud  naturgemäss  gehandhabten  Ana- 
^{ysis  nur  als  subalterne  Ei-scheinungen  angesetien  werden  können, 
I  veno  sie  auch  immerhin  eine  Gegengabe  gegen  das  Gift  bildeten, 
I  Ifelches  in  dem  gedankenlosen  und  seine  realen  Ansatzpunkte 
I  Ternachliiasigenden  Gebrauch  der  Analysis  Ing.  Wo  also  centrale 
i,Pn>jectioneu  und  sogenannte  Strahlenbüschel  in  die  Elemente  als 
yllVerliflltnissmäBsig  einfache  Mittel  zu  gewissen  geometrischen  TJnter- 
«Hcbungen  aufgenommen  werden  sollen,  da  hat  man  besonders 
darauf  zu  achten,  dass  der  enge  Bezirk  naturlicher  Anwendungen 
solcher  Mittel  in  seiner  nicht  hlos  Ihatsftchlichen,  sondern  auch 
nothwendigen  Beschr&nktlieit  sichtbar  werde.  Die  projectiven 
j^ttel  bilden  einen  Bestandlheil,  ja  eifientlich  nur  ein  paar  ein- 


zelne  Wendungen  in  dem  Gesaromtsysteiu  vou  Opcratim«.  ä 
deren  Hülfe  geometrische  Wahrheiten  zu  Tage  geftnlöt  ni 
wiesen    werden.     Hieraus  folgt   nun    auch    eine 
Stellun<:  ihrer  Ausgangspunkte  in  den  Klementen  derMitboi 

7.  Ein  solrher  Mustercursus  der  nmtheniatischea  Qn 
Vfie  wir  ihn  im  Sinne  haben,  kann  an  verhä]tnissinä5£i^E 
und  Bündigkeit  auch  die  besten  früheren,  mehr  oder  ■ 
partiell  eingeschränkten  Darstellungen  UbeKreffen.  Ei 
wesentlich  auf  Geometrie  und  Lagranges  wesenüicb  uf  Al| 
gerichtete  Elemente  erschöpften  zaganiTnen  noch  keioeiTe^ 
seit  lier  neusten  Zeit  herkömmliche  Elementai^ebJet ;  i 
ebene  und  die  sphärische  Trigonometrie  und  die  Anllosi 
analytischen  Geometrie,  die  man  allenfalls  sclioa  am  Er«« 
an  der  Kugel  lehren  kann,  wollen  auch  berUcksichügt  sau 
stituirt  man,  was  sich  freilich  in  der  Vergleichung  der  !& 
komisch  ausnimmt,  aber  des  Stoffes  wegen  unveim eidlich  'dt, 
Elementen  Euklids  in  manchen  Beziehungen  die  Elemealt 
Geometrie  von  Legendre,  so  hat  man  einige  moderne  Lehreni 
aber  auch  noch  nicht  Alles.  Namentlich  fehlen  alsdana  n 
eingeschränkten  Elemente  der  analytischen  Geometrie,  dit 
Übrigens  mindestens  auf  alle  Ke^elsciinitte ,  ja  am  besb 
auf  die  Haupttypen  der  Flüchen  zweiten  Grades  hd« 
wenn  sie  praktisch  etwas  bedeuten  und  nicht  eine  1 
rüstung  bleiben  sollen.  Ist  aber  einmal  das  Gebiet  der  i 
liehen  Gebilde  zweiten  Grades  betreten,  so  sieht  man  i 
warum  blos  in  der  Algebra  die  allgemeine  Behandlii^ 
zweiten  Grades  etwas  ganz  Elementares  sein,  in  der  Uta 
aber  als  höherbelegen  und  als  zusammengesetzter  gelten  a 

Offenbar  ist   nur  die   Unbestimmtheit    oder,    was  dl 
heisst,    die   Veränderlichkeit  der  Grössen,    die    sowohl  f 
Algebra  als  in  der  Geometrie  elementar  in    Anschlag  it 
muss,    daran   schuld,    wenn   man  die  entsprochende  Coo« 
nicht  zieht.    Die  einfachem  Diophan tischen  Gleichungen  p 
in  die  Elementaralgebra,  und  zu  ihr  rouss  sich  eine  Eleo 
analysis  gesellen,    welche  die  Gebilde  zweiten  Grades  initi 
rentialen,  Integralen  und  Variationen  behandeln  lehrt. 
wird  auch  die  HalhwUchsigkeit  der  üblichen  BeliaadJ 
lytischen  Geometrie  vermieden ,  deren  Abgrenzung  ) 
Disciplin  auch  heute  noch  vorherrschend  darauf  bei 
sich    einseitig  als  blosse  gemeine  Algebra   der  GeomeilU 


>  aimint  und  detngemäss  a]le  Au^aben  ausschlieset,  fUr  nelche  die 
I  Bechnung  mit  den  Veränderlichen,  namentlirh  aber  das  Integriren, 
I  erforderlich  ist.  Es  ist  dies  eine  bizane  Trennung,  die  daher 
t  «och  nirgend  verfehlt  hat,  zu  pelegentlichen  Ineonsequenzen, 
s  4.  h,  zur  Einmischung  vereinzelter  Abweichungen  zu  ffiln-en. 
»Wie  komisch  wäre  es  beispielsweise,  sich  eine  analytische  Me- 
itbsDik  in  jener  Beschränkung  der  analytischen  Geometrie  iiuf 
tfifotn  al(:ebraisch  behandelbare  Beziehungen  denken  zu  wollen  1 
)c£ntschlies8t  man  sich,  das  nicht  zu  trennen,  was  natürlich  zu- 
i:  sammensehiürt,  so  wird  man  die  analytische  Behandlung  des  Geo- 
iwetrischen  sofort  in  den  Elementen  so  verstehen,  dass  man  da- 
bei alle  einfachen  analytischen  Grundmittel  insgesammt  zur  An- 
wendung bringt. 

Jedenfalls  stimmt  es  auch  schon  zur  heutigen  Bemessung 
^er  Elemente,  die  Kreisfunctionen ,  die  man  nur  trigonometrisch 
«infOhrt,  in  erweiterten  Elementen  auch  analytisch  zu  behandeln 
«nnd  aus  der  Umkehrung  von  Ereisintegialen  hervorgehen  zu 
lassen.  Man  hat  hiebei  beispielsweise  auch  noch  den  Vortheil, 
«die  moderne  Ableitung  des  Verhältnisses  von  Kreisdurchmesser 
pxtA  Kreisumfang  in  gehöriger  Weise  geben  und  die  unnützen 
DmBtändlichkeiten  vermeiden  zu  können,  welche  nach  Archi- 
nedischer  Art  die  Berechnung  der  die  Kreislinie  einschliessenden 
und  sich  ihr  unbeschrftnkt  nähernden  Polygone  mitsichbringt, 
IJeberhaupt  wird  viel  directe  Geometrie,  die  trotzdem  mit  Be- 
'recbnungen  gemischt  ist,  in  Wegfall  kommen,  so  dass  dem  rech- 
aemden  Factor  sein  voller  Antheil  wird  und  der  ausschliesslich 
'j;eometri^che  Bestandtheil  auf  die  nothwendigen  Ansatzpunkte 
'mgewiesen  bleibt  Denkt  man  sich  überdies  die  ei-sten  Prin- 
^ipien  und  Fälle  der  Analyais  des  Veränderlichen  fiberall  in  die 
^iHgemeinen  Elemente  der  Mathematik  hineingearbeitet,  so  werden 
'' jeispielsweise  auch  die  in  der  heutigen  Stereometrie  vorkommen- 
^n  Berechnungen  zugleich  abstracter,  einfacher  und  Qbersicht- 
'"'icher  vollzogen  werden  können,  und  es  wird  überhaupt  in  allen 
''^irei^en,  namentlich  aber  auch  in  der  Trigonometrie,  durch  die 
'^SeibUlfe  der  AnaJysis  an  geometrischen  ZurUstungen  gespart 
~  ferden.  Diese  geometrischen  ZurDstungen  auf  ein  geringstes 
~VaASS  zurückzuführen,  diesem  nothwendigen  Maass  aber  dann  auch 
S'vii]  volles  Recht  wideifahren  und  hier  die  Anschaulichkeit  ge- 
ling walte»  zu  laasen,  ist  Angesichts  des  moderuen  Zu!<tandeH 
^far   Mathematik   ein  Krfonlemiss  strenger  Wissenschaftlich  keit. 


Fm'rn    ä^n  kiam.    wie   sAom  oben  baaeril 
strjR  Tiii  Bbinäs  seri.  mawS^g  deren  za  nniTer^  P' 
eurSL  X2ii    u  Assincixuire  a&er   Gebiete   einsdilieaBesta 


E^me^^ät    äer    IrisimjKstMaeBaink    kein    grösserer  Ila1Imc^ 
5:r«r:  wtri.    li*  »r  frfe*r  Sr  <ße  besrhranktcr  geüssstenä 


Ar:  Tsa  Cc^cazrrws^  viiti  im  Interesse  des  Cotfr 
r:-!^ts  ^zii  t-fr  Klrzsir  fzzer  inaiendei :  denn  in  don  Mnft 
iz.  w^-s^n  »  ^yiirsies.  S<cde  seh  extensiT  gehäuft  Uki 
zi^sse^  13Ä  »  $:pr=:-si3e&  Kilfte  and  Mittel  gesteigert  icrk 
^  zn.'iKs.r  n  ':<f*ri2^2s»c  Ghächgflltige  Ansspimmngei  vi 
:<exe  Brect^cctzkÄes  snd  hier  nicht  am  Platze.  Im  Gefli' 
:is5   zisx  bsccMs   dAnaf  Bedacht  senommeo  wflidEi 


imacer  ^cr  üe  »ir^kteütsf^hen  Wahrheiten  rem  bestiaitr 
zsäiTidaeDer  Pbräropide  Ty^zatneen,  die  sleichgttltigeD  ai 
«eir;iBdimi  Bezf^^^s^«^  iher  «Yszalassen.  Mit  letzteren  drisd 
man  dodt  =ur  leeres  Stroi.  würaid  die  ersteren  znr  Fniditai 
zur  Herrjcijf:  tber  illes  Uebriee  Terhelfen.  was  aach  tn  Wdf 
heitea  einer  afMen  (rniBang  unter  Umständen  in  Frage  kooBB 
maz.  Für  die  Axisvahl  d«-  charakteristischen  Sätze  ist  bbI 
den»  xiAtöTi:.-^  Mirkirthest  in  der  Geschichte  der  WismMi 
ein  erster  uni  iasserScber  Wegweiser:  jedoch  können  di« 
Fingerzeige  n:  :ht  d>e  letzte  Instanz  bilden «  und  namentlick  iM 
sieb  fuT  die  Beireise  ier  Wahrheiten  der  Typus  Tiel&ch  ii  * 
Richrang  acf  das  Absrnctere  ändern.  Hieher  gehört  hasfi^ 
weise  die  Ton  uns  sohon  mehrfach  herrorgehobene  KoÜiwaiF 
keit.  das  nnmiitelbar  Geometrische  in  grosserem  MaisBedK^ 
den  rechnenden  Factor  zu  ersetzen.  Dieses  Ersatzprinc^  f 
auch  zur  Abänderung  mancher  geschichtlich  herkömmlidier  B^ 
weise  fuhren.  Kürze  und  Einfichheit  der  Beweise  bemeesen  ü 
aber  nach  der  Anzahl  und  nach  der  natüriichen  BeschafB^ 
der  Mittelglieder.  Stets  muss  es  in  jeglichem  FnU  f&r  eine  Wib' 
heit  einen  Beweis  geben,  der  unter  all«i  mögliehen  der  klM> 
und  natürlichste  ist.  Die  Einschaltung  Ton  Mittelbegrififen  ist  f 
Oberhaupt  nur  dazu  erforderlich,  um  zu  den  unmittelbarem B*' 
sichten,  d.  h.  zu  den  Auomen  oder  im  Zusammenhange  i^ 
Systems  zu  bereits  bewiesenen  Sätzen  zu  gelangen. 

Grade  im  System  der  Elemente  muss  Alles  ^  was  nickt  n- 
mittelbare  Einsicht,  also  nicht  Axiom  ist,  auch  wirklich  befiofli 
werden.    Sonst  ist  keine  ZurückfUirung  auf  das  Einfochste  0' 
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mithin  keine  volle  Strenge  vorhanden.  So  versteht  sich  der  Satz, 
daes  sich  in  einem  Product  die  Factoren  vertauschen  lassen,  ohne 
du  Ergebniss  an  Einheiten  zu  andern,  keineswegs  von  selbst. 
^Jedoch  beweist  man  ihn  heute  nur  bei  dem  Eingang  in  eines 
_,der  jetzt  für  hoch  geltenden  Gebiete,  nämlicb  unter  den  ersten 
FuDdamentalsätzen  der  Zahlentheotie.  Auch  gerftth  der  übliche 
Beweis,  sobald  mit  den  Raumdimensiunen  die  gewöhnlichen  ver- 
"tnschaulichenden  Wendungen  als  ei-schöpft  gelten  und  eine 
'grössere  Factorenzabl  in  Frage  kommt,  allerdings  zu  compliciit 
Osd  unnatürlich,  um  sich  für  echte  Elemente  zu  empfehlen.  In 
'«olchen  Fällen  nun  muss  man  Rath  schallen  und  die  Sachlage 
.dadurch  verbessern,  dass  man  echt  elementare  Beweise  aufeucht. 
Was  jenes  Beispiel  von  der  Vertauschbarkeit  der  Factoren 
^BnbetiiiTt ,  so  haben  wir  gefunden,  dass  eine  einzige  lineare 
Dimension  oder  vielmehr  eine  einzige  Reihe  genügt,  um  die 
^Verschiedenheit  des  Operirens  hei  der  Vertauschung  noch  so 
Tieler  Factoren  als  für  das  Ergebniss  gleichgültig  zu  erweisen. 
Ea  ist  nAmlich  nichts  Anderes  darzuthun,  als  dass  die  Gesammt- 
«Üil  aller  Einheiten  immer  dieselbe  bleibt,  gleichviel  in  welchen 
-Abschnitten  und  Gruppen  und  nach  welcher  Reihenfolge  man  die 
^nzelnen  zusammenfasst  Zunächst  stellt  man  die  Einheitsgruppe 
'ies  Multipltcandus  als  Ueihe  liin  und  wiederholt  diese  Gruppe 
'üei  Fortsetzung  der  Reihe  so  oft,  als  der  Moltiplicator  Einheiten 
anthält:  dann  verfährt  man  mit  der  combinatonschen  Gesammt- 
^ruppe  auf  dieselbe  Weise,  indem  man  sie  so  oft  wiederholt,  als 
^r  dritte  Factor  Einheiten  enthält  u.  s.  f.  ohne  irgend  welche 
«Beschränkung.  Schliesslich  zeigt  man,  und  dies  ist  der  Nerv  des 
r^weises.  dass  sich  die  Gesanimtmenge  der  Einheiten  in  den  ver- 
r^ichiedensten  Weisen  abzahlen  lässt.  Man  kann  beispielsweise  aus 
K^er  einen  Gruppe,  statt  alle  Einheiten  hintereinander  zusammenzu- 
^gBBOD,  nur  die  erste  nehmen,  dann  in  den  Wiederholungen  der 
93ruppe  auch  jedesmal  die  ei'ste  Einheit  hinzufügen,  bis  man  mit 
r^illen  Wiederholungen  der  Gruppe  fertig  ist,  dann  mit  den  zweiten 
.^Btnbeiten  ebenso  verfahren  u.  s,  w.,  wodurch  man  bereits  eine 
.«Abänderung  der  Üperatiou  im  Sinne  der  Vertauschung  von  zwei 
JfaxUn-en  erreicht.  Vornehm  ausgedruckt,  heisst  dies,  die  Art 
der  Synthese  der  Einheiten  hat  sich  geändert,  aber  die  Anzahl 
^oleibt  dabei  identisch.  Allerdings  erfordert  es  einige  Abstractioii, 
JlBii  verschiedenen  Gang,  den  mau  in  der  Reihe  nimmt,  im  Falle 
•- iUufung  der  Factoren  sich  regelrecht  vorstellig  zu  machen; 
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aber  eigentliche  Schwierigkeit«  and  UngleichartigkeiteD  in  d6rB^ 
weisart  treten  nicht  dn.  Auch  versteht  sich ,  dass  die  hier  » 
gebene  Skizze  nicht  den  vollen  elementaren  Beweis  vertiitt,  iff 
weitläufiger  ausfallen  muss,  dafür  aber  auch  die  Holfe  bestiiDK 
Schemata  und  Zahlen  nicht  entbehrt. 

8.  Gestaltet  man  in  der  angedeuteten  Art  die  Beweise  ■ 
und  erfindet  man,  wo  es  die  veränderte  Gangart  erfordert,  (i- 
sprechende  nene,  so  wird  ein  solcher  moderner  Gmndbttk 
Mathematik  weit  mehr  naturgemäss  aasfallen  und  bei  verliiltBE- 
mässiger  Kürze  mehr  Einfachheit ,  Strenge ,  ja  SchOnhd  k 
Form  zeigen  können,  als  bei  Euklides.  Wir  dttrfen  nftmlickv 
vergessen ,  dass  die  Euklidischen  Elemente  im  Bereich  k 
Alexandrinischen  Gelehrtenstalles  entstanden  sind,  und  dis  ui 
hierauf  die  ZQge  der  Unnatur  zu  verrechnen  sind ,  dordi  iriä 
sie  sich  nicht  minder  auszeichnen,  als  durch  die  Schärfe,  Ae  to 
Ueberlieferung  von  einem  bessern  Ursprung  her  und  aus  Mfls 
Kreisen  zu  verdanken  war.  Voraussichtlich  hat  die  motai 
Welt  kein  ähnliches  Schicksal  wie  die  antike  zu  gewiiti^ 
sondern  im  Gegentheil  Chancen  gesteigerter  Emandpatioi.  i 
wird  daher  auch  schwerlich  unser  installirtes  Gelehrtenthu  Ä 
welches  auf  Grund  seiner  universitären  Bestallungen  dn  f^ 
langen  dürfte,  den  fraglichen  Grundbau  in  Entreprise  zu  erhalta 
Das  verlehrte  Pfuschwerk,  welches  gemeiniglich  bei  so  et<< 
herauskommt,  würde  sich  auf  die  Dauer  nicht  behaupten  könA 
und  da  an  eine  gänzliche  Unterdrückung  der  freieren  NatD^ 
und  Kreise  in  der  modernen  Welt  nicht  zu  denken  ist,  so  dbfc  I 
auch  kein  Stallgelehrter  einst  gleich  den  Würmern  der  Ei^  1 
früheren  bessern  Lebens  werden  und  etwa  die  Hinteritf*'  1 
Schäften  edlerer  Geister  in  seiner  Weise  zu  verzehren  bekoBO^  1 
Der  Stil ,  in  welchem  der  Bau  der  modernen  Mathematik  iD*  1 
auszuführen  ist,  kann  ohnehin  nur  ein  freier,  natOrlicher «1 
edler  sein ;  denn  anders  sind  die  umfassende»  MatmalMi  b 
keiner  ebenmässigen  Gestalt  zu  vereinigen.  Die  Aufgabe  a^ 
daher  gut  gelöst  werden  oder  aber  kläglich  scbeitmi  ^ 
dieser  Sachverhalt  mag  eine  Beruhigung  für  dicijenigen  mrii^ 
welche  in  den  Fall  kommen,  auf  das  Zid  mit  Vorberdttff* 
hinzuarbeiten. 

Ehe  die  Elemente  der  gesammten  Mathematik  jenes  Unl 
von  Vollständigkeit  und  allseitiger  Durchsichtigkeit  ermto 
welches  wir  durch  einige  Züige  gekeans^chnet  haben, 
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%rßt  die  Grundlagen  der  specifisch  modei-nen  Mathematik  völlig 
Hn  Ordnung  gebracht  sein.  Nun  bedenke  man  den  dürftigen 
'Sustand,  in  welchem  sich  biBher  die  Recheuschaften  vom  Nega- 
tiven, vom  Imaginären,  vom  Unendlichen  uod  von  dem  befunden 
haben,  was  wir  Zeichenwerthigkeit  nennen,  so  wird  man  er- 
fmessen,  dass  schon  um  dieser  fundamentalen  Mängel  und  Lücken 
cWillen  klare  und  strenge  Elemente  der  mademen  Mathematik 
fbia  jetzt  eine  Unmöglichkeit  bleiben  mussten.  Mindestens  das, 
iwas  in  unsern  ersten  drei  Capiteln  an  Gnindlehren  auseinander- 
gesetzt ist,  kann  nicht  umgangen  werden,  wenn  ein  hest-erer  Kle- 
nnentarcursus  zu  Stande  kommen  soll.  Aber  auch  die  allgemeinen 
fBeslandtheile  unserer  weiteren  Ausführungen  werden  erforderlich, 
sobald  man  die  Elemente  so  einrichten  will,  dass  sich  an  sie  das 
Gesammtsystem  der  hohem  Mathematik  gleichartig  anschliessen 
und  einfach  eine  Fortsetzung  derselben  bilden  kann. 

Bezüglich  der  Behandlung  der  Algebra  liefert  unsere  Wer- 
thigkeitsrechnuDg  ein  Mittel,  grade  im  Bereich  der  Elemente, 
d.  h.  bis  zu  den  Gleichungen  vierten  Grades,  oder  mit  andern 
"Worten,  für  die  algebraisch  allgemein  auflösbaren  Gleichungen 
.  eine  geregelte  Methode  an  Stelle  der  bisherigen  Zurälligkeiten 
iUnd  Kunstgritfe  einzuführen.  Der  Elementaruntemcht,  wie  er 
(jetzt  noch  beschaffen  ist,  könnte  höchstens  wegen  der  Schlösse 
auf  die  Wurzelform  in  Verlegenheit  gerathen.  Aber  auch  im 
Hinblick  hierauf  und  bis  sich  der  Elementjircursus  auch  in  dieser 
Hinsicht  vervollkommnet  hat,  wäre  es  immer  noch  besser,  die 
unmittelbare  Aufstellung  der  Wurzelform  als  einen  einzigen  un- 
notivirten  KunstgritT  zu  benutzen,  statt,  wie  bisher,  vielerlei 
Kunstgiiffe  im  Gange  des  Verfahrens  zu  häufen.  Unsere  neue 
Methode  will  nicht  blos  an  sich  selbst,  sondern  auch  in  Be- 
ziehung auf  die  Verbesserung  des  Untenichts  gewürdigt  sein. 
Es  gehört  zu  ihren  Vorzügen,  dass  sie  zwei  Stufen  einer  solchen 
Verbesserung  mitsichbiingt,  erstens  provisorisch  die  Ersetzung 
Ton  allerlei  zufälligen  Eunstgiilfen  durch  das  Ausgehen  von  der 
Wurzelform ,  und  zweitens  definitiv  die  Einfühmng  solcher  Be- 
trachtungen und  Schlussweisen,  sowie  einer  solchen  Gangart  in 
die  allgemeinen  Elemente  der  Mathematik,  dass  hiedurch  auch 
dem  Anfänger  eine  strenge  Ableitung  der  Jedesmal  erforderliehen 
Wurzelfonn  zu  etwas  Geläufigem  werden  kann.  Bei  einer  zweck- 
mässigen Gangart  und  wirklichen  Synthese  darf  es,  wie  wir  schon 
froher  bemerkt  haben,    freilich   nicht  scholastisch    rubrikenl 
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hergehen.  Man  wird  selbstverständlich  die  Gleichungen  nreita 
Grades  auch  nach  unserer  Methode  eher  behandeln,  als  man  aä 
auf  Sätze  der  allgemeinen  Gleichungstheorie  einlässt  Wohl  ibe; 
werden  letztere  zweckmässigerweise  den  algebraischen  LösoBfs 
der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  vorangehen. 

Hiemit  ist  ersichtlich,  dass  man  auch  von  der  angemeim 
Gleichungstheorie  eigentliche  Elemente  abzusondern  und  in  am 
Elementarcui-sus  aufzunehmen  hat.  Das  höhere  Gebiet  grenit^ 
alsdann  methodisch  auf  eine  natürliche  Weise  ab ,  indem  es  ä 
beginnt,  wo  die  Einfügung  der  Lagi*angeschen  Permntttia' 
algebra  in  den  Rahmen  der  früheren ,  im  höheren  Sinne  ixt 
Worts  mehr  elementaren  Verfahrungsarten  noihwendig  iH 
Demgemäss  ist  grade  die  Skizze  in  unserem  sechsten  CipM 
auch  heute  schon  geeignet;  die  Grundlage  fQr  elementare  Ae- 
führungen  zu  bilden ,  durch  welche  die  Gleichungen  Vß  m 
vieiten  Grade  nach  einer  einfachen,  gleichmässigen  und  rö 
algebraischen  Methode  in  strengster  Weise  und  mit  genansur 
Berücksichtigung  der  Werthigkeiten  erledigt  werden.  Anch  w^ 
steht  sich ,  dass  es  leicht  ist,  dieselbe  Methode  unmittelbar  ä 
Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  anzuwenden,  sowdtiff 
durch  die  Combination  resultirende  Grad  den  vierten,  d.liÄ 
Grenzen  der  allgemeinen  algebraischen  Lösbarkeit,  nicht  ttbfr 
schreitet.  Eine  Verbindung  von  zwei  Gleichungen  zweiten  Gnfc 
mit  zwei  Unbekannten  wäre  hier  der  entscheidende  Typos,  ei 
man  hätte  in  diesem  Fall  von  vornherein  die  Wnrzelform  vicrta 
Grades  einzusetzen.  Jedoch  würde  eine  solche  Ausdehnung  f 
dazu  dienen,  die  Allgemeinheit  der  Methode  zu  zeigen.  Inda 
meisten  Fällen  aber  wird  man  die  Gleichungen  mit  mefcw« 
Unbekannten  erst  durch  die  gewöhnliche  Elimination  anfaa« 
mit  einer  Unbekannten  zuiUckfühi-en. 

Wollten  wir  hier  auf  alle  Theile  der  mathematischen  B^ 
mente  in  dem  gekennzeichneten  umfassenderen  Sinne  des  Wirt 
eingehen ,  so  müssten  wir  allerlei  vorwegnehmen  ^  was  dem  Hff* 
kommen  entsprechend  vom  Leser  eher  im  nächsten  Capitdtt 
der  Erörterung  eines  Cui-sus  der  hohem  Mathematik  gewiitkt 
wird.  Obwohl  es  daher  beispielsweise  zweckmässig  ist,  den  Be* 
griff  eines  unbeschränktkleinen  Zuwachses  und  das  äsM^ 
Rechnen  mit  einem  solchen  schon  in  die  herkömmlichen  ElenKste 
aufzunehmen  und  namentlich  bei  den  stereometrischen  Beree^ 
nungen  bewussterweise  zu  verwenden ,    so   werden  wir  docb  ift 


.,-j Behandlungsart  des  Infiniteeinialen  ei'st  im  Hinblick  auf  das 
j-Studium  des  entsprerlienden  höhern  Gesammtgebiets  in  Frage 
tniBgeD.  Indem  wir  also  hier  diejenigen  Verzweigungen  der 
u,Eleinente  auf  sich  beruhen  lassen,  die  thatsächlich  noch  immer 
_iiur  in  den  hüheiii  Disciplioen  eingeschlossen  behandelt  werden, 
wenden  wir  uns  zu  einer  altgemeinen  Erinnerung  an  das  Er- 
fordemiss  einer  wirklich  praktischen  Haltung  jeglichen  Cursus. 

Für  den  Unterricht  wie  für  das  Selbststudium  ist  es  ein 
-gtweer  Fehler,  von  Anwendungen  absehen  zu  wollen  und  die 
Kahlheit  und  Dürre  blosser  Abstraction  zur  Richtschnur  zu 
nehmen  oder  gar  als  Muster  hinzustellen.  Am  meisten  rächt 
«ich  aber  dieser  Fehler  im  Bereich  der  Elemente;  denn  hier  hat 
'  die  willkürlich  hingestellte  Abstraction  noch  weniger  Berechtigung 
tmd  schadet  mehr,  als  irgendwo  sonst.  Vor  den  Anwendungen 
'■oder  Anknüpfungspunkten,  die  ausserhalb  der  reinen  Mathematik 
'liegen,  ist  aber  bereits  auf  diejenige  Gestaltung  der  Theorie  zu 
^halten,  vermöge  deren  sie  sich  an  Typen,  ja  sozusagen  an  indi- 
'"Tiduetlen  Gebilden  in  bestimmt  umgrenzter  Vfeiae  dai-stellt.  Das 
"Kieis-  und  Hyperbelschema  in  unserer  Imaginftrtheorie  ist  ein 
"Beispiel    für    solche     völlige    Bestimmtheit    und    Umgrenzung. 

*  Ebenso  sind  rein  analytisch  betrachtet  die  zugehörigen  Glei- 
"  cbungen  nicht  etwa  beliebige  Anwendungsbeispiele,  sondern  selbst 
'die  einfachsten  analytischen  Typen,  von  denen  in  der  Darlegung 
'der  allgemeinen  Theorie  auszugehen  ist. 

•  Von  dem  Stoff,  der  ausserhalb  der  Mathematik  liegt,  aber 
'  deren  Sinn  und  Fruchtbarkeit  erläutert,  ja  meist  die  Veranlassung 
'BUr  Stellung  der  Aufgaben  und  Auffindung  der  Sätze  gewesen 
'  ist.  —  von  diesem  Gebiet  vermeintlich  blosser  Anwendungen,  in 
1  welchem  aber  wirklich  die  belebende  Quelle  liegt,  wollen  wir 
I  hier  im   blossen  tlinblick   auf  die  Elemente   nicht  reden.     Das 

Verhalten  zu  dieser  Quelle  ist  eine  Lebensfrage  der  gesammtea 
mathematischen  Forschung  und  daher  später  noch  besonders  zu 
erörtei-n.  Hier,  bezüglich  der  Elemente,  mag  nur  noch  die  Be- 
■lerkung  platzfinden,  dass  es  sich  eigentlich  von  selbst  verstehen 
Birilte,  wie  in  einem  Studien-  oder  Unterrichtscursus  die  praktische 
Bethatigung  des  rein  mathematischen  Könnens  ei'st  volleres 
Interesse  zu  erregen  und  Lehen  in  die  Sache  zu  bringen  vermögl^ 
Auch  meine  man  nicht,  dass  diese  unmittelbare  praktische  Be- 
tbfttiguDg  durch  nebenhergehende  Curse  besonderer  sachlicher 
Disciplinen ,    in  deneu  die  Mathematik  zur  Anwendung  gelangt. 
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Siebzehntes  Capitel. 
Der  CnrMis  der  kShem  Mathemuitik. 


1.  Fragt  maa  nach  der  bisher  TeriuUtnissniflssig  bestaftLel^ 
form    für   das    theoretisch    and    praktisch   Wichtigste  ans  iB 
Bereich  der  modernen  hohem  Mathematik ,    so  ist  jene  aaf  ftn* 
zösischem  Boden,  wenn  :\ach  deswegen  nickt  grade  aossddienlid 
dnrch    Personen    rein    französischer   Abstanunnng,    ansgeUM 
worden.    Drei    Umstände   haben   am   Ausgange    des   18.  Jib* 
hunderts  zusammengewirkt,  aach  fbr  qifttere,  weniger  b^gta^ 
Zeiten  in  Paris  eine  elegante  oder,    am  deutsch  zn  reden,  aü 
gewählte  Schulung   in   der   modernen  Mathematik    mOgiid  fl 
machen,  und  alle  Reaction  und  Mattigkeit  des  19.  Jahrhialflitt 
hat  den  Fortbestand  jenes   Aufschwungs  nicht   gänslieh  bece- 
trächtigen   können.      Jene   drei    Umstände    waren    die  fidBA* 
Stellerische  und    lehrende  Thätigkeit  Lagranges,    danebsa  i^ 
AufrQttelnde  der  Revolution  mit  ihren  aneh  im  Lehifach  wtm 
Wegen  und  Schöpfungen  und  hiemit  alsdann  die  Eneigie,  v^ 
welcher   Gewandtheit.   Geschmack   und    gnwinnnunsannfn   uA 
Dinge,  wie  militärische  Regelung,  in  die  modernsten  Zmif»  da 
höheren  Unterrichts,  namentlich  in  die  allgemeine  polytadnaiki 
Vorbereitung  fbr  die  verschiedenen  technischen  Fächer,  gstnc* 
wurden.    Isolirt  hätten  die  drei  Ursachen  nicht  das  Gleidie  hth 
vorbringen  können.    Wäre  Lagrange  nicht  durch  die  Mactt  tkr 


sKussem  Tbatsachen,  also  in  Folge  der  Revolutioti,  dazu  gelangt, 
ein  seineiQ  Innern  auch  eine  Art  Revolution  duichzumacben ,  so 
WQrda  er  seine  sanften  Neigungen  wohl  nicht  dazu  gesteigert 
i-lUibeD,  gegen  die  matbematische  Metaphysik  entschieden  mit 
p^inem  besondem  Werk,  mit  der  Theorie  der  analytischen  Func- 
■tioDen,  aufzutreten  und  so  für  das  nächste  Jahrhundert  den  Epi- 
goneDmathematikern  ein  Stein  des  Anstosses  zu  werden. 

Hätte  aber   die  Revolution  nicht  Lehranstalten    neuer  Art 
Beschaffen  und  die  Univei-sitilten  und  Akademien,  die  sie  zu  be- 
•attigen  unternahm,    wenigstens  in  eine  Nebenstellung  gedrängt, 
BD  hätten  eine  einigermaassen  bessere  Lehrart  und  bessere  Lehr- 
bücher sich  in  der  Breite  dei'  lernenden  Schichten   nicht  ein- 
bürgern, ja  nicht  einmal  entstehen  können.    Die  innere  Möglich- 
keit eines  guten  Lehrbuchs,  d.  h.  der  Umstand,  dass  Jemand  da 
ist,    der  es  vei-fassen   könnte,    genügt  nicht,    um  einem  solchen 
"Werk  zum  Dasein  zu  verhelfen.     Es  niQssen  auch  die  äussern 
Chancen  hinzutreten,    damit  e^  werden  könne;    denn  Niemand, 
der  Erfahrung  und  Urtheil  aber  den  thatsächlichen  und   nolh- 
weodigen  Gang  solcher  Dinge  hat,  wird  seine  Mühe  verschwenden, 
dAinit  die  passive,   beschränkte,    im  Banne  der  gemeinen  Schul- 
MltontAt  sich  bewegende  und  dort  auch  noch  durch  Interessen 
festgehaltene  Masse  dem  elendesten  Untei-richt  und  den  albernsten 
UDiversitatscompendien  nachzulaufen  forttahie.    FUr  eine  äusserst 
geringe  und  bevorzugte  Minderheit,  die  nichts  nach  den  Scbolar- 
chen,  nicht«  nach  Rücksichten  auf  deren  cormpte  Examina  und 
nichts  nach  scholastischer  Protection,    nichts  nach  den  gelehrten 
Zünften,    nichts    nach    eemeiner    bürgerlicher   Beförderung    und 
deren  Preis,  der  gehorsamsten  Devotion  gegen  die  wurmstichigen 
Autoritätchen,  zu  fragen  braucht  oder  fragen  will,  —  für  eine 
solche  Minderheit  von   stets  sehr  geringer    Zahl    mögen  bahn- 
brechende  Werke,    aber  nicht  durchschnittliche  Lehrbücher  zur 
"Welt  kommen.    Hier  wissen  die  Verfasser,  welche  Opfer  sie  be- 
xUglich   der  Breite   des  Ei-folges   bringen,    und    wenn  nebenbei 
ihre  Werke  auch  einmal  glücklicherweise  die  Eigenschaft  hätten, 
zugleich  eigentliche  und  elementar  detaiUirte  Lehrbucher  zu  sein, 
■o    wQnle  selbst   dieser  Vontug    nur   wenig  fruchten  und  nicht 
gegen  die  verderbten  selbstsuchtigen  Interessen  der  verkommenen, 
von  Zunft-  und  Anitswegen  lehrenden  Schulüguranten  bei  der 
Dicht  Mos  unmündigen,    sondern   auch   unfreien  Masse  Sonder- 
liches  ausrichten.     Wo  aber   von   eigentlichen  Lehrbüchern  die 
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Bede  sein  soll .  da  kommt  die  Masse  der  Lemendffli  als  MaM 
and  nicht  blos  in  ihren  aosgezeidineteren  Köpfen  und  Ghanktetei 
in  Frage.  OdLonomisch  kann  ohne  einen  ansehnlichen  Abab 
im  Bachhandel  kein  Lehrbuch  existenzfähig  werden,  nndtt« 
den  Markt  Terfügt,  nm  Yolkswirthschafüich  zu  reden,  entweder  da 
noch  echt  miuelalterliche  Bann-  and  Zwangsrecht  aniYmüire 
Art  oder  überhaupt  der  Einfluss,  den  auch  in  den  modena 
Formen  die  Belehnung  und  Privilegirung  mit  den  Stades  da 
ünterriehtsmonopols  von  Staatsw^en  mitsichbringt^ 

Ohne  das  Maass  von  Spielraum  und  Freiheit  zu  Y6rkeoB& 
welches  innerhalb  der  modernen  Gesellschaft  thatsächlich  exisliit, 
lässt  sich  doch  nicht  bestreiten,  dass  diese  den  schlediten  Mm- 
taten  zum  Trotz  Torhandenen  Bew^wiigskanäle  nicht  aosrddia. 
um  zur  Menge  zu  dringen,  und  noch  weniger,  lun  diese  Ufsift 
auch  wirklich  bei  ihrem  Geiste  zu  ergreifen  und  ihren  Sinn  uci 
besseren  Mustern  zu  regeln.  Wie  der  Gesellschaftsstoff  m 
einmal  noch  immer  beschaffen  und  amtlich  eingezwrängt  oder  effi- 
gewöhnt  ist ,  muss  auch  das  Bessere  ^nigennaassen  toe  in^ 
wegen  kommen,  wenn  es  sich  in  einer  gewissen  Breite  gdteil 
machen  soll.  Freilich  geschieht  dies  nur  in  Abschwächnnges  ni 
zum  Theil  auch  sonstigen  Yerderbungen  des  Besseren ;  aber  dtf 
unverfälschte  Gute  ist  nun  einmal  auf  diesem  Wege  bä  k 
gegenwärtigen  Beschaffenheit  von  Gesellschaft  und  Staat  niehta 
haben.  So  konnte  es  denn  immerhin  als  ein  Fortschritt  gdta 
dass  sich  an  die  Aufraffungen  der  Revolution,  wenn  auch  inseb 
reducirter  Weise,  die  Gründungen  von  Lehranstalten  schloß 
die  dem  modernen  Geiste  wenigstens  mehr  huldigten,  als  & 
altfränkischen,  nicht  blos  comipten,  sondern  die  CorruptioD  Bod 
mit  Impotenz  und  Altersschwäche  verbindenden  Institute  da 
früheren  Regime. 

Die  fraglichen  Einrichtungen  waren  nicht  reine  Schöpfooga 
der  Revolution,  sondern  der  durch  die  Reaction  zum  Theil  e^ 
stickten  Revolution.  Etwas  Stickluft  darf  daher  von  voniha«a 
nicht  Wunder  nehmen;  aber  etwas  mehr  modemer  Geist  nr 
ohne  Frage  zum  Durchbruch  gelangt.  Unter  den  letzten  Ao^ 
läufem  jener  Lehranstalten  ist  die  Pariser  polytechnische  Schoie 
am  berühmtesten;  sie  hat  mit  einzelnen  technischen  Fadtea 
nichts  zu  schaffen,  sondern  befasst  sich  mit  den  allgemeifiei 
Wissenschaften,  die  für  alle  Zweige  vorbildend  sind.  Sie  ist  ato 
wesentlich    eine   Hochschule   für  Mathematik    und    NaturwisseB- 
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*  sdiaft,  und  Echon  durch  diesen  Gegenstand  muss  sie  unwillkürlich 
*iem  modernen  Geist  nllher  stehen,  als  die  Institute  für  die  über- 
klebte Gelehrsamkeit  des  alten  Regime,  die  noch  nie  eigentliche 
'Wissenschaft  gewesen  ist.  ja  es  auf  den  verfallenden  und  cor- 
~  rapten  Instituten  auch  nie  werden  kann.  An  Corruption  hat  es 
<  freilich  selbstverständlich  auch  der  Pariser  polytechnischen  Schule 
.  nicht  gefehlt;  denn  sie  war  in  den  Rahmen  der  übrigen  Institute 
I  InneingegrUndet,  und  überhaupt  liess  sich  eine  Jahrhunderte  alte 
.  Tleberlieferung  des  Gelehrtenbereicha  nicht  mit  einigen  halben 
Zugestand  Bissen  an  den  modernen  Geist  ahthun.  Noch  weniger 
liessen  sich  aus  Nichts  die  Charaktere  schaffen,  die  wesentlich 
besser  gewesen  wären,  als  dns  Gezücht  des  allen  Regime.  Die 
anf  die  Revolution  folgende  Napoleonische  Aera  war  wahrlich 
nicht  danach  geartet,  wirklich  Grosses  in  dieser  Richtung  zu 
Ta^e  zu  (ordern.  Wenn  sie  etwas  Besseres  duldete  und  damit 
eitel  that,  wie  mit  einem  Lagrange,  so  war  dies  eine  zubillige 
Erbschaft,  von  der  weder  sie  noch  das  alte  Regime  noch  die 
RcTolution.  ja  nicht  einmal  die  Nation  als  Ui-sache  gelten  konnte. 
Lagrange  war  zum  Theil  italienischer  Abstammung;  er  war  auch 
Btnatlich  Ausländer;  man  hatte  ihn  während  der  Revolution  als 
ATisländer  sogar  veijagen  wollen,  und  in  der  That  nimmt  er  sich 
noeh  heute  inmitten  der  französisch  geschriebenen  wissenschaftlichen 
Literatur  bezüglich  des  Genies  als  Einer  aus,  der  in  das  speci- 
foche  Bereich  des  eigentlichen  Franzosenthums  nicht  gehört, 
•ondem  Ober  der  nationalen  Eigenart  in  einer  hohem  Region 
•einen  Platz  hat.  Sogar  in  formeller  Benehung  steht  der  von 
flrni  in  seinen  Schriften  bekundete  Schönheitsinn  noch  über  dem 
Geschmack  der  Franzosen ,  und  doch  ist  schon  letzterer,  ver- 
gKeheo  mit  den  Plumpheiten  mancher  andern  Völker,  etwas 
werth  und  hat  nicht  zum  geringsten  Theil  dazu  beigetragen, 
Jeoer  polytechnischen  Schulung  und  der  zugehörigen  Lehrbuch- 
Bteratnr  eine  sozusagen  angenehme  Facon  zu  geben. 

Man  braucht  daher  noch  gar  nicht  Schönheitsanforderungen 
xn  stellen,  snndei-n  nur  am  Geschmack  etwas  Geschmack  zu 
finden,  d.  h.  gegen  das  Geschmacklose  and  Plumpe  nur  ein 
wenig  empfindlich  zu  sein,  um  selbst  im  Falle  sonstiger  natio- 
nalitArer  Gegen neigungen  die  in  der  Pariser  polytechnischen 
Bcbnie  üblich  gebliebenen  Lehrformen  der  mathematischen  und 
pbjrsikalischen  Stoffe  for  eleganter  und  verstllndlicher  zu  halten, 
ÜB  was  bisher  anderwArts  zu  Markte  gekommen  ist. 
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2.  CnrE&hise  Lehrbttdier   mossten    bisher  stets  tief  iMr 
den  Oridnalwerkea   lebendiger  Gfiister    stehen  and  hinter  ta 
AnfördemngeB  an  unprldiglidie  Natürlichkeit,  entschiedeiK  Dif 
heil  mid  volle   Ebenmäsagkeit  surückbleiben.     Dies  hat  m 
Ursache  in  der  Madit  des  sdüechten  Unterrichtsgysteinä,  lekk 
sich  seit  dem  Mittelalter  and  dessen   Aasgang  herschmbtsl 
auch  die  modernsten  Zweige  des  Wissens  von  yomherein  n  äi 
herab^eEoeen  and  in  seinem  Rahmen    verunstaltet  hat  Dnc 
Svstem  ist  daran  schald.  wenn  Vides  von  dem  Bessern  io  trita 
Mischaneen  and  in  verkehrter  Gestalt  zur  Welt  kam,  sidiihr 
aach  da .    wo  es  arsprangUdi  rdner  za  Tage  getreta  wir.  ■ 
in  Degradationen  and  Falschangen  weiter  verbreitet  findes kait 
Jenes  religiös  abergläabische  and  politisch  sklavisdie  System,  in 
die  neaem  Völker  dnrch  die  Ueberlieferongen  des  Asistiai 
und  des  verderbten  römischen  Reichs  anheimgefiallen  sind,  iL 
die  Herrschaft  der  innem  und  der  äussern  Loge  und  Feigkai 
hat    aUe  Lehreinrichtungen   d>en&ll8   zu   einem   entscbeideDta 
Theil  von  vornherein  in  Schulen  der  Loge  und  Unterthiiri^ 
verwandelt     Hieraus   erkl&rt   sich    nicht   blos   die  metboAsk 
Zuchtwahl  der  jedesmal  elendesten  Gelehrtencharaktere,  soimIbi 
auch  die  Thatsache ,    dass  ein  so  entstandenes  and  durdi  U^ 
hunderte  der  Gemeinheit  geformtes  Gelehrtengezücht  unter  sÜ 
Maximen   und  Sitten   gezeitigt  hat,    die  in    Rücksicht  vd^^ 
Selbständigkeit,  Unfreiheit,  gemeine  Unterordnung  unier  gekM 
und  andere  Autorität,    sowie  überhaupt  in  Erstickung  beccis 
und  natürlicherer  menschlicher  Regungen  alles  nur  irgend  llöflxk 
geleistet  hat    So  ist  es  schliesslich  dahin  gekommen,   dass  eilt 
Mischung  von  Cretinismus,  Albernheit,  bewusstem  SdiwiBdei,j> 
bisweilen  gradezu  Gaunerthum  das  hervorstechende  Geprägt  iß 
Gelehrtenschaft  geworden  ist  und  dass  sich  das  Lumpige  xd 
Feige  der  Geistessignatur  gebührend  mit  gelegentlicher  gdetatff 
Strolchhaftigkeit  g^rattet  findet.    Grade  im  EUnblick  auf  die  to 
grössten  Klarheit  und  der  sichersten  Wahrheitscontrole  Wi? 
Wissenschaft  ist  diese  Kennzeichnung  am  Platze;    denn  in  fe 
Mathematik   wähnt  das    unerfahrene  Publicum    ein  Gebiet  tot 
sich  zu   haben,    welches  von  jenen  äussern  Dingen  unberlbt 
bleibe.    Jedoch  ist  in  Wahrheit  ebep  dieses  Gebiet  der  Ort,  ^ 
sich  der  Contrast  zwischen  richtiger  und  gefiUschter  YfisseasAA 
sowie  zwiscJien  einer  anständigen  und  einer  elenden  BehandhiBl 
und  Lehre  des  Gegenstandes  am  schroffsten  zeigt.     Wenn  PoGtä 


^nnd  Philosophie    oder    ähDliche  Silchelchen    von    den    gelehrten 
laturen  gefälscht  werden,    so  scheint  das  Vielen  im  Pubiicum 
ht  weiter  verwundersain  und  fast  in  der  Ordnung.    Jedenfalls 
reift    man    diese  Folge    der  CreatQrlichkeit;    aber   bei   einer 
>  und  hohen  WisBenschaft,    die  an  sich  nichts  init  dem  ge- 
fnen  Wollen  und  den  gemeinen  Interessen  zu  than  zu  hüben 
ila  begreift  man  nicht  etwa  blos  den  fragliehen  Zusam- 
iohang  nicht,  sondern  man  denkt  gar  nicht  an  ihn. 

Man  wird  nun  aber  immer  mehr  genöthigt  werden,  bei  jeg- 
Jicher  wissenschaftlicher  Angelegenheit  an  ihn  zu  denken,  und 
^  _die  Lehrbuchfrage  ist  nicht  die  geringste  unter  solchen  Ange- 
jegenheiten.  Wie  gesagt,  ist  die  Pariser  polytechnische  Schule 
_tKH  ihrer  Gründung  noch  verhältnissmässig  am  lebensvollsten, 
mmt  aber  weiterhin,  je  länger  desto  mehr,  an  dem  erschlatl'ten 
"pufl  der  sonstigen  Zustände  des  Geweinweseiis  Theil.  Ihr  Pro- 
wrenthum  unterscheidet  sich,  was  den  moralischen  Charakter 
L  die  Begabung  anbetrifft,  bald  nicht  mehr  sonderlich  von  den 
^ren  anderartiger  Anstalten;  nur  der  moderne  Gegenstand  und 
» Schultraditiou  vom  Ui'sprung  her  wirken  dahin,  dass  trotzdem 
boch  einiges  Gute  über  Wasser  bleibt  und  in  den  verworrenen 
*VerBchrobenheiten ,  die  sieh  mit  den  spätem  Jahraehnlen  beson- 
'ders  häufen,  nicht  gänzlich  verkommt.  Von  den  zwei  bauptsäch- 
"lichen  auf  dieser  Schule  entstandenen  Lehrbüchern  der  hohem 
'Mathematik  kann  man,  sowie  überhaupt  von  den  dort  maass- 
^gebenden  Vorträgen,  sagen,  dass  sie  eigentlich  nur  ein  einziges 
^Gesomintwerk  der  Schule  sind.  Die  Stotfauswahl  und  Lehrart 
'wurde  theils  durch  die  ursprüngliche  Anregung  bestimmt,  theils 
'in  den  einzelnen  Gegenstanden  gradezu  amtlich  vorgeschrieben. 
■  so  dass  die  Professoren,  sobald  einmal  die  Sache  in  Gang  gebracht 
f  war,  nicht  viel  Anderes  zu  thun  hatten,  als  einfach  die  Erbscliaft 
I' ihres  jedesmaligen  Vorgängers  anzutreten  und  den  stereotypen 
'Vortrag  wieder  vorzutragen. 
I  Kam  nun  einmal  ein  solider  Lehrer,  der  seinen  Bemf  einiger- 

•  maassen  ernstnahm,  so  war  es  auch  möglich,  dass  alsdann  auf 
die  Redaction  eines  zweckmilssigen  Heftes  besondere  Sorgfalt  ver- 
wendet wurde.    Ein  solcher  Mann  war  Navier,   der  etwa  gegen 

<  die  dreissigev  Jahre  hin  seinen  Cursus  ausarbeitete  und  ihn  seinen 
'  Sehfilem  in  lilhographirten  Bogen  in  die  Hände  gab.   So  entstand 

•  dum  das  durch  den  Druck  verbreitete  Naviersche  Lehrbuch,  die 
i'BtfBumäs  des  le^ons  d'analyee.    Sie  enthalten  in  zwei  Bänden  die 
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zwei  stereotypen  Jahrescurse  der  polytechnischen  Schule.  W» 
die  letzten  Ausläufer  des  achtzehnten  Jahrhunderts  und  die  enta 
Jahrzehnte  des  neunzehnten  an  guten  Anregungen  gebruht  a)< 
bewahrt  hatten,  das  wirkte  hier  in  der  Lehre  eines  Professtss 
fort,  der  mit  dem  Maass  seiner  Fähigkeiten  sichtlich  ehrlich  dir- 
auf  bedacht  war,  etwas  Verständliches  in  gediegener  Weises 
stilisiren  und  als  Anhaltspunkt  für  das  Studium  yorzulegeo.  Zi 
den  zwei  Bänden,  in  denen  auf  diese  Weise  der  Carsus  deriii- 
lysis  verköipert  wurde,  erscheint  für  denkende  Studirende  k 
mündliche  Vortrag  derselben  Sache  als  eine  pure  Ueberflfiss^ 
Indessen  an  solchen  luxuriösen  Concarrenzen  des  Drucks  oodfe 
mündlichen  Worts,  der  Lesung  aus  dem  Buch  und  derVcniesa^ 
durch  den  Professor ,  ist  die  Universitätstradition  yom  12.  Jib 
hundert  her  schuld ,  nicht  aber  dafür  grade  ein  solcher  Hu 
verantwortlich  zu  machen ,  der  sich  die  Mühe  gegeben  und  ^ 
Verdienst  ei*worben ,  brauchbar  Lehrvorträge  als  Buch  tod  sä 
zu  geben.  Navier  war  Techniker  im  weitem  Sinne  des  Vors 
und  hat  sich  namentlich  auch  bezüglich  der  Lehrmittel  ftr  Bftj 
mechanik  Verdienste  *erworben.  Gerieth  auch  seine  AnfiuEarj 
der  französischen  Ueberlieferungen  der  Analysis  verhältnissniä^i 
ein  wenig  hölzern,  wie  dies  übrigens  bei  den  LehrbüchaiJ^j 
Regel  ist,  so  war  das  Holz  doch  wenigstens  gediegen  und  iii| 
nicht  aber  faul  und  moi*sch ,  wie  gemeiniglich  sonst  in  den  i*  | 
den  Lehrbuchzimmerern  geliefei-ten  Fach  werk.  Es  ist  daher  tfi 
ganz  nützlich  gewesen,  dass  ein  Professor  einer  deutscheit«^ 
nischen  Provincialhochschule ,  nämlich  der  sc^enannten  peMEd*! 
nischen  Schule  zu  Hannover,  die  Naviersche  Arbeit  insDeüritj 
übersetzt  hat  und  dass  diese  Uebersetzung  durch  die  Anl(M| 
an  den  doitigen  Gebrauch  buchhändlerisch  existenzfthig  gei«ri>  j 
und  im  Lauf  von  ungefähr  drei  Jahrzehnten  durch  vierAflAfB; 
gegangen  ist 

Die  Naviersche  Professur  gerieth  nach  dem  Tode  ihm  ^  I 
habers  an  einen  von  Genf  gekommenen,  aus  dem  Elsass  aW*'  1 
menden  Streber,  Karl  Sturm,  der  zu  einer  massigen  Mitstt^ 
Fähigkeiten  auch  die  entscheidende  Fähigkeit  gesellte,  ü^\ 
ganz  ergebenst  an  einflussreiche  Gelehrte  des  Augenblids  lü 
häkeln.  Namentlich  wai*  es  seine  Unterth&nigkeit  geg<*  '^l 
halb  gelehrten  und  halb  politischen  Faiseur  und  wissensdtttt^ 
Schauspieler  Arago,  die  ihm  zu  der  fraglichen  Professor  vii\ 
nicht  aber  etwa  jene  Kleinigkeit  f&r   die    Algebra  derZaU^ 


■« 


i  gleichungen,  an  deren  dann  uachtiüglich  möglich  gewordener  Er- 
^    bebung  zu  einem  besondem  Sturmschen  i^ätzchen  niau  die  £itel- 

■  keit  des  Aasprucbs  und  den  Kintluss  der  tlefjenseitigkeitsTer- 
^  Sicherung  der  kleinen  Grössen  der  Akademien  studiren  kann. 
g  Bis  dabin  Schweizer,  hatte  sich  nun  also  besagter  Sturm  unter  den 
^    Pariser  Gelehrten  in  Condition    begeben  und  endgültig  pladrt, 

^    wie  es  ja  auch  das  Ideal  aller  sonstigen  Arten  von  Vermiethungs- 
^    Schweizern  ist.    Uiemit  war  er  zugleich  der  Erbe  des  Navierschen 
^    Cursus   geworden,    an   den   er  sich   mit  seinen  Vorlesungen  au- 
.    lehnte.     Die  Einstreuung  von  einigen  kleinen  modischen  Neuig- 
keiten  ergab  im  Wesentlichen  keinen  sonderlichen  Unterschied. 
Der   Naviersche   Cursus  wurde   eben   im   Lauf  der  Lehre   und 
-     Angesichts    der    Generationen    der   Schule   unter    den    Händen 
Sturms  ungefähr  ein  Dutxend  Jahre  älter,  und  als  nun  der  letz- 
tere seine  Modificationen  nicht  mehr  weiter  als  Lehrmonojiol  ver- 
-    «erthen  konnte,  weil  er  aus  Oesundheitsgruuilen  zum  Lehren  un- 
fähig  geworden  war,  so  wünschte  er,  nicht  lange  vor  seinem  Tode, 
^     dass  nun  etwas   von  ihm  als  sein  Cursus  der  Analysis  gedmckt 

*  erschiene.    Ein  Repetent  besorgte  dies  auch  dann. 

*  Diese  neue  Redaction  des  analytischen  Cureus  der  polytech- 
■•  Bischen  Schule  ist  formell  und  stilistisch  weniger  sorgfältig  und  weni- 
■'  gev  gediegen  als  die  Arbeit  Naviers,  der  einen  solideren  Charakter 
^'  gehabt  halte  und  als  Techniker  auch  weniger  verlehrt,  von  praktisch 
^'  gesunderem  Urtheil  und  von  besserer  Lehrbegabung  gewesen  war. 
~~- '  Naturlich  hat  aber  der  neuere  Cursus  den  illteren  so  ziemlich  abgelöst 
^  and  von  den  fünfziger  bis  zu  den  achtziger  Jahren  ein  halbes  Dutzend 
^  Auflagen  durchgemacht.  Man  muss  sich  bei  ihm  eben  erinnern, 
•^  dass  er  in  seiner  wesentlichen  Form  und  nach  seinem  wesent- 

*  liehen  Inhalt  nicht  das  Werk  eines  Einzelnen,  sondern  die 
'  Schöpfung  der  Schule  und  des  zugehörigen  Herkommens  ist.    Er 

*  wird   gleich   seiner   früheren  Navierschen  liestalt   in  Deutschland 
viel  benutzt  und   zwar  auch  noch  jetzt  in  den  achtziger  Jahren, 

K  obwohl   er  seit   seiner  Redigirung  in  den  fünfziger  Jahren  schon 

*  wieder  ein  iVlenschenalter  hinter  sich  hat  und  durch  die  inzwischen 
■■  angebrachten  Anhängsel  auch  in  Einzelheiten  nirgend  über  den 
»  Standpunkt  erhoben  worden  ist,  den  er  ui-:i;prUnglich   einnahm. 

■  JtDieeer  Siamipunkt  würde  schon  damals  als  rUcki-tändig  haben 
■■gelten  müssen,  wenn  man  auf  solche  Umstände,  wie  das  Fehlen 
Mtder  nach  Fourier  benannten  Reihe,  Gewicht  legen  wollte,  —  ein 
^Mangel,  der  auch  bisher  nicht  ergänzt  worden  ist.    Es  lohnt  sich 
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indessen  nicht,  um  solcher  Sächelchen  willen  zu  mäkeln;  im 
Gegentheil  könnte  es  in  manchen  Fällen  ein  Vorzag  sein,  wenn 
allerlei  Velleitäten  und  unreife  Ausgeburten  vom  19.  Jahrhondert 
wie  beispielsweise  die  massige  Cauchysche,  auf  einen  neuen  Best- 
ausdruck der  Tayloi-schen  Reihe  gerichtete  Spielerei,  zur  Seite 
blieben  oder  doch  wenigstens  nur  als  etwas  UnertiebUches  be 
rührt  würden. 

Wie  verschroben  angebliche  Lehrbücher  ausfallen,  wenn  sie 
ohne  die  geringste  Kritik  sich  damit  abgeben,  unklare  und  lo- 
reife  Theoretisirereien  neuem  Schlages,  die  sich  selbst  nicht  rer- 
stehen,  aufnehmen  zu  wollen,  hat  erst  neuerlich  wieder  m 
deutsches  sogenanntes  Handbuch  der  Mathematik  gezeigt,  wekks 
auf  Buchhändlerbestellung  unter  dem  Namen  eines  Professors 
Schlömilch  gefertigt  worden  ist.  Der  Umstand,  dass  es  riemift' 
nisch  vergausst  ist  und  beispielsweise  die  imaginäre  Gespeoste^ 
graphik  sammt  Metaphysik  und  mittlerer  Proportionale,  über  dk 
Gauss  selbst  in  seinen  letzten  betreffenden  Schriften  kleinlaat  ja 
gradezu  stumm  geworden  war,  in  der  schulbomirtesten  Weist 
dogmatisch  als  Wahrheit  vorträgt  und  die  riemännischen  uBb«- 
hülflichen  Geschraubtheiten  so  colportirt,  als  wenn  diese  Manier 
chen  nicht  nur  bei'echtigte  Wahrheiten,  sondern  auch  in  is 
Welt  die  einzigen  Auskunftsmittel  für  den  Gegenstand  wären, - 
diese  zu  jeglicher  Sichtung  für  gesunde  Lehrzwecke  unfihige 
Yerfahrungsart  ist  eben  nur  als  hervorstechendes  Symptom  d«r 
auf  deutschem  Boden  bisher  möglichen  Zustände  von  eini^ 
Interesse.  Andernfalls  würde  die  in  der  Auffassung  und  Dtr- 
stellung  der  hohem  wie  der  niedem  Mathematik  platte,  schiefe» 
unbehülfliche  und  deutsch  particularistische  Zusammentragt 
die  weder  ein  eigentliches  Handbuch  noch  ein  eigentliches  Lehr 
buch  ist,  mit  ihrem  bornirten  Hoiizont  gar  nicht  zu  erwähnei 
gewesen  sein.  Leider  dienen  solche  Erscheinungen  jenen  fni- 
zösischen  Lehrcursen  nur  als  Relief,  und  wir  werden  auf  unser« 
Boden  noch  erst  bedeutende  Reformen,  ja  UmschaffQn<2ren  dareb* 
zusetzen  haben ,  um  der  Mathematik  und  ihrer  Lehre  eine  G^ 
stalt  geben  zu  können,  die  der  Nachkommen  der  Copemicus  noi 
Kepler,  nach  Abthuung  aller  Einmischung  von  Nebelhaftigkeit« 
würdig  werden  und  noch  das  Beste  des  Auslandes,  also  Gestal- 
tungen von  den  edlen  und  scharfen  Zügen,  wie  bei  Lagrange, 
als  übertroffen  hinter  sich  lassen  könnte. 

3.  Bedient  man  sich  solcher  Hül&mittel  wie  des  Sturmscbai 
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Cursus,  80  muss  man  sich  bewiisst  werJen,  was  man  daran  hat 

fi    und  nicht  hat    Man  hat  daran  ein  ziemlich  erprobtes  Schulher- 

il    kommen ,   welches  weit   über  den  zufälligen  Verfasser  des  Lehr- 

[i    buchs  zurückreicht.     Man  hat  also  wirklich  Unterrichtetes  vor 

■f    sich,  wie  es  dem  Durchschnitt  des  Geisteszustandes  der  Lehrenden 

h    entspricht.    Man  hat  aber  in  einem  solchen  Lehrbuch  so  gut  wie 

nichts ,    was   zu   ernsthafterem  Denken ,   geschweige  zu   tieferen 

^  Nachforschungen  oder  auch  nur  schärferen  Unterscheidungen  an- 

I  regen  könnte.     Im  Gegentheil    setzt  sich  darin  die  cturchschnitt- 

^t  liehe  traditionelle  Gleichgültigkeit,  um  nicht  zu  sagen  Stumpfheit 

der  passiven  Aufeahme  todter  Ergebnisse ,   träge  fort.     Die  fast 

^  regungslosen  Niederschläge,  zu  denen  die  Errungenschaften  leben- 

f  diger  Geister  in  den  Köpfen    niederer  Oi-dnung  und  unter  den 

f  Händen  der  professoralen  Lehrhandwerker  regelmässig  werden, 

^1  sind  es,   wovon  sich  die  Lehrbücher  nähren.     Eine  solche  Nah- 

^  rung  ist  es  auch,  womit  derjenige  sich  für  immer  begnügen  muss, 

der   an    den  Lebrbfichem   haften   und  in  dem  Aberglauben  au 

diese  befangen  bleibt. 

Ein  Vortheil  ist  es  aber  wiederum,  wenn  solchen  Lehr- 
büchern repetitorische  Hiilfsmittel  beigefügt  sind,  und  hieran  hat 
man  es  in  den  neuem  Auflagen  des  Sturmschen  Cursus  nicht 
fehlen  lassen.  Freilich  ist  das  Hepetentenarbeit,  ja  blosse  Drill- 
hUlfe;  aber  Angesichts  des  compilatorischen  und  überladenen 
ZuStandes  der  jetzigen  Lehre  der  Wissenschaft  ist  Derartiges  für 
den  im  Detail  erstickenden  Studirenden  unentbehrlich;  denn  es 
wird  zu  einer  Art  von  Surrogat  derjenigen  kritischen  Siebtang. 
die  bei  einem  bessern  Zustande  in  der  Sache  und  im  Vortrag 
selbst  verkörpert  sein  müsste.  an  der  es  aber  thatsAchJich  in  den 
.«ehrhüchern  fehlt.  Mit  dem  Verfall  der  Universitäten  wird  irgend 
lin«  Art  von  Repetenten  wegen  die  Hauptsache,  und  ähnlich  geht 
e  auf  Anstalten  modernerer  Gattung,  weil  und  insoweit  die  dor- 
ige  Lehrart  ebenfalls  von  vornherein  so  angelegt  ist,  dass  sie 
Dit  der  Eiündung  des  Buchdrucks  in  Widerspruch  steht.  In  der 
könnte  es  sich  die  Gesellschaft  endlich  ersparen,  eine  pro- 
Tessorate  Verrichtung  zu  l^esolden  und  zn  honorii-en,  die  nur  ein 
ilechtes  Surrogat  für  ein  Buch  ist.  Solche  Surrogate  sind  aher 
^e  Vorlesungen .  und  solange  die  olfentliche  brutal  monopiili- 
iirende  Gewalt  noch  überhaupt  mit  der  Lehre  der  Wissenschaft 
deren  Regelung  befa^st  bleiben  soll,  wäre  es  das  kleinere 
wnn  HB  ihre  officiellen  Gelehrten  damit  beauftragte  und 


dazu  anhielte,  statt  Vorlesungeo  gedruckte   Lehrcaree  n  paiit 
ciren.      Auf  diese    Weise    köDnte    sie    gewaltig   «a 
sparen   und    mit   einem    Pei-sonal    an    Di-ill meistern 
Wären  nftnilich  die  Bücher  nur  halbwegs  geratben,  so 
sie  besser  als  durchschnittlich  die  Vorlesungen  verstanden 
die  es  in    der  Regel  sehr  wenif;  werden.     Für  eigeaüidie  Eu» 
citien  und  für   die    unfähigeren    Studirenden    wDrden  dam  ii 
Drillmeister  sorgen,  —  eine  Kategorie ,    wovon   etwas  in 
amtlich   angestellter   Uepelenten  bei  der  Pariser  poiji 
Schule  bereits  besteht.    In   England   ist    der   Verfall  der  Üb 
Schulen  am  früliesteu  eingetreten  und  daher  auch  am  entindd- 
sten;  die  Professur  ist  dort  längst  eine    Pfronde  und  Sinetai 
und  ähnlich  wie  eine  PfaffenpfrUnde  nicht  von  ihrem  Nutzoio» 
sondern  von  einem  Vic&r  verwaltet  wird,  so  couceatrirt  £icb 
Alles  immer  mehr  in  einem  halb  zOnftleriach  officielleo,  Wbf 
werblich  freien  Repetentenwesen.    Ein  Ahnlirher  Gang  ilerlü» 
wird  auch  mit  dem  steigenden  Verfall  der  deutschen  C: 
täten  uicht  ausbleiben  und  in  einem  gewissen  Maoss  aoeli  a 
technischen  Hochschulen  mitaf&ciren;    denn  ein  klein  weuf: 
dernere  Luft  und  Umgebung  genOgt  allein    noch  nicht,  um  t 
Gmndfehler  der  Einrichtung,  nämlich  die  Sanction  der  Vorle« 
manier,  unschädlich  zu  machen.     Vorträge,  selbst  wenii  se^ 
wären,  sind  nun  einmal  kein  geeignetes  Mittel,    ganze  ffis» 
Schäften  zu  überliefeiii.  sondern  haben  eine  Berechtigung 
sparsamer   Anzahl  als  gelegentlich  anregende  Reden  von  S«B~ 
bedeutenderer  Capacitäten.     Ausser  der  Vorlesongsmajüer  i 
haupt  wird  es  aber  für  die  hohen  technischen  Schalea,  and 
speciell  in  Deutschland,  eine  gefährliche  Wendung, 
für  die  rein  theoretischen  Cui'se  der    Mathematik 
Naturwissenschaft  allzusehr  aus  dem  Docenten-    and 
personal  der  Universitäten  reciutiren,   anstatt  auf 
Boden  um  eine  Pflanzsi-hule  für  den  Lehrerniichwuchs 
tragen.    Sie  importiren  sich   auf  diese  Weise    ein  StOc 
gegeu    das  sie  durch  gehöriije  Kmancipatioo  von  den  Aki 
und  Uni vei-si täten  eine  Schranke  ziehen  könnten. 

Nicht  aber  blus  vor  dem  Personal  des  alten  Itogime, 
auch  vor  den  unpraktischen  SlofTen  haben  sieb    die  im 
dernen  Sinne  des  Worts  auf  polytechnische   Bildong 
Anstalten  zu  hüten.     Ein  Beispiel  von  einer  derarUßeB 
tischen    Einrichtung  ist  die  Seitens   verlehrter  Element«  dl 


gesetzte  amtliche  Vorechrift,  der  zufolge  die  elliptischen  Func- 
tionen iiuf  der  Pariser  polytechnischen  Schule  nnnmehr  zum  ob- 
lipraten  Cursus  gehören.  Mit  dem  Sturmschen  Lehrbuch  erhält 
man  dem^emäsE  in  den  neuem  Auflagen  als  Anhang  auch  ein 
kleines  Lehrbuch  der  elliptischen  Functionen  in  den  Kauf,  was, 
nebenbei  bemerkt,  das  billige  Buch  auch  für  die  Deutschen  noch 
billiger  macht,  die  zwar  nicht  direct  von  Staatswepen,  aber  doch 
indirect  durch  die  vom  Staate  hinbestellten  Universitatsprofessoren 
und  Examinatoren  genöthigt  werden,  ihre  Zeit  mit  dem  bezeichnend 
sogenannten  „Büffeln"  eines  Lehrbuchs  der  elliptischen  Functionen 
zu  verlieren.  Mindestens  so  gut,  wie  diese  Art  dflrftiger  Lehr- 
bücher, ist  jenes  Angehängte  nun  auch,  und  es  enthält  noch 
obenein  einleitungeweise  eine  kleine  Theorie  von  so  etwas,  was 
man  in  besonderer  Abstraction  von  den  specialistischen  Functions- 
untersuchungen  als  Theorie  der  Eigenschaften  aller  Functionen 
bisher  zu  formuliren  vei-sucht  hat,  Freilich  ist  dies  Aüef,  und 
in  einem  gewissen  Sinne  auch  die  Theorie  der  Specialfunctionen, 
wo  nicht,  wie  meistens,  gradezu  in  das  Verkehrt«.  Spielerische 
und  Unfruchtbare  ausgesponnen,  da  doch  noch  in  der  Fonn  un- 
reif und  jedenfalls  noch  nicht  derartig  gestaltet,  um  in  seiner 
bisherigen  Verfassung  den  integrirenden  Bestandtheil  eines  prak- 
tisch nützlichen  Cursus  der  hühern  Analysis  ausmachen  zu 
können. 

Es  ist  daher  auch  kein  Wunder,  wenn  die  Lebrbuchcompi- 
]atoren  nicht  sonderliches  Glttck  haben,  wo  es  ihre  Aufgabe  ist, 
aus  dem  abgesehen  von  Abel  und  nach  Abel  von  untergeordneten 
Leuten  verwalteten  oder  vielmehr  verwOsteten  Gebiet  etwas  zu- 
Bammenzupicken.  was  dem  Gomment  der  Akademiker  entspricht, 
d.  h.  worin  sich  alle  eitlen  Geckenstreiche  akademischer  und 
universitärer  Mode-  und  Tagesautoritätchen  venerirt  finden.  Das 
unverdauliche  Ding,  welches  auf  diese  Weise  entsteht,  kann  man 
beispielsweise  in  den  weitschichtigen  Zusammentragungen  von  Briot 
über  elliptische  und  über  Abelsche  Functionen  sozusagen  an  der 
Quelle  der  Gompilationen  kennen  lernen ;  denn  zu  solchen  Bflchcrn, 
die  allenfalli;  für  das  Nachschlagen  von  Einzelheiten  eine  Art 
lexikalischen  Nutzen  haben  mögen,  verhalten  sich  die  LehrbQchel- 
eJien  wie  Excerpte  aus  demselben  akademiegemilss  zugerichteten 
Btoff,  Eigentliche  und  leidliche  WörterbOcher ,  in  kleinem  wie 
in  grossem  Maassstahe,  wQrden  aber  jedenfalls  mehr  nützen;  denn 
zum  ernsthaften,  sorgfältig  eingehenden  und  denkenden  Stadiren 


flberce 
k=:  äck  das  srtodbche   SumKub  woi 
v^smoU  dKse  Wake  ui  oner,  «m 
asf£  erosartizeik  Eissesü^km  kide«.  so  ist  dodi  tot  ämei  ^ 
MMfh  ihneB  bisi»er  ücto  eesckrieben  vordai.   was   in  glochn 
Ma^^&e   der  Wafarkeh  der   Sacke  eatsprodioa   mid    wis  aoriel 
Scharfe  und  Eksaiiz  aiifaiveisett  kitte.    Die  cnte  Avflige  iß 
Theorie  der  anjÜTtischeii  FmctioBen  ersdden  aa  der  Sdiwdle  (te 
Jahrfaundeits  il797^  md  es  folgten  ikr  ld06  als  besonderes  Bock 
die  erwähnten  ,Le<;ons  sor  le  adcol  des  fionctions'^,  welche  leo- 
teren  zoerst  in  dem  Sammdjoomal  der  Vorlesangen  der  Nonmt 
schule  gedruckt  worden  waren.    Aach  kam  Lagnnge  schliesäidi 
noch  vor  seinem  Tode  dazo,   eine  neue  Auflage  der  Fonctioas- 
theorie  (181 3 j  heraoszogeben.    Sie  ist  in  nicht   anwesenthcheB 
Einzelheiten  reichhaltiger  als  die  erste,  aber  schon,  wie  das  Vor- 
tragswerk  und  wie  es  bei  diesem  auch  begreiflich  war,  mit  Hifi- 


eisungcn  auf  die  Vertauscbbarkeit  der  abgeleiteten  Functiunen 
nit  den  gewfihDlichen  Dilferentialquotienten  versehen.  Die  ^e- 
legenllicben  Bemerkungen  von  der  Art,  dass  man  fQr  y'  eben  nur 

-j^  zu  setzen  habe,    um  die   Differential reciinung  zu  erhalten, 
t     ax 

I  fehlten  in  der  eisten  Auflage.  Letztere,  obwohl  nach  Maasagabe 
des  foitschreitenden  Drucks  redigirt,  also,  wie  man  das  nennt, 
in  die  Presse  geschrieben,  war  von  so  strenger  Abgeschlossen- 
heit, doss  in  ihr  Differentialzeichen  auch  nicht  einmal  wie  in 
jenen  sparsamen  Erwähnungen  vorkamen.  Dieser  anscheinend 
kleine  Umstand  barg  aber  eine  bedeutende  Sache  in  sich.  Die 
Einseitigkeit  war  dadurch  vollständig,  bot  aber  hiedurch  auch  ein 
vollkommen  strenges,  in  sich  abgesclilossenes  System  dar,  welches 
an  die  überlieferte  Zweideutigkeit  und  Metaphysik  des  Differential- 
Zeichens  nicht  einmal  anstreifte.  Der  Standpunkt  Lagranges 
hatte  zu  einem  solchen  strengen  System  befähigt;  er  war  aber 
nicht  zulänglich  gewesen,  direct  das  zu  bemeistern,  was  ausser- 
halb sein  Wesen  trieb.  Er  konnte  daher  auch  keine  Brücke 
finden  lehren,  welche  zu  dem  andern  System,  nämlich  dem  der 
differentiellen  Elemente,  in  völlig  sicherer  Weise  geführt  hütte. 
Hiezu  hätte  das  System  der  differentiellen  Elemente  unmittelbar 
und  an  sich  selbst  streng  gemacht  werden  müssen,  und  so  etwas 
ist  durch  Lagrange  nie  in  Angriff  genommen  worden,  wie  auch 
noch  schliesslich  die  zweite  Auflage  seiner  Analytischen  Mechanik 
Atn  Ende  seines  Lebens  bestätigt  hat.  In  ihr  wird  noch  die 
Hypothese  des  Ünendlichkleinen  geduldet  und  damit  etwas  un- 
entschieden offengelassen,  dessen  unmittelbare  Entscheidung  nicht 
nur  an  sich  ein  Erforderniss  völlig  durchsichtiger  Wahrheit,  son- 
dern auch  ein  Mittel  ist,  viele  Schlussfolgeningen  kQi'zer  und  be- 
quemer zu  gestalten.  Lagrange  war  zufrieden,  die  Lehren  der 
eigentlichen  Differentialrechnung  indirect  durch  seine  Functions- 
theorie  bewahrheitet  zu  haben.  Unmittelbar  mit  der  falschen 
Hypothese  selbst  konnte  er  in  deren  eignem  Bereich  nie  fertig 
«erden,  oder  hat  dies  vielmehr  nie  unternommen.  Es  ist  daher 
ganz  begreiflich,  dass  Angeeichts  nicht  etwa  blos  der  Bequem- 
lichkeit, sondern  auch  der  praktischen  Noth wendigkeit  der  eigent- 
liehen  Differentialienrechnung  auch  die  zneite  Auflage  der  Ana- 
lytischen Mechanik  nicht  nach  dem  System  der  abgeleiteten 
mctionen,  sondern  nach  demjenigen  itnmiltelb&r 
inti&lien  ausgefOhrt  worden  ist 
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Sicherlich  ist  es  ein  Uebelstand ,    dass    man  in  jenen  beidei 
fundamentalen  Lehrwerken  Lagranges,   in  der  Functianentheo* 
und  in  der  Functionenrechnung,  nur  das  eine  System  vor  sä 
hat,  während   das  andere  in  der  Mechanik  und  zwar  weseDtiifl 
unrationalisirt  vertreten  ist.    Dieselbe  Bewandtniss.  wie  mit  Ifö- 
terer,    hat  es  auch  mit  den  Specialabhandlungen  Lagranges.  la 
diesem  entscheidenden  Punkte    hat  also    der  nicht  blos  grase. 
sondern   bisher  gi-össte  Analytiker  nur   Halbes    und  EiDScife 
oder,    um  es  in  ein  Wort   zusammenzufassen,    nur  halbseitis«: 
Werk  gethan.    Die  höhere  Analysis  hat  bei  ihm  eine  Doppefc. 
um  nicht  zu  sagen  ein  Doppelgesicht,  und  das  zweite  dieser  fi^ 
sichter  trägt  noch  den  wesentlichen  Gnindzug  einer  unridti» 
Ueberlieferung  an  sich.    Beispielsweise  sind  die  Ausgang^niito 
der  Mechanik,  die  im  dritten  Theil  der  Functionentbeorie  b^ 
delt  werden  und  zusammen  als  ein  selbständiges  Lehrbudiff 
Grundlagen   der  Sache   gelten   können,    hier    streng  nach  da 
System  der  abgeleiteten  Functionen  behandelt.     Verglichen  u 
den  entsprechenden  Lehren   des  grossen  Hauptwerks   über  a» 
lytische  Mechanik  stellen  jene  Ausführungen    nun   eine  stree^ 
Gestalt  der  Behandlung  des  Gegenstandes  vor,  während  diej^ 
dere  Behandlungsart  wie  eine  zweite  Seite    äusserlich  daneif 
figurirt,  anstatt  mit  in  ein  und  dasselbe  einheitliche  System  i^ 
genommen    zu    werden.      Eine   solche    einheitliche    Bearberttf 
konnte  nicht  ei-folgen ,   weil  Lagrange  eine    Rationalisirong  ^ 
eigentlichen  Diiferentialsystems  selbst  nicht   einmal   als  möf^ 
abgesehen  hatte.    So  musste  die  Kluft  bestehen  bleiben,  dnti 
welche  Alles  zweitheilig  getrennt  und  die  Bequemlichkeit  mitlff 
Strenge  in  W^iderspiiich  erhalten  wurde.    Dennoch  ist  der  Firt- 
schritt,    der   in    der    Aufstellung   eines   strengen    Systems  H 
nicht  hoch  genug  anzuschlagen,  wenn  auch  daneben  der  Beqaes* 
lichkeit  halber  die  alte  Manier  sammt  der  ihr  anhaftenden  •- 
richtigen  Voraussetzung  fortcultivirt  wurde. 

Die  gekennzeichnete  Kluft  ist  i^war  nicht  der  einzige,  ihr 
der  hauptsächlichste  Uebelstand,  Angesichts  dessen  das  Ldirvoi^ 
Lagranges  zwar  immer  noch  das  beste  bleibt,  aber  doch  oicit 
solchen  AnsprOchen  genügt,  wie  sie  nach  vollständiger  Cekc 
Windung  der  altem  unrichtigen  Ueberlieferung  berechtigt  ^ 
und  es  vom  Standpunkt  einer  durchgreifenden  Rationaliaitff 
auch  schon  im  Zeitalter  Lagranges  gewesen  sein  wOrdeo.  & 
jenem  wesentlich  sachlichen  Mangel   konunt  noch  eine  vaSäl 


—    441     — 

fornielte  Unzuträplichlieit,    die    zwar    an  sich    nicht    viel  ihut, 
U  aber    doch    die    Lerrihequrmlichkeit    beeinträrhti|>t    nni)     auch 
B  Obrigens  aus  dem   Gesifhlspunkt  einer   schönen   Einheitlichkeit 
g  der    systematischen   Form  des   cesammten  Stoffes  besser  fehlte. 
1^  Dies  ist  das  thatsächliche  Zetfallen  des  Lehrwerks  in  zwei.    Ent- 
^wUelte  die  Functionentheorie  auch  den  Mehrgehalt  des  Voi-traga- 
^Bwerks  in   sich   verarbeitet,   oder   wäre  umgekehrt  dag  Vortrags- 
By  werk  in  Rücksiebt  auf  Geometrie  un<l  Mechanik,  ja  auch  schon 
in  Beziehung  auf  seinen  Hauptgegenstand,  die  abstracte  Aualysis, 
80  eingerichtet ,  dass  es  alles  Werthvolle  der  Functionentheorie 
^  mitenthielte,  so  hätte  man  nur  ein  einziges  Werk  nötbig  und  jede 
■Wiederholung  bliebe  ausgeschlossen.    Die  Schuld  an  dieser  theil- 
weisen  Doppelgestall  trägt  nicht  der  l'rheber  selbst,  sondern  die 
oben   gekennzeichnete   Hauptwurzel   des   l.ehrÜbeJs,    die   in   den 
Schulen    traditionelle    Fonlerung    von    Vorlesungen.      Lagrange 
"  wurde  in  die  Lage  gebracht,  neben  seiner  Functionentheorie  auch 
nocli  Vorlesungen  über  denselben  Gegenstand  zu  halten  und  da- 
bei nicht  einmal  voraussetzen  zu  dürfen,  dass  die  Zuhörer  das 
Buch  vorher  studii-ten.    Die  Vorlesungen  mussten  daher  etwas 
^  Selbständiges  werden,  und   dabei  war  noch  einer  zwar  übel  an- 
^brachten,  aber  doch  billigen  Kachrede  vorzubeugen,  dass  der 
^  Vortragende  nur  sein  Buch  wiederhole.     Männer  von  Genie  und 
"*  Gewandtheit  kommen, durch  eine  solche  Lage  allerdings  nicht  in 
**  "Verlegenheit.    Sie  erschöpfen  sich  nicht  sobald  und  wissen  einem 
■'Gegenstände  neue  Seiten   .ibzugewinnen.     So  wurden  auch  die 
**  Vorträge  über  die  Functionenrecbnung    ein   neues  selbständiges 
V  und  in  sich  genügsames  Werk,  welches  vornehmlich  dem  ersten 
■'Theil  der  Functionentheorie  entspricht,    dabei  aber  die  geome- 
■*  bischen  und    mechanischen  Anwemlungen,  wenn  auch  nur  spiir- 
S'  sam  in  ihren  Ausgangspunkten,   eindicht.    Sie  sind  ein  Cursus 
■#  der  hohem  Analysis  oder,    wenn  man  will,  der  Differential-,  In- 
■'  Mgral-  und  Variationsrechnung  nach  dem  System  der  abgeleiteten 
Ftmctionen.  aber  wohl  zu  beachten,  in  der  abstractesten,  gleich- 
et taMO  von  den    Anwendungen  emancipirtesten  Gestalt.    Der  Grad 
■^  TOD  AbstractioD   und  Freiheit,  der  in  ihnen  herrscht,  ist  in  der 
^'  Geschichte  der  Sache    weder    vorher  noch   nachher  anzutreffen 
B>  fceweseo.    Sie  enthalten  überdies  tiefe  Blicke  in  die  Entstehungs- 
i'  geschieht«  der  analytischen   Wahrheiten,  —  Blicke,  wie  sie  nur 
r<    ainem  Manne  eigen  sein  können,  der  einen  überlegenen  Grad 
t  jßm  Bchöpferiscber  Anlage  mit  genauer  und  eindringender  Kennt- 
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za  iiMT^L  -acttneii«  3Li£i  sä  är  «aaes  «ier  bödn  Werke.  I« 
VTrr-k_r>  jgnif  lon  im.  zsGgaiscoeB.  jltr  äeh  alleiii  etwas  pnksc 
y.iiitniriiaes  i:x  'issoaL  Hie  aua  «iie  Zeit .  sie  hincaiier  iR 
an  ^ciiinxnL  ier  Fini^öjiieniäefice  in  cinüea  Rkktmea.  utf 
üi:ä  i**zd:ii:iä  ier  iiWiiiAzsüäeii  mii  siecbsBsciieii  AnwadoB 
za  ^r^iszün .  5ij  sc  ües  iitraStä,  Es  xsc  aber  fikr  die 
jaj!fi)&  ijäc  iiir"n;uTs  ii]CZL'v«iuii!r  ubi  bleibe  naaiendidi  fir 
tJT^^fn-'Ttm  .«ücäffiiirlii^ .  veLene  die  Hdhe&  der  Mathematik 
b«»^r«>rda  xiii  xer«iL  ▼«scesoe  Aosöc^ke  verwerthaL  sidi  aberir 
m^rfir  i3jei»siiel:i  v'^ileii.  Wer  hü^  zun  Uixsscii  FadmutheBilk 
vr7  :«r!i  xiii  i:<!iiy  iiHL  S!3di£:diiEeiteii  exner  za  weit  gotriebtf 
S:a'Xf^7Tzn;r  ier  Be««:i!aäi:ri!i£«ii  ünheönfiallen  will,  kam  öc^ 
ilr'.'!zrll:i.i  LLÄzeTi  ":lei':»r!L  oc  ün  seine.  maas^ToIIe  Geistec 
i-r-^t-ir:  in^i  -zr  m  ir:-rr:  -rincr  ?.j«:hrtin:^  zniz  zuviel  Lectürec: 
ir:i::;in  teiai^c"  Ti^r:-:.  A*:h  »iri  er  mit  dem  blos  aiifnehce> 
.:»rc  V-rriiAltcr:  i-iii:  >[!cL:':iikTi:  fparea;  dexin  die  Hincebum:^ 
Ver^tAzie?  iz  z-^rzz  v  jr^efliirte  <jr€»iankengänge  darf  nicht  :* 
Torhrrn-^-Tieni-rü  Piicjkei:  »-rrden.  wenn  nicht  alle  Fähigkeit." 
e:.»r!::l:':r.^r  a::i  'i;:r'!ä.;r^i»C'ier  Acäviidt  verloren  gehen  mii' 
F^r-ierkrait  zi  ?p'.n:^nen  Reennzen  erschlaffen  soll. 

.S:[x'i  nun  -cion  in  Bezieh un^r  auf  die  allerbesten  Erzeuca^ 
<ier  Literatur    s^.'lehe   üite:iiche  Vorkehnmgen   nothwendig-  ^ 
versteht  es  sich  von  selbst .  dass  die  in  einem  edlen  Sinne  i*^ 
Worti?   vi..rnehm   anizeleszten  Naturen  die  Literatur   zweiter  »^r- 
nun::  der  Regel  nach  verschmähen   and   von    diesem  Gran^iü' 
nur   insoweit  eine  verstdn<ü;^e  Ausnahme  machen  werden.  &1?" 
fcich    um    besonders    motivirte  Notiznahmen    bezüglich   einzwfc 
Partien  und  Specialitäten  handelt.     Kann  doch  in  dieser  BezK- 
huD^  bisweilen  die  elendeste  Compilation  in  ihrer  Eigenschaft  >i^ 
Nachrichtensammlung  und  gleichsam  als  Zeitung  in  Buchform  ^^ 


tgend  welchen  Punktchen  Wegweiser  enthalten,  infolge  deren 
lie  Aufmerksamkeit  des  Einsichtigen  sich  von  der  Compilation 
?eg  und  zu  irgend  einer  bessera  Quelle  hin  wendet!  Um  wie- 
riel  mehr  können  nun  Arbeiten,  die  nicht  blosse  Compilationeu 
lind,  wenn  sie  auch  immerhin  nicht  der  höcheten,  ja  nicht  ein- 
nal  der  nächst  höhern  Ordnung  angehören,  bezüglich  vereinzelter 
laigaben  ein  der  BerQcksichtigung  werthes  Kömchen  enthalten! 
!»etzteres  ist  aber  auch  der  einzige  Gnind,  sie  überhaupt  zu 
tathe  zu  ziehen.  Dies  sollte  aber  auch  nur  gelegentlich  und 
njt  äusserster  Beschränkung  auf  Tbeile  und  Stücke  ^^escheheu. 
Sines  hingebenden  Gesamnitstudiums  sind  sie  niemals  werth. 
ffev  aber  dieses  L'rtheil  in  der  ganzen  Schärfe  sich  anzueignen 
loch  nicht  genügend  durch  Eifahrungen  vorbereitet  ist,  wird  doch 
m  Voraus  wenigstens  begreifen,  dass  die  wirkliche  Concentrirunj: 
tller  Gedankenkraft  auf  eine  Arbeit  ersten  Ranges  nicht  mit  einer 
(leichen  Hingebung  an  tiefer  stehende  Productionen  vereinbar 
St.  Die  höhere  Denkweise  schliesst,  wenn  sie  wirklich  begriffen 
vird,  das  Geschmack hnden  an  den  niederen  aus.  Es  bleibe  also 
las  Haften  an  den  niedern  Sphären  denen  überlassen,  welche 
ms  Unkunde,  aus  Unfähigkeit  zur  Unterscheidung  oder,  was  das 
[änfigste  ist,  vermöge  der  Bann-  und  Zwangsrechte  der  Schulen 
11  dem  Hohen  gar  nicht  gelangen.  Auch  wird  es  immer  eine 
rosse  Zahl  solcher  Naturen  geben,  denen  das  Platte,  Verkehite 
ad  Gemeine,  jii  graüezu  das  Unwahre  wähl  verwandter  ist  und 
Lber  besser  zusagt,  als  das  \\'ahrhafte  und  Edel  [gestaltete.  Man 
eilt  dies  in  allen  Richtungen  und  Angelegenheiten  des  Lebens. 
BzOglich  der  Nahi-ung  des  Geistes  giebt  es  verhaltnissinAssig 
tcb  mehr  Pöbel,  als  in  Rücksicht  auf  die  Unterscheidung  der 
&teriellen  Nahrungsmitte!  des  Leibes.  Man  hüte  sich  also,  falls 
«m  etwas  auf  sich  hillt,  sich  hier  gemein  zu  machen.  Auch 
ejenige  Liebe,  die  im  Bereich  der  Wissenschaft  am  Orte  ist, 
nrtrftgt  keine  Prostitution. 

5.  Ein  charakteristisches  Beispie!  von  Literatur  zweiter  Oni- 
jng  sind  die  Cauchyschen  Ansitze  und  Bi-ucbstUcke  zu  Lehr- 
Sehern,  einschliesslich  derjenigen,  bei  denen  noch  Andere  ihre 
[Ande  im  Spiele  gehabt  und  den  akademisch  aufpesch  wellten 
Igunen  Cauchys  zur  Deckung  ihrer  Elaborate  benutzt  haben. 
Ton  letztern  ist  hier  nicht  weiter  zu  reden,  Cauchys  eigne  Ver- 
oehe  zu  Lehrbüchern  sind  aber  nicht  blos  unpraktisch  und  weit- 
diweifig.  sondern  auch  recht  unharmonisches  Stackwerk.    Was 
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aber,  abgesehen  von  den  als  Lehrbüchern  misslangenen  Utto' 
nehmungen,  die  sonstigen,  breit  ausgelegten  Arbeit^i  ai 
„Uebungen^  dieses  Analytikers  betrifft ,  so  kann  die  Qbel  sart- 
brachte  Zweiflerei  ebensowenig  wie  das  Vorgeben  von  noniwk 
erst  eiTeichter  Strenge  den  erfahrenen  Kenner  solcher  Peßoi» 
typen  täuschen.  In  Wahrheit  steckt  hinter  Alledem  norOi^ 
tion  gegen  den  natürlichen,  klaren  und  durchgreifenden  Ventil^ 
und  sozusagen  ein  mathematischer  Jesuitismus.  CauchywarBkk 
blos  äusserlich  der  ergebene  Mathematiker  der  politisches  ■< 
kirchlichen  Restauration,  sondein  spielte  auch  nach  der  Reidotii 
durch  Lagrange  ein  Stück  mathematische  Restauration.  lo  «n 
Namenerfindungen,  durch  welche  die  ältere  einfache  Wissesstki 
verdunkelt  wird,  war  er  fruchtbar;  an  eignen  Sachen  febtof 
ihm  aber,  und  einige  untergeordnete  Dingelchen,  die  ihm  gdM 
oder  die  ihm  von  mitinteressirter  Seite  zugeschrieben  lerii 
können  nichts  verlieren,  wenn  die  Notiz  davon  ans  zweiter' 
weiterer  Hand  oder  gar  aus  den  Compilationen  konunt.  hn  C0 
theil ,  sie  müssen  noch  Einiges  gewinnen ,  virenn  sie,  aus  deot 
sprünglichen  Zusammenhang  gelöst,  besichtigt  werden  ixm 
Ein  solcher  Gewinn  tritt  überhaupt  auch  sonst,  also  ghmil» 
sehen  von  dem  eitel  weitschweifigen  Ganchy,  aberall  da  eil,« 
es  an  systematischer  Gestaltungskunst,  an  Voi-zftgen  der  Ffl 
und  des  Gedankenganges  sowie  überhaupt  an  echter  und  ni^ 
lieber  Darstellungskraft  fehlt.  Selten  werden  wrirklicb  bed» 
tende  Ergebnisse  jedes  dieser  Vorzüge  baar  sein;  mind«s» 
wird  doch  ein  natürlicher  Gedankengang  den  wirklichen  Erf* 
einer  erheblichen  Sache  kennzeichnen. 

Handelt  es  sich  um  die  Darstellung  einer  ganzen  Wis» 
Schaft,  also  auch  um  echte  und  umfassende  Lehrwerke,  soaii 
Gharakterkraft  und  Einheit  des  geistigen  Typus  von  nodi  Vkßf 
Bedeutung,  als  wenn  nur  vereinzelte  Aufsatze  und  AbhandliD!!« 
in  Frage  kommen  oder  ein  kleinerer  Zweig  des  betreffioito 
Wissensgebiets  bearbeitet  wird.  Allerdings  wird  auch  in  letilw* 
zu  merken  sein,  wie  weit  die  Urheber  an  enistlich  systematisii« 
Geist  theilhaben.  Indessen  kann  die  systematisch  durchdrifigo* 
Kraft  mit  ihrer  allesbeheri-schenden  Einheitlichkeit  sich  in  toB» 
Maasse  nur  da  zeigen,  wo  ein  ganzes  Lehrsystem  zu  OTtwid* 
ist.  Zu  umspannenden  Lehrwerken  von  höchster  Art  und  ed*» 
Form  ist  mehr  Fähigkeit  und  sogar  eine  ungleich  höhere  G«st» 
anläge  erforderlich,  als  sie  zu  vereinzelten  Auffindungen  und  sop? 


,zu  Schöpfungen  eines  Specialgebiets  ausreicht.  So  ist  Abel  der- 
.jenige  Analytiker,  der  bisher  seil  Lagrange  auf  nächster  Stufe 
.nach  diesem  zu  nennen  ist  und  dem  auf  dieser  Stufe  nur  nocii 
.  Galois  nebengeordnet  werden  kann,  Obwohl  nun  Abel  jung  starb, 
so  hat  er  doch  bezuglich  seiner  Specialgebiete,  also  namentlich 
der  elliptischen  Functionen  und  der  Gleichungsfrage,  umfassend 
.genug  gearbeitet,  um  den  Formtypus  seines  Geistes  genugsam  zu 
.erkennen  zu  geben.  Hier  kann  es  nun  dem  tieferen  Kenner  der 
Unterschiede  im  geistig  Schöpferischen  nicht  zweifelhaft  bleiben, 
dass  in  Abel  die  Anlage  zur  universellen  Systematik,  wie  sie 
Lagrange  in  so  hohem  (Irade  besass,  nur  wenig  vertreten  war, 
und  dass  da,  wo  eine  Umschau  über  einen  Specialkreis  von  Be- 
griffen gelegentlich  etwas  Analoges  zeigen  konnte,  dies  »ich  bei 
Weitem  nicht  mit  derselben  Schärfe  zu  üussem  veimochte.  Hält« 
daher  auch  Abel  länger  gelebt,  so  würde  er  schwerlich  gleich 
Lagi'ange  in  späteren  Jahren  zu  eigentlichen  Systeniwerkeu  gelangt 
'sein,  und  hatte  er  wirklich  etwas  Derartiges  unternommen,  so 
Würde  es  in  Rücksicht  auf  concentrirte  Schärfe  nicht  wenig  unter 
'dem  Niveau  Lapranges  verblieben  sein.  Hatte  auch  Abel  wohl 
'etwas  mehr  Präcision  und  durchgi-eifende  Schlusskraft  als  der 
'etwas  metaphysicirende  Euler,  der  Vorgänger  Lagiaiiges  im  Reich 
^<ier  Aniiiysis,  so  war  er  dafUr  wieder  weniger  umfassend,  weil 
Von  vornherein  in  den  Bann  eines  zu  engen  Gegenstandes  ge- 
"rathen.  In  diesem  Bann  wäre  er  aber  überhaupt  nicht  auf  die 
iJauer  verblieben,  wenn  seine  innere  Natur  energisch  auf  Um- 
Bpannendes  und  Universelles  angelegt  gewesen  wilre.  Es  ist  nicht 
grade  in  jeder  Beziehung  zu  bedauern,  dass  es  Geistestypen  giebt. 
denen  die  specialistische  Etngeschränktheit  angeboren  ist,  d.  h. 
'denen  die  Widerstandskraft  gegen  das  allzuweite  Sichverlieren 
in  das  Einzelne  abgeht.  Um  den  Preis  solcher  Vereinzelung  und 
Einseitigkeit  wird  manches  Gute  erkauft,  was  bisweilen  heraus- 
kommt, wenn  die  einmal  eingeschlagene  Richtung  gleichsam  nach 
«ineni  geistigen  Analugon  des  mechanischen  Trägheitsgesetzes  be- 
gehen bleibt.  Allein  eine  zu  weit  getriebene  Beschränkung  wUrde 
■tetB  ein  unbedingtes  Uebel  sein,  wenn  sie  nicht  dadurch 
^nigerniaassen  aufgewogen  und  in  ihren  ungehörigen  Folgen  cor- 
Tl^rt  würde,  dass  andere  Pei-sonen  die  Träger  um  so  universeller 
betliätigter  Kräfte  sind.  Die  Fähigkeit  zum  Festhalten  des  Ge- 
SBOimtUberblicks  ist  auch  dann  ein  Vorzug,  wenn  vornehmlich 
ein  specielles  Gebiet  gepHegt  werden  soll;  denn  auch  im  Speciell- 
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am  entscliiedeusten  arbeitete,  ist  dies  nur  dadnrdi  i 
worileo.  ilass  sie  sich  wenigstens  theilweise  gegea  die  bsU»| 
liehe  Schlalfheit  der  AkademiesphAreD.  weno  Dichtetseoditlril 
kirnte,  so  doch  regte.  Lagrange  war  nur  ein  stiller  Benibiiai 
in  der  Wissenschaft  oder,  vielleicht  besser  gesagt,  «1«  nte 
Anfänger  und  £iiileit£r  einer  UmschafTuDg,  die  sich  cntB% 
teren  Zeiten  vollständig  zeigen  kann.  Was  er  that,  lütttii 
wenigstens  im  spätem  Theil  seines  Lebeus,  im  Rafanus  ia» 
freien  und  stets  mit  Stickdunst  gescbwangeiten  Akaäenät^ 
Schon  Überhaupt  die  Zugehörigkeit  zur  Gelehrteoschafi  ■<' 
Rücksicht  auf  diese  sind  geeignet,  von  der  besten  Natoreiia 
Theil  zu  unterdrücken.  Lagrange  isolirte  sich  allerdiD^o'* 
thätigem  Maasse;  aber  sein  Charakter  war  nicht  diaica  * 
gerichtet,  das  Verkehrte  an  den  Manieren  des  GelehnesäM 
nach  Form  und  Inhalt  durchgreifend  ahzuthun  und  graiaait 
zuschleudern.  Ans  dieser  mit  seinem  Genie  verbondeBn  * 
bültnissmäsBigeii  Passivität  erklärt  sich  auch,  dass  ot  aaiitM 
Wege  stehen  blieb  und  nach  den  AufrDitelungen  der  ßrtite 
nur  einmal  einen  entscheidenden  Schritt  und  dann  keiim  ■ 
that.  Er  sollte  im  eigentlichen  Sinne  iles  Worts  lehren  aai* 
eine  zu  wahre  Natur,  um  die  alten  Dunkelheiten  sufrutiv» 
Er  schuf  sich  also  ein  System,  in  welchem  diese  DaukelbM 
nicht  in  Frage  kamen.  Dieser  Act  war  seine  entschiednultil 
raSuiig  und  der  Höhepunkt  in  der  Bahn  seines  OetsWfi. 

Was  Lagrange  fur  die  Bationalisirung  der  hOhi 
gethan.  war  Angesichts  der  kommenden  Epigonen  i 
viel  und  andererseits  zu  wenig.  Es  war  zu  viel;  dem 
Setzlinge  konnten  sich  zu  dieser  Höhe  nicht  einmal  i 
Es  war  zu  wenig;  denn  es  liess  eine  grosse  LQcke  aad  k 
daher  nicht  den  unbedingten  Zwang,  ja  nicht  einmal  äbenO' 
Möglichkeit  mit  sich,  in  der  hohem  Analysis  in  richtig t 
grillen  zu  denken.  Wie  gesagt,  fehlte  das  grössere  and  «übe 
deude  Stück  der  Arbeit,  die  unmittelbare  Ueberwtnduug  dan 
deutigen  und  falschen  Dimeren tialbegritfe.  Der  feste  Sitsdsä 
klarheit  und  Luge  wollte  geschleift  und  nicht  bios  umgaaiKai' 
Hienach  ist  es  auch  erklärlich,  wie  die  spfttei^a  Mathen 
die  namhafteren  ebenso  wie  der  gemeinere  Chorus,  im  t 
denden  Hauptpunkt  nichts  gelernt  haben,  üeberhaupt  ist  L 
grade  in  seinen  besten  Werken  am  wenigsten  studirl  woni 
von  uns  als  Grundlage  des  Studiums  empfohlene   Vorti 
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hat  sogar  lange  im  Buchhandel  fehlen  können  und  auch  in  der 
Gesammtausgahe  auf  den  Abdruck  lange  zu  warten  gehabt.  Auch 
ist  es  bezeichnend,  dass  diese  Gesammtausgahe  auf  Staatskosten 
veranstaltet  worden  ist,  und  dass  auch  der  bisherige  Druck  ein- 
zelner Hauptschviften  Lagranges  als  private  Verlagsunternehraung 
tbatsächlich  auf  lange  Zeiträume  hat  ausblicken  müssen,  wie  die 
Spärlichkeit  der  französischen  Auflagen  beweist,  deren  zwei  oder 
drei  mit  einer  ui-sprünglich  wohl  nicht  allzu  grossen  Zahl  von 
Exemplaren  für  den  Zeitraum  von  ungefähr  drei  Generationen 
genügt  haben.  Die  deutsche  üebersetzung  von  den  drei  rein 
mathematischen  Hauptwerken ,  Functionentheorie ,  Functionen- 
ii  rechnung  und  Zahlengleichungen,  ist  trotz  billigen  Preises  in 
II   sechzig  Jahren  nicht  vergi-iffen,  kann  aber  allerdings  nur  eine 

■  verhältnissmässig  geringe  Instanz  zur  Charakteristik  des  Absatzes 

■  Lagrangescher  Schriften  bilden.     Sie  ist  nltmlich  nicht  blos  eine 

■  leidliche  Uebersetzung  der  Worte  in  das  Deutsche,  sondern  auch 

■  eine  unleidliche  Uebersetzung  der  Formeln  aus  dem  Lagrangeschen 
I  in  das  Leibnizische  und  hiemit  eine  arge  Albernheit  geworden, 
I  die  dem  Sinne  der  Sache  fiberall  ins  Gesicht  schlägt  und  in  Folge 
I  deren  der  Anfönger  daraus  gi'ade  die  Hauptsache  nicht  lernen 

Icann.  Dieser  Zwiespalt  zwischen  Inhalt  und  Form  berührt  aber 
anch  übrigens  recht  widerwärtig,  nicht  davon  zu  reden,  dass  der 
Simpel  von  Uebersetzer,  der  jene  Verwüstung  des  Sinnes  der 
Formeln  angerichtet,  der  nachmalige  äusserliche  Begi-finder  des 
Xiach  ihm  benannten  und  besonders  durch  die  Beiträge  Abels  eine 
IcUTze  Zeit  floiirenden  Crelleschen  Journals  der  Mathematik,  auch 
noch  gar  die  seiner  Simpel haftigkeit  proportionale  Anmaassung 
^ebabt  hat,  den  Lagrangeschen  Text  durch  eigne,  mitten  hinein- 
Q^eaetzte  Kritzeleien  zu  unterbrechen  und  anzuschwellen.  Sind 
Uch  nun  die  deutschen  Käufer  dieser  Bücher  auch  wohl  nicht 
deutlich  bewusst  geworden,  was  man  ihnen  da  im  Namen  Lagranges 
«nfgötischt  li:it,  so  müssen  sie  doch  gefühlt  haben,  dass  ihnen 
«SiCfiC'  Unterricht  nicht  viel  helfen  konnte.  Die  reinen,  der  ge- 
wöhnlichen Analysis  angehörigen  Begriffe  Lagranges  gehen  durch 
IBäs  Verlassen  setner  eignen  Notation  verloren,  und  es  sei  hier 

iHH^    einmal  daran  erinnert,  dass  -.  -  nur  eine  unbeüchränkte 

ijt nnäheriing  nn  y',  nie  aber  t/'  selbst  genau  voi'stellt.  Auch  ein 
hieibstSndiges  franzÖsiKches  Lehrbuch  von  einem  gewissen  Cournot, 
Welches  schon  durch  seine  Titelbezeichnung  als  Elementare  Theorie 
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der  Functionen  eine  Art  Anschluss  an  La^^ange  affiehirt 
brachte  es  zu  keinem  Begiiff  von  dem  Wesen  der  Lagrang^ 
Strenge,  sondern  tischte  in  obenein  verphilosophasterten  . 
führungen  mit  der  alten  Notation  im  Grunde  auch  nur  die  a 
Zweideutigkeiten  und  Nebel  auf.  Sein  Verfasser  litt  übri< 
an  übei'flüssiger  und  vei*setzter  mathematischer  Bildung,  die 
quälte  und  die  er,  da  er  damit  nichts  anzufangen  wusste. 
legentlieh  auch  in  andere  Gebiete  abführte ,  die ,  wie  die  Vd 
wirthschaftslehre,  oft  von  mathematisch  Verbildeten  nur  zu  hii 
mit  übel  angebrachter  Mathematik  heimgesucht  werden.  I 
ganze  Fall  ist  hier  nur  als  Belag  dazu  berührt,  wie  Lagnu 
durchgängig  nicht  vei-standen  wurde;  denn  das  erwähnte  Lehrbc 
ist  in  den  vierziger  Jahren  in  das  Deutsche  abersetzt  und  m 
ohne  Empfehlung  von  Seiten  geblieben,  wo  man  noch  am  eheä 
die  Formvorzüge  an  Lagrange  ein  klein  wenig  zu  fühlen  udji 
schätzen  wusste. 

6.  Eine  von  der  Differentialnotation  abweichende  Bern 
nungsai*t  ist  unentbehrlich,  um  statt  unbeschränkter  Annähens^ 
die  genauen  Werthe  selbst  und  zwar  im  Unterschiede  von  die« 
Annäherungen  auszudrücken.  Aus  diesem  Grande  wird  Lagr^j 
System  der  abgeleiteten  Functionen  mit  der  zugehörigen  }\otisi\ 
bestehen  bleiben  und  durchdringen.  Ebenso  ist  aber  awi 
unmittelbares  Operiren  mit  den  kleinen  Grössen  und  zwar  M 
blos  erst  für  die  Anwendungen,  sondern  schon  für  die 
Mathematik  nothwendig.  Dieses  zweite  System  ist  nicht  ud^| 
gleichwerthig  mit  dem  ersten,  wie  es  sich  Lagrange  selbst i»*j 
irrthümlich  dachte,  sondern  gleichsam  die  andere  Hälfte 
Beide  zusammen,  wie  sie  in  den  von  uns  skizziiten  G 
auftreten ,  bilden  ein  neues ,  einheitliches  System  und  gete 
Gestaltung  der  Sache  gleichsam  aus  einem  Gusse.  Wi 
gehörigen  Orts  gezeigt  haben,  traten  in  Lagranges  ei 
System  die  kleinen  Grössen  oder  Hülfsgrössen  unter  den 
nungen  i,  o  u.  dgl.  nur  in  den  Hintergrand  und  bildet« 
unerkannten,  gänzlich  unentbehrlichen  Rest  der  eigentlicki 
rentialrechnung.  Indem  wir  diese  Firklärung  von  ihneB 
lieferten  wir  hiemit  auch  zugleich  den  Beweis,  dass  die 
mit  den  unbeschränktkleinen  Stückgrössen  zu  jeglichan 
digen  Gedankengange  gehöre  und  daher  auch  grundsitzi* 
der  ihr  eignen  bequemen  Notation  in  ein  vollbewnsstes  i 
System    der   ganzen  fraglichen   Rechnungsart    aufeundaff 
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biese  Rechnungsart  wird  erst  dadurch  vollkommen,  dass  sie  mit 
eiderlei  Begi-iften,  und  zwar  in  strengster  Unterscheidung  der- 
selben, derartig  operirt,   dass  man  jederzeit  weiss,  ob  eine  An- 
näherungsgrösse  oder  ein  genauer  Werth  gemeint  sei,  und  ebenso 
^    jederzeit  beuitheilen    könne,    ob    das  Raisonnement  am  zweck- 
I     massigsten  unmittelbar  auf  die  kleinen  Stückgrössen  zu  beziehen 

•  sei  oder  sich  am  Leitfaden  bereits  gewonnener,  hülfsgrössenfreier 
Functionen  zu  bewegen  habe. 

Augenblicklich  ist  es  noch  unvermeidlich,  dass  der  Lernende 
in  einige  Unbequemlichkeit  komme.  Er  muss  Lagranges  Buch 
über  die  Functionenrechnung  zu  Grunde  legen  und  dabei  gleich- 
«eilig  zusehen,  dass  er  sich  die  unmittelbar  «lifTei-enti eilen  Begnffe 
aus  den  Cursen  von  Navier  oder  von  Sturm  zu  eigen  mache.  Zu 
^  dieser  Doppelaufgabe  kommt  aber  noch  als  drittes  Erforderniss,  sicli 

*  das  System  Lagranges  nach  Maassgabe  der  von  uns  gegebenen  neuen 
'  Grundlagen  in  selbatthätiger  Weise  umzugestalten  und  zu  ergänzen. 

Erst  auf  diese  Weise  entsteht  ein  Inbegriff  von  zugleich  strengen 
^  und  allseitigen  Lehren,  durch  die  eine  ebenso  bequeme  als  sichere 
•''  Handhabung  aller  höhern  Rechnung  ermöglicht  wird.  Angenehmer 
**  wftre  es  freilich  für  den  Studirenden,  sofort  ein  einziges  Buch  vor 
^  sich  zu  hallen,  in  welchem  alle  angegebenen  Haupterfordernisse 
^  unmittelbar  erfüllt    waren   und   sich  zugleich    ebenso    gewählte, 

*  'schöne  und  zuverlässige  Specialausfulirungen  funden,  wie  hei  La- 

•  *grange.  Ein  solcher  Buchcursus  könnte  noch  überdies  den  Vor- 
■^tbeil  haben,  neben  seinem  hochtbeoretischen  Gehalt  auch  un- 
»  **Blittelbar  praktischen  Stoff  darzubieten,  also  etwas  zu  enthalten. 
•^T^fls  man  praktische  höhere  Mathematik  nennen  kann.  Auf  diese 
^MVeise  würden  auch  der  Techniker,  der  Architekt,  der  Mititair 
■^nd  Oberhaupt  Alle,  welche  nach  der  Mathematik  in  erster  Linie 
K^ltn  der  Anwendungen  Willen  zu  fragen  haben,  eine  ihnen  zusagende 

Gestalt  der  abstractesten  Lehren  zur  Verfügung  erhalten.  Der 
f^eschmack  an  Echtem  und  Gutdargestelltem  würde  hiedurcheben- 
■  ^alls  weiter  verbreitet,  und  die  Freude,  die  ein  wohlgestaltetes, 
'  ^vrclisichtiges  und  einfaches  Wissen  schon  an  sich  mitsichbringt, 
r^och  durch  den  Hinblii-k  auf  dessen  praktische  Kraft  und  Trag- 
-  ""»eite  gesteigert.  Ein  derartiges  Werk  wijd  aber,  aller  Voraus- 
geht nach,  erst  dann  zu  schreiben  oder  doch  wenigstens  erst 
««ann  zur  Geltung  zu  bringen  sein,  wenn  sich  seine  Chancen  durch 
4^archgreifende  neue  Wendungen  zugleich  im  Theoretischen  und 
^^Kden  äussern  Verhältnissen  verbessert  tinden.    Wßre  Lagrange 
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^  Monographische  AusfnbruDgen  von  SoDderveniweiguDgeD  des 
reffenden  Gebiets  gehören  nicht  in  die  Gesammtdaretellung, 
in  welcher  es  auf  gleichniilssipe  BerücksichtiguiiR  aller  Lehren 
ankommt.  Auch  giebt  es  in  den  Theilunpen  und  l'ntertheilungen 
der  Wissenschaft  immer  eine  Grenze,  bei  welcher  diejenigen  Aus- 
ISufer  beginnen,  für  welche  das  Interesse  nicht  mehr  mit  dem- 
jenigen der  allgemeinen  Bildung  und  Sachkunde  in  einem  Fnche 
zusammenfällt.  Gegen  wichtige  Ergebnisse,  die  in  solchen  Special- 
gebieten gewonnen  werden,  soll  freilich  auch  derjenige  nicht  gleich- 
gUltig  sein,  der  für  den  fraglichen  Ausläufer  von  Untersuchnngea 
keine  selbständig  eingehende  Theilnahme  hegen  kann.  Solche 
Ergebnisse  gehäi'en  aber  alsdann  auch  in  die  Gesammt Wissenschaft, 
vorausgesetzt  dass  bereits  der  Weg  gefunden  sei,  sie  in  genügend 
einfacher  und  kurzer  Weise  zu  begründen.  Der  Mathematiker 
wird  vor  jedem  speciellen  Auslaufer,  dem  er  nebenbei  nachgehen 
mag,  unter  allen  Umständen  die  allgemeine  Mathematik  als  ein 
Ganzes  gründlich  kennen  mUssen.  Was  hier  je  nach  dem  Stande 
der  Wissenschaft  zu  fordei-n  sei,  lässt  sich  sehr  wohl  bestimmen. 
Bereits  eine  concentrirtere  Uebersicht  aller  mathematischen  Haupt- 
njtt«!  genügt,  wo  nicht  ein  seine  Wissenschaft  beherrschender 
^chmathematiker.  sondern  etwa  ein  Physiker  in  Frage  ist,  der 
Lusschliesslich  nach  den  Nutzanwendungen  der  mathematischen 
«ebren  fragt.  In  dieser  Hinsicht  kann  es  mannigfaltige  Ge- 
taltangen  und  Abgrenzungen  der  Theilnahme  geben;  immer  aber 
►leibt  die  njatheirratische  Bildung  als  ein  einheitliches  Ganze  die 
[auptsache,  möge  es  sich  nun  um  das  Geschöpf  der  einseitigen 
lerufsverzweigung,  den  sogenannten  Fachmann,  oder  um  solche 
«rsonen  handeln,  die  sich  nicht  im  Rahmen  des  Berufs  bewegen. 
II  letztern  gehören  nicht  blos  diejenigen,  welche  die  Mathematik 
|oB  tüT  andere  Zwecke  brauchen  oder  sich  aus  Liebhaberei  mit 
ir  beschäftigen,  sondern  auch  jene  vereinzeilen  Erscheinungen, 
^ciie  die  mathematische  Wissenschaft  erweitern,  aber  zu  uni- 
BTsellen  Geistes  sind,  um  sich  auf  Mathematik  beschranken  zu 
Bauen. 

7.  Welcher  Kreis  von  Einsichten  in  der  Mathematik  zusamnien- 
lliust  werden  müsse,  um  jenes  durchaus  nothwendige  Ganze  zu 
Cgeben,  bestimmt  sich  am  deutlichsten  durch  das,  was  bei  dem 
idesinaligen  Stande  des  mathematischen  Wissens  als  leitende 
latbematische  Hauptwissenschaft  anzusehen  sei.  Im  Zeitalter 
rfigr&Dges  war  die  Mathematik  bereite,  derartig  entwickelt,  dass 
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^chz  il£  ;•?»  Vgmai.müu€i  uugCB  der  effipt2?(iB 
^  A':<i  2eIJB2t  ist  «ad  die  Hian  als  Abdsäf 
F^ars-:«!«:  '-«ei^iiKC  I21  Gesestkeil  la§r  er  unter  dem  Xi«" 
•ie^  Abejs^iKü  Gecste«.  der  seh  zlaeklidierveise  aueh  in  hok!« 
an-l  wertbToIlereii  Aufeaben.  vie  an  der  Ton  Lagrange  f^ 
lieferten  ilsrebraisehen  Fra^e.  bethitigt  hat.  Wie  nun  gir  v^ 
der  That  Ab^  das  Hantzreii  mit  den  ellipttKhen  Fnnctiotfi 
keine  besondern  FähigkeiteB  mehr  erfordert  hat»  leigt  die  Be> 
sehaffenheit  der  Lente.  die  sich  durch  collegialische  GegeoBeiti^ 
keit  in  den  Ruf  gebracht  haben,  eüiptiadie  Fnnetion&re  pir  O' 
eeDence  zn  sein.  Es  and  dies  TomehraKeh  die  wirrsten  FiK& 
nnd  die  Sichdchen,  auf  die  ae  sich  etwas  an  Gate  thnn,  grade* 


kinderhafte  GebahniogeD,  aber  freilich  von  nicht  ganz  unschul- 
digen Bßbchen,  da  sie  mit  ihren  kleinen  Streichen  die  MAthematik 
mindestens  verunsaubern, 

Wer  von  dem  Ausläufer  der  Analysis,  der  elliptische  Func- 
tionen heisst,  um  der  Sache  willen  eingehender  Notiz  nehmen 
will,  der  wende  sich,  sobald  er  die  allgemeine  Analysis  durch 
Lagrange  kennen  gelernt  hat,  ohne  Weiteres  zu  Abels  Recherches 
sur  les  fonctiona  elliptiques,  die  sehr  wohl  als  ein  einleitendes 
Lehrbuch  der  Iliiuptsache  dienen  können.  Die  abgeschmackten 
Compendien  des  Tages  und  der  Schulen  kann  er  dann  auf  sich 
beiTihen  lassen;  höchstens  mag  er  nocli  so  etwas  wie  den  Anhang 
zu  Sturm  vergleichen,  um  beispielsweise  die  Thetafunctionen  her- 
vorgehoben zu  sehen,  zu  denen  auch  Abel,  aber  in  andern  Unter- 
suchungen, die  Grundlage  geliefert  hatte,  die  aber  dann  Jacobi, 
seinen  hebräischen  Anlagen  gemäss,  unter  seiner  Marke  als  die 
seinigen  in  den  Handel  brachte.  Zu  bedauern  ist,  dass  jene 
Recherches,  die  unter  den  vielen  und  umfassenden  Arbeiten  Abels 
als  Hauptgrundlape  und  ihrer  Einfachheit  wegen  auszuzeichnen 
Bind,  noch  nicht  im  besondern  Abdruck  zur  Verfügung  stehen, 
sondern  nur  in  den  Gesammtwerken  zu  kaufen  sind.  Sogar  letztere 
selbst  haben  lange  genug  im  Buchhandel  gefehlt  und  sind  erst 
1882  durch  einen  neuen  auf  norwegische  Staatskosten  veranstalteten 
Abdruck  wieder  zugänglich  geworden. 

Noch  weit  unfruchtbarer,  als  die  Pflege  der  elliptischen  Func- 
tionen, ist  diejenige  der  sogenannten  Zahlentheorie  geblieben,  und 
nur  die  Patelkeit  jenes  Gauss,  verbunden  mit  dessen  professoralem 
finflusä  auf  die  Stellenbesetzung,  hat  es  in  Deutschland  dahin 
gebracht,  dass  jene  kleinliche  Verästelung  des  mathemalischen 
Wissens,  die  vorherrschend  kein  ernstes  Wissen,  sondern  eine 
blosse  Wissensspielerei  ist,  thatsächlich  der  Hauptartikel  der 
universitären  Vorleserei  werden  konnte.  In  Folge  dieser  Gestaltung 
Bind  denn  auch  die  künftigen  Lehrer  der  Mathematik  oft  genug  ge- 
nöthigt,  im  Hinblick  auf  die  PrQfungswillkUr  sich  auf  Zahlentheorie 
nber  jedes  vernünftige  Maass  hinaus  einzudrillen.  Dabei  dienen  die 
dem  verstorbenen  Professor  Lejeune-Dirichlet  untergelegten  Vor- 
lesungen, d.  h.  fremde  in  ihrem  ersten  Theil  an  seine  Vorlesungen  an- 
knüpfende Ausarbeitungen  mit  diesem  ersten  Theil  als  HQlfsmittel. 

Von  einiger  Erheblichkeit  sind  in  der  ganzen  Zahlentheorie 
eigentlich  nur  die  Beziehungen  ersten  Grades.  In  RQcksicbt  auf 
fast  Alles,  was  darQber  hioausgebt,  ist  die  bisherige  Behandlung 
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gerissen  Punkte  Mstth  MÜ^müHs  fikr  sich  einen  abtreonbiia  h* 
begnffTon  Lehren  coDstiisirnmddite.  Eine  Terkehrtliät  blieben 
jedoch,  weam  znin  die  secnndire  Katar  aller  solcher  Fug«,  & 
nur  «k  Zal>ehör  zu  andern  einen  Werth  haben,  verkennen  volte 
Iiie  ganze  Zahl  ist  allerdings  etwas  sehr  Abstractes,  aber  zo^ 
etwas  Spedelles;  denn  der  Begriff  einer  abstracten  Grtsse^ 
allgemeiner.  Hienach  können  zahlentheoretische  Ldiica  tsß 
SpedalfäJle  Ton  aDgemeineren  sein,  die  sich  auf  fiinctioneDe  Be- 
ziehungen Oberhaupt  richten.  Die  Fnnctionenlehre,  im  weitai 
Sinne  des  Wortes  Fonction  veistanden,  bleibt  also  die  oberstt 
und  leitende  mathematische  Wissenschaft 

Schliesslich  sei  noch  bmnerkU  dass  ein  Corsns  der  böhen 
Analrsis,  wenn  er  in  einzelnen  Spedaltheilen  etwas  wtiter  tv- 
zweigt  werden  soll,  eine  besondere  Anfinerksamkeit  aof  das  Tkosi 
der  bestimmten  Integrale  und  auf  das  der  partiellen  Diflhraital- 
gleichongen  erfordere.  Hieraus  folgt  aber  nicbt»  dass  nun  gtf 
daran  thue,  seine  Zeit  mit  den  entsprechenden  modischen  Uli* 
▼erritfttsYorlesungen  zu  Terlieren,  auch  wenn  nnter  dieser  Babnk 


■twas  Gedmcktes  vorliegt.  Sie  bedeuten,  wie  fast  die  ganze 
universitäre  Vorleserei  in  der  Mathematik,  nur  dürftige  Zusammen- 
stellungen, die  aber  in  ein  Specialgebiet  lang  ausgezogen  werden, 
■km  ein  Semester  zu  füllen  oder  überhaupt  der  Sache  den  Anstrich 
toon  etwas  Besonderem  zu  geben.  In  der  Tbat  enthalten  leid- 
■nche  Specialt'apitel  eines  Gesammtcursus  die  wesentlii'hen  Ergeb- 
■  lisse  auch.  Was  man  dagegen  beispielsweise  auf  den  Namen 
itfes  früher  erwähnten  Riemaun  hin  als  dessen  Vorlesungen  über 
■lartielle  DiiTerentialgleichungen  hat  di-ucken  lassen,  ist  noch  mehr 
kaIs  riemännisch  kraus  gerathen,  und  wird  auf  einen  natürlichen 
BÖinn,  sobald  er  orientirt  ist,  seine  abschreckende  Wirkung  nicht 
verfehlen.  Auch  noch  von  andern  Special artikeln,  die  unter  der 
pPahne  anderer  verstorbener  Professoren,  mit  noch  weniger  Recht 
^nd  in  gradezu  hebräisch  schmieriger  Gestalt,  auf  den  Markt  ge- 
bracht worden  üind,  im  Einzelnen  Oberhaupt  zu  reden,  wäre  unter 
^er  Würde  unserer  Darstellung. 

^        8.   Vergisst  man  über  den  Ausläufern,  auch  wo  diese  besser 
geartet  sind,  nicht  die  Grundgestalt  des  leitenden  Gebiets  von 
Einsichten,  so  kann  es  nach  allem  Bisherigen  keine  Frage  sein, 
dass  überall  die  vollste  analytische  Abstraction  obzuwalten  habe, 
^^ur   hiedurch    gelangen    Wissenschaft   und    Studium    zu    ihrer 
vollendeten  Kraft  und  unverkürzten  Tragweite.  Dabei  sollte  sich 
von  selbst  vei'stehen,  dass  man  die  Erhebung  zur  grösstmöglichen 
Abstraction  und  alsdann  die  Fortbewegung  im  Felde  dieser  Ab- 
straction   nicht  mit  einem  Schaffen  aus   Abstractiunen  zu   ver- 
wechseln habe.  So  etwas  würde  den  Charakter  der  durch  blossen 
analytischen  Algorithmus  möglichen  I^eistungen  verkennen  und  in 
einem    gewissen    Sinne    auch    überschätzen   heissen.      Da    aber 
anderei-seits  die  Gefahr  der  Unterschittzung  grade  für  den  roheren 
'  Naturstandpunkt  der  Geister  und   nicht  blos  für  beschränktere 
oder  doch  weniger  ahstracte  Anlagen  sehr  nahe  liegt,  so  ist  es 
erspriesslich,    sich   von   der   Noihwendigkeit   der   Erhebung  zur 
analytischen  Abstraction  einfurailemal  eine  deutliche  Einsicht  zu 
verschaffen.    Es  giebt  kein  Gebiet,  in  welchem  diese  Erbebung 
und  zugehörige  Absonderung  des  reinen  Rechnungsgehalts  nicht 
stattzutindeu  hatte.  Nur  denke  man  beispielsweise  bei  analytischen 
Abstractionen  von  der  Geometrie  nicht  immer  gleich  an  Coordi- 
'  naten,  da  die  Anwendung  der  Coordittaten,  wenn  sie  zweckmässig 
'  sein  soll,  nicht  das  ganze  Gebiet  der  Geometrie  und  ihrer  Auf- 
'  gaben  umfasst.     So  kann  die  Formel  des  erweiterten  oder  auch 


sdion  des  eigeoüicheii  PTthigorebcbeii  Satzes  als  rein  analytisck 
Abstnction  genomiiien  und  bdianddt  werden.  Was  man  ad 
letztere  Weise  danus  gewinnt,  bewegt  sich  nicht  mehr  am  Leit- 
faden der  unmittelbaren  Gecnnetrie,  sondern  ist  ein  Ergebniss  k 
Alcebra  oder  der  Analysis  des  Yerinderlichen. 

Bisher  ist  nicht  einmal  innerhalb  der  eigentlichen  Anaksb 
selbst  das  Gesetz  der  vollen  analytischen  Abstraction  fitbeni 
gehörig  befolgt  worden.  Sogar  bei  Lagrange,  welcher  im  AB* 
gemeinen  den  bisher  erreichten  höchsten  Grad  zweckmässiger  kl- 
straction  vertritt,  fehlen  manche  Uebergänge.  So  figmirai  bei 
ihm  die  trigonometrischen  Functionen  zwar  als  analytbcbe,  & 
sofern  für  sie  die  Reihen  als  vorhanden  voransgesetzt  werfe 
Allein  bei  ihrer  unmittdbaren  Einfbhning  dienen  die  aus  k 
Geometrie  vorausgesetzten  Additionssätze,  am  jedesmal  die  ersta 
Coefficienten  der  Reihen,  d.  h.  die  abgeleiteten  Functionen  la^' 
hiemit  die  Reihen  selbst  zu  gewinnen.  Freilich  ist  das  Stftd 
Geometrie,  dessen  sich  Lagrange  auf  diese  Weise  bedient,  sd^ 
nicht  mehr  in  der  Sprache  der  Geometrie,  d.  h.  in  dem,  wise 
todte  Sprache  nannte,  ausgedrückt  Wohl  aber  bleibt  es  düQ- 
dem  sachlich  ein  Satz,  der  als  durch  die  specifische  Gtoof^ 
bewiesen  vorausgesetzt  wird. 

So  etwas  ist  nun  nicht  reine*  Rechnangsconseqnenz  out? 
Zugrundelegung  der  auf  eiu  geringstes  Maass  zurückgeftbts 
geometrischen  Anknüpfungspunkte.  Nur  der  Begriff  einer  tr^ 
metrischen  Function,  also  etwa  des  Sinus,  ist  als  aus  der  Tri^ 
metrie  stammend  au£ninehmen,  nicht  aber  etwa  eine  zusaDOfr 
gesetzte  Wahrheit  wie  der  Summensatz,  der  die  FunctioD  i^ 
Ganzen  durch  entsprechende  Functionen  der  Summanden  i^ 
drückt.  Letzterer  Satz  ist,  da  wo  die  Theorie  des  Sinus  als  eöff 
analytischen  Function  entwickelt  und  der  Sinus  selbst  stets  tt 
nächst  als  analytische  Function  gehandhabt  wird,  eben  andi  eßi 
auf  dem  analytischen  Rechnungswege  zn  beweisen,  ehe  mao  sä 
seiner  bedienen  darf.  Eine  rein  geometrische  Ablätong  ^ 
hiedurch  nicht  blos  eine  überflüssige  Belästigung,  sondern  üi 
ein  Verstoss  gegen  die  höhere  Wissenschaftlichktit  des  modeas 
Systems,  welches  sich  nicht  im  specifisch  Geometrischeo  umtrefts 
darf,  sobald  man  die  abstractere  Vermittlung  finden  und  absonJen 
gelernt  hat  Es  ist  nämlich  gradezu  ein  logischer  Fehl^,  i^ 
man  ein  Raisonnement,  welches  nur  Yon  abstracter^i  BepUb»^ 
hängt,  dessenungeachtet  durch  concretere   hindurchfuhrt  Ib* 


nkleidet  auf  diese  Weise  die  Glieder,  durch  welche  man  rlen 
Inrchgang  nimmt,  mit  nebensächlichen  Eigenschaften,  auf  die  es 
tf  för  die  Erzielung  des  Ergebnisses  nicht  ankommt.  So  etwas  ge- 
to  Gchieht  nun  aber  allemal,  wo  man  unnütz  uaniittelbare  Geometrie, 
I  Mechanik  oder  Physik  treibt,  anstatt  zunächst  blosse  RerhnungB- 
^  Operationen  einzuschieben.  Etwas  Anderes  ist  es  freilieb,  wenn 
^  man  einen  Veranschaulichungszweck  verfolgt,  sei  es  um  auf  die 
«  Fehlerfreiheit  des  abstracten  Ganges  eine  conlrolireude  Probe  zu 
B  machen,  sei  es  um  denjenigen  Naturen  oder  Btldungsstandp unkten 
•  nachzuhelfen,  denen  die  höhere  Schlussweise  thatsilchlich  un- 
^  fassbar  oder  ungewohnt  ist.  Eine  derartige  Herablassung  von 
_  der  höhern  wissenschaftlichen  Form  zu  niedern  Stufen  beweist 
_  aber  nichts  gegen  den  im  Allgemeinen  maassgebenden  Sach- 
_  Terhalt  sellist.  Uebrigens  aber  sind  concrete  Methoden  allemal 
j  eine  wissenschaftHche  Rilckständigkeit,  sobald  die  abstracteren 
zur  Verfügung  stehen. 

Demgemäss  ist  es.  um  wieder  an  das  Beispiel  anzuknüpfen, 

durchaus  nothwendig,  die  Sinusfunclion  in  der  Analysis  von  vorn- 

~   berein  als  die  Umkehrung  des  Bogenintegrals  zu  bestimmen.   Der 

^  Bogen    selbst    wird  hiebei  durch  eine  unbeschränkte  Zahl    von 

Summationen    unbeschränktkleiner    Elemente,    also    durch    einen 

Inbegriff"   direct   vollziehbarer    Operationen    mit    unbeschränkter 

Annäherung  dargestellt.    Die  Umkehrung  dieses  Integrals  ist  aber 

.    ebenfalls  ein  reiner  Rechnungsbegriff,  grade  so  wie  derjenige  jeder 

andern  Wurzel  einer  Gleichung.     Eine  geometrische  Anknüpfung 

hat  daher  nur  insofern  stattzufinden,  als  dem  Begriff  des  Sinus 

nicht  fälschlich  der  Anschein  gegeben  werden  darf,  als  wäre  oder 

würde  er  durch  die  Analysis  selbst,  d.  h.  durch  blosse  Rechnungs- 

oombinationen,  geschaffen.  Es  darf  die  rein  analytische  SchÖpfiing 

nicht  mit  der  nachträglichen  rein  analytischen  Bestimmung  vei-- 

wechselt  werden.    Die  blosse  Analysis  hätte  lange  tasten  können, 

eii-i  sie  von    ungefähr   oder  durch    irgend    welchen,    in  blossen 

Rechnungsbedürfnissen  liegenden  Antrieb  zu  einer  Function,  wie 

~     dein  Sinus,  gelangt  wäre.     Die  einzige  Art,  wie  sie  allerdings 

"     hiezu  halte  kommen  können,  wäi-e  eine  imaginÄre  Zerlegung  der 

Exponential reihe    gewesen.     Man    wäre    zu    e''~'  -  qi  (x) -+- 

V^  1  41  ix)  gelangt,  indem  man  in  der  Reihe  r  die  beiden  Reihen 

^  r,  und  I-,    als  besondere  Functionen  hervorgehoben  hätte.     Ein 

^^Bpalytischer  Gebrauch  und  eine  analytische  Theorie  dieser  Func- 
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tionen  würden  sich  hieran  haben  knüpfen  können,  ohne  das  nd 
nur  die  Namen  Cosinus  und  Sinus  oder  gar  eine  geom^riaAe 
Bedeutung  für  die  neuen  Functionen  in  der  reinen,  d.  L  Uer 
unangewendeten  und  nur  in  sich  selbst  verkehrenden  Anahs 
in  Frage  gekommen  zu  sein  brauchte.  Wer  also  hier  deo  ledta 
Rest  geometrischer  Anknüpfung  verbannen  will,  der  moss  auf  6t 
angegebene  Weise  verfahren.  Natürlich  und  geschichüieh  ai 
solche  Wendungen  jedoch  nicht;  denn  wo  die  analytischen  Fla^ 
tionen  thatsächlich  durch  Abstraction  von  SachfiinctioneD  ge* 
Wonnen  sind,  muss  man  diesen  Ursprung  nicht  hinterher  w- 
leugnen  wollen.  Es  ist  nämlich  der  regelmässige  Fall,  dasBJe 
analytischen  Functionen  von  einem  bestimmten  zusammengesetzt 
Gepräge,  welches  zugleich  einen  für  die  Anwendungen  widitifa 
Formtypus  abstract  ausdrückt,  von  den  Sachfunetionen  b&w- 
anlasst  und  thatsächlich  nur  Zuiiickführungen  dieser  auf  im 
blossen  Gehalt  an  Rechnungsoperationen  sind.  So  ist  die  R^ 
duction  von  Sachfunetionen  auf  das  Analytische  die  Hauptqadk 
wirklich  brauchbarer  analytischer  Functionen.  Andere,  blos  lat- 
lytisch  combinatorische  Wege  liefern  zwar  auch  Wichtiges  wi 
Entscheidendes,  würden  aber,  wenn  man  auf  sie  allein  angewiesa 
bliebe,  schliesslich  selbst  in  das  Weglose  und  Unbestimmte  «k- 
laufen  und  haben  thatsächlich  nur  zu  oft  in  zerfahrene  Spiel««a 
gerathen  lassen. 

Aus  einer  blossen  Rechnungsformel  können  auf  dem  bloss« 
Rechnungswege  eben  auch  nur  Formeln  und  zwar  sogar  nur  di^ 
jenigen  gewonnen  werden,  die  sich  durch  blosse  Bethätiguog  vd 
umwandelnden  Rechnungsoperationen  ergeben.  Aus  dem  Ast- 
lytischen  spinnt  man  daher  wiederum  nur  Analytisches,  und  ei^ 
die  schliessliche  Uebersetzung  in  das  Sachliche  lässt  vrieder  n 
dem  Gebiet  gelangen,  von  welchem  her  die  analytische  Ab- 
stniction  ursprünglich  stattgefunden  hatte.  Die  Rechnoo;^ 
Operationen  entbehren  aber  an  sich  jedes  sachlichen  Leit&dens. 
und  es  ist  daher  nöthig,  die  Antriebe  zur  Direction  der  Am- 
lysis,  sobald  diese  nicht  blos  einem  in  ihr  selbst  belegenen  Zweck 
nachgeht,  anderwärtsher  zu  entnehmen.  Gesetzt,  man  hat  die 
Mittelpunktsgleichung  des  Kreises,  so  lässt  sich  aus  ihr  alleis, 
d.  h.  ohne  die  Dazwischenkunft  eines  neuen  geometrischen  Grundes, 
nicht  einmal  zum  Bogenintegral  gelangen;  denn  es  wäre  dod 
ein  sonderbarer  Zufall,  grade  ein  Element  wie  V  dx^  +df  n 
bilden  und   in   Beziehung  auf  dieses  das  Integral   zu  nehm^ 


.J^liche  Rectification  der  Curveo  geschieht  nicht  rein  aus  deren 
Oleichungeu,  sundern  bedarf,  wie  schon  im  vierzehnten  Capite) 
Nntnniei-  6  ausgefQhrt  wurde,  noch  der  Gleichung  des  charak- 
teristischen Dreiecks  oder  eines  Surrogats  dieser  charakteristischen 
geiMnetrischea  Beziehung.  Bei  Lagrange  ist  dies  Surrogat  der 
TOS  Archimedes  als  Axiom  gebrauchte  Satz,  dase  die  Grösse  eines 
CarvenstQcks  zwischen  der  Sehne  und  den  zwei  Abschnitten  der 
Endpunkttangenten  eingeschlossen  sei;  denn  diese  LinienstQcke 
ktanen  ebenfalls  nicht  rein  aus  der  Gleichung,  sondern  nur,  wie 
i^  Fall  des  gleich  unbeschränktklein  genominenen  Dreiecks  ds, 
dx,  dy,  auf  Grund  einer  Specialanwendung  des  Pythagoreischen 
Satzes  bestimmt  werden.  Man  hat  al^-o  in  jedem  Falle  zu  der 
CorvengleichuDg,  die  aus  dem  Geometrischen  abstrahirt  ist,  noch 
einmal  aus  dem  Geometrischen  eine  zweite  Gleichung  hinzu- 
abstrahiren  müssen,  um  weiter  zu  kummen. 

Die  Niehterkennung  derartiger  Unterschiede  hat  jenem  Aber- 
glaaben  Vonschub  geleistet,  der  blosse  CalcQl  als  solcher  könne 
alles  Mögliche  begründen  nnd  hervorbringen,  und  selbst  den  besten 
Autoren,  wie  Lagrange,  hätte  es  nützen  können,  wenn  sie  ein 
klares  kritisches  Bewusstsein  von  diesem  Quellenuntei'schiede  der 
Einsichten  gehabt  hätten,  anstatt  blos  auf  ihren  natürlichen  Tact 
angewiesen  zu  bleiben.  Es  hätten  alsdann  nicht  untergeordnete 
mrtuosen,  wie  Laplace,  solchen  Einbildungen  anheimfallen  können, 
wie  diejenige,  das  Grundgesetz  der  Kräftezusammensetzung, 
'velebes  man  das  Parallelogramm  der  Kräfte  nennt,  aus  purer 
'poter  Analjsis  herausalgorithmiren  zu  wollen.  Andererseits  wäre 
'sber  bei  einem  Verfahren,  welches  jene  kritischen  ünterscliei- 
'  düngen  grundsätzlich  erfasst  und  hervorgehoben  hätte,  die  Noth- 
I  «r«)digkeit  der  vollen  analytischen  Abstraction  eher  zur  An- 
iflrkennung  gelangt.  Man  hätte  ihr  alsdann  nicht  so  leii-ht  die 
IBeactionen  entgegensetzen  können,  die  im  19.  Jahrhundert  in 
Geometrie  und  Mechanik  platzgegrifTen  haben.  Die  vollste  ana- 
JjtiBche  Abstraction  und  Strenge  fohrt  also,  um  auf  unser  Bei- 
gpiel  zurückzukommen,  offenbar  dazu,  eine  thatsilcbüch  von  der 
'Geometrie  entlehnte  Functinn  dadurch  völlig  analytisch  zu  machen, 
dass  man  sie  auf  ihren  Gehalt  an  ßechnangsoperationen  reducirt. 
iBia  Verwandlung  des  Sinus  in  die  fragliche  Integral amkehrung 
llt  eine  solche  fteducirung,  und  das  Zeichen  sin  bedeutet  alsdann 
Hiebt  mehr  eine  geometrische  Kegel,  sondern  einen  Inb^riff  von 
jBechnungeuperationen.    In  diesem  Sinne  wird  der  Begriff  fOr  die 
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reine  Analysis  ei-st  voll  zurechnungsfähig,  und  ausschliesslich  «is 
diesem  Rechnungsbegriff  hat  man  alle  weitei-n  Eigenschaften  der 
Function,  also  beispielsweise  deren  Differential  sowie  den  Sommeih 
Satz,  abzuleiten. 

Eine  Darstellung,  in  welcher  auf  die  gekennzeichnete  Wdsc 
verfahren  wird,  bleibt  unmögUch,  solange  man  nicht  den  Integrai- 
begriff  den  Entwicklungen   des   Sinusdifferentials   vorausschieh 
Es  ist  aber  auch  thörichte  Scholastik,    die  Dififerentialreehoioi 
für  sich  abzuhandeln  und  dann  erst  anf  Integrale  zu  kommei 
Ein  wahrhaft  synthetischer  Gang  in  dem  Sinne,    wie  wir  ihn  ii 
vorigen  Capitel  gekennzeichnet  haben ,   führt  daza ,   in  der  Aoi- 
lysis  die  Sätze  so  aneinander  zu  i*eihen ,    wie  sie  f&r  den  Fort- 
schritt der  Sache   vom  Einfachen  zum   Zusammengesetzte  er- 
forderlich werden.    Will  man  den  Sinus  in  analytischer  Abstrak- 
tion einführen ,   so  sind  die  Begiiffe  des  Integrals  und  der  Foik*- 
tionsumkehrung    unentbehrlich.     Jene    andere,    oben    berührt 
Weise,  die  wir  als  nicht  natürlich  bezeichnet  haben ,  fuhrt  im 
das  Imaginäre,  d.  h.  sie  ist  eine  indirecte  Definition,  n&mlidia^ 
direct  in  demjenigen  Sinne  des  Worts,    in  welchem  man  v<»)i^ 
directen   Beweisen    spricht    Die   Vermittlung    einer    Begrüß 
Stimmung  durch  das  Unmögliche  ist,    obwohl   nach  unsemAi^ 
Schlüssen   vollkommen   sicher,    doch   nicht    direct  genug  andn 
dieser  Beziehung,    auch    abgesehen    von    dem    oben   erwähots 
Mangel  an  Natürlichkeit,   wiedeinim  nicht  die  natQrlichste.  Vä 
der  Exponentialfunction  kommt  man  in  nicht   imaginärer  West 
nur  zum  hyperbolischen  Sinus,    indem  man  die  Exponentialmk 
für  ein  zweiwerthiges  reelles  Argument  nach  Maassgabe  unsere 
Werthigkeitsprincips    spaltet.     Allein    auch    einer    solchen  i» 
lytischen   Ableitung   der   hyperbolischen  Functionen  ist  dieit- 
straction   von   der  Geometrie   als  natürlicher    vorzuziehen,  ^ 
thatsächlich  auch  die  Function  e""  ursprünglich   an  der  HjFpef^ 
gewonnen    worden.     Nachträglich   kann   allerdings  die  Anal^ 
kommen  und  durch  unmotivirte  Uebergänge   aus  eignen  Mitttk 
zu  jeder  Function  gelangen,    die  man  zuerst  auf  andere  Yem 
lassungen  hin  durch  Abstraction  vom  Sachlichen  angestellt  ha^ 
So  nützlich   nun  aber  auch  die  Nachweisung  einer  solchen  rfl^ 
analytischen  Verkettungsmöglichkeit  im  Allgemeinen  sein  ib^ 
so  wird  doch  im  Besondern  der  Wahrheit  und  Natürlichköt  fc 
Verhältnisse  nur  dadurch   entsprochen,    dass    man  keine  V^ 
geht,    zu  denen  die  natürliche  Motivirung  fehlt,    und  diedak^ 


inedies  wie  launeotiafte  Will küiwenciun gen  aussehen.  Sogar  der 
kOSgang  von  der  Integral  umkelirung  hat  keine  Berechtigung, 
ich  einzuführen ,  wenn  nicht  hinzugefügt  wird ,  wie  man  ge- 
ii'htlii'h  zu  der  betreffenden  Function  gelangt  sei.  Indem  die 
>nalysis  ihre  Abstractionen  von  den  sachlichen  Grundlagen  be- 
freit, macht  sie  nur  ihre  Beweise  homogen,  darf  aber  nicht  ver- 
gessen, dass  unterhalb  des  Gebiets  ihrer  Abstractionen  die  An- 
triebe gelegen  haben  und  immer  liegen  werden,  von  denen  die 
Biebtung  und  Gestaltung  der  Rechnung  bestimmt  wird. 

Aus  dem  Vorangehenden  folgt  nun  auch,  dass  ein  System  in 
voller  analytischer  Abstraction  nicht  hergestellt  werden  kann,  so- 
lange man  nicht  dem  von  uns  früher  gekennzeichneten  Begriff 
der  Synthese  auch  in  der  Analysis  folgt,  nämlich  von  einfachen, 
ja  indiviriuellen  Typen  zu  zusammengesetzten  fortschreitet,  Hie- 
bei  werden  die  verschiedensten  AusgangsbegiifTe  schon  bald  im 
Anfange  auftreten  müssen,  und  nur  die  reichhaltigeren  Com- 
binationen,  gleichviel  welche  Rechnungsart  und  welche  Rech- 
nungsbegritfe  sie  betreffen,  werden  die  späteren  Stellen  ein- 
nehmen. Bei  diesem  Gange  ergeben  sich  zugleich  höhere  Ele- 
Diente,  bei  denen  sich  der  Cursus  abbrechen  lässt,  ohne  dftfiS 
man  auf  etwas  Anderes  verzichtet,  als  auf  mannigfaltigere  Com- 
binatiooeu.  Der  Lernende  wird  sirh  so  mit  leichterer  Mühe  das 
Wesentliche  aneignen  können,  ohne  genölhigt  zu  sein,  das  sehr 
Complicirte  mit  durchzumachen.  Letzteres  wird  ihn  nur  in  dem 
Falle  angehen,  dass  er  sich  für  bestimmtere  Zwecke  auch  be- 
stimmter ausrüsten  muss.  Höhere  mathematische  Elemente,  deren 
Kern  die  höbern  analytischen  Elemente  bilden  müssen,  sind  eine 
bisher  unerfüllte  Nothwendigkeit.  Die  Haupthindernisse,  die  ihrer 
Entstehung  im  Wege  lagen,  waren  die  von  uns  beseitigten  Be- 
griffsunklarheiten über  das  Negative,  das  Imaginäre  und  das  Un- 
beachränktkleine,  sowie  überhaupt  über  Alles,  was  mit  den  Uq- 
eodlichkeitsvorstellungen  zusammenhilngt.  Die  Operationen  auf 
dieeem  Boden  sind  nunmehr  nicht  blos  sicher,  sondern  auch 
durchsichtig.  Ein  weiteres  Hinderniss  ist  der  Mangel  an  Be- 
WDHstsein  Über  die  verschiedenen  mathematischen  Einsichtsquellen 
und  über  die  Giundmittel  des  mathematischen  Schaffens  gewesen. 
VTir  haben  nun  nicht  nur  in  diesem  Punkte  die  erforderlichen 
kritischen  Friucipien  angegeben,  sondern  auch  Überhaupt  neue 
jttel  und  0[>erat  ionsweisen  mit  zugehüiigen  neuen  Ergebnissen 
Beweisen  geliefert,    die  als  Beispiele  für  die  Vertiefung  und 
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Verbesserung  der  Untersuchungen  und  fQr  die  strengere  mk 
einfachere  Verkettung  der  Wahrheiten  dienen  k5nnen.  Aod 
giebt  es  keinen  andern  Weg,  um  zu  höheren  mathematisdiei 
Elementen  von  voller  Strenge  und  hiemit  auch  zu  einem  eb^h 
falls  strengen  in  das  Ausführlichere  fortgesetzten  Gesammtcorso! 
der  hohem  Mathematik  zu  gelangen. 

Aber  nicht  blos  empor  zu  den  obem  Stockwerken,  sonim 
auch  nach  unten  in  das  Fundament,  d.  h.  in  die  gewöhnlick 
Elementarmathematik,  reichen  die  neuen  Verbesserungen.  So  st 
es  beispielsweise  eine  Thorheit,  den  geklärten  Begriff  des  be- 
stimmten Integi*als  nicht  schon  in  der  gemeinen  Stereometrien 
verwenden  und  diese  so  auf  eine  Stufe  höherer  Abstraction  s: 
erheben.  Nur  auf  diese  Weise  kann  der  noth wendige,  rein  geo- 
metrische Gehalt  auf  ein  geringstes  Maass  zurQckgef&brt  uoddk 
analytische  Verkettung  so  vollständig  gemacht  werden,  als  6  die 
Natur  der  Sache  erlaubt.  Auch  für  blosse  Studienzwecke  &ä 
derartige  Gesichtspunkte,  wie  wir  sie  eben  in  Beispielen  berühr. 
haben,  ein  Erleich teioingsmittel;  denn  wenn  auch  ein  &^ 
sprechendes  System  nicht  ausgeführt  zur  Verfügung  steht,  » 
können  Lernende  und  Lehrende  doch  das  Ihrige  thun,  um  scta 
jetzt  soviel  als  möglich  von  dem  vorhandenen  StoflF  in  die  bessea 
und  hiemit  auch  zugleich  bequemeren  Formen  zu  bringen.  I^ 
folgenden  Aufschlüsse  über  die  natürliche  Gliederung  matk- 
matischer  Gesammtmethoden  werden  zu  jenem  Zweck  noch  efi^- 
schiedener  mithelfen  können  und  zugleich  noch  bestimmter  dö 
Standpunkt  kennzeichnen,  der  den  zerfahrenen  Richtungen 
haltungslosen  Zuständen  gegenüber  einzunehmen  ist. 


Achtzehntes  Capitel. 

Die  Abstufungen  in  der  mathematischen  Methode 
und  die  selbständige  Forschung. 

1.  Nach  der  Befassung  mit  dem  elementaren  Grundbau  oad 
mit  einem  Gesammtcursus  der  höhern  Mathematik  stellt  sich  & 
die  weiterfördernde  Thätigkeit  noch  eine  Aufgabe  von  «Tifeserff 
Bedeutung.  Nicht  einfach  um  Lernen  und  Lehi-en  des  \gA^ 
denen  und  des  aus  dem  Vorhandenen  unmittelbar  GestaltbarÄ 


sondern  um  grundsätzliches  Gestalten  und  Forschen  handelt  es 
sich,  wenn  die  Wissenschaft  in  der  vollkommensten  Weise  znt 
Mittheilunp;  und  Aufnahme  {geeignet  gemacht  werden  soll.  Letzteres 
ist  sie  wohl  iu  keinem  Jahrhundert  weniger  gewesen,  als  mit 
ihrer  äusserlichen,  obei-flächlichen  und  zerfahrenen  Daseinsart  im 
neunzehntfn.  Ausser  mannigfaltigen  Zerklüftungen  anderer  Art 
ist  eine  schädigende  Hauptspaltung  die  zwischen  den  abstract 
analytischen  und  den  concret  geometnschen  Methoden.  Der  seit 
dem  17.  Jahrhundert  angebahnten  und  im  18.  durch  Lagrange 
vollendeten  Suprematie  der  reinen  Analysis,  d.  h.  des  rechnenden 
Elements,  ist  der  Vei-such  einer  Reaction  gefolgt,  die  im  Alt- 
geometrischen ihre  Wurzeln  hatte,  sich  schon  von  vornherein 
neben  den  neuen  fortgeschrittenen  Methoden  und  gegen  dieselben 
regte,  die  Gelegenheit  zu  einer  anscheinend  modernen  und  ge- 
wissermaaesen  neuen  Auslegung  ihrer  selbst  aber  in  den  sinn- 
losen Ausschweifungen  fand,  mit  denen  untergeordnete  Analytiker 
ihr  eignes  Werkzeug  schändeten.  Der  Mtssbrauch  des  ana- 
lytischen AlgorithniuB  zu  hohlen  und  geistleeren  Proeeduren 
h&tte  die  üble  Kehrseite  einer  sonst  vortreiTlichen  Sache  ge- 
zeigt und  hiemit  das  Vortreffliche  selbst,  in  den  Augen  solcbei', 
die  es  an  sich  nicht  voll  zu  würdigen  vermochten,  noch  mehr 
herabgesetzt. 

Hierauf  nun  gründeten  sich  Bemahungen,    die  da,    wo  sie, 
wie  zunächst  bei  Monge,    DMb   verhältnissmässig   am  besten  ge- 
riethen.  auf  dem  Bestreben  beruhten,  in  gleichsam  naturwüchsiger 
'  Weise    von    technisch    geometrischen    Vorstellungen    auszugehen, 
'  ilje  der  Projectionslehre  entstammten,  und  aus  derartigen  räum- 
'  lieh  imscliaulichen  UegrifFeu  heraus  die  erforderlichen  Einsichten 
zu  gewinnen.     Von    dieser  Art  ist  in   der  That  die   von   Monge 
gestaltete  beschreibende  oder,  wie  man  sie  bei  uns  lieber  nennt, 
dar&lellende  Geometrie.   Sie  operirt  hauptsächlich  mit  der  recht- 
winkligen Projection  und  ist  in  ihrer  Art  zunächst  etwas  durch- 
sos   Elementares,    was  schon    ihr  Urheber  als  fDr  zwölQ&hrige 
l'  Knaben  fassbar  ansah,    was  aber  natürlich  auch  Anwendungeo 
I    TOn  einer  grössern  Tragweite  mitenthält.    Sie  muss  noch  heute 
im  originalen  Grundwerk  studirt  werden,  wenn  sie  fUr  den  Geist 
I*   ernstlich  etwas  abwerfen  soll;    denn  ihre  Vorzüge  beruhen  mehr 
.t  auf  der  ursprünglichen  individuellen  Handhiibung  der  Methode, 
r*  ab  auf  einem  besondern  Inhalt,  dcäsen  Entnahme  aus  der  dürren 
§  'Wiedergabe  gemeiner  Lehrbücher  sonderlich  nutzen  könnte. 
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Bei  Monge  war  noch  kein  vollbewasster   G^ensatz,  ja  noch 
nicht  einmal  eine  absichtliche  Reaction  gegen   die  Analysis  zu 
finden,  mit  der  er  selbst,  wenn  auch  matt  und  eintönig,  operirt 
hat.    Sein  beiUhmtes  Bach,  welches  die  Anwendung  der  Analyst^ 
auf  die  Flächen  zweiten  Grades  zum  Gegenstände  hat,  ist  zirar 
noch  bis  heute  das  beste  Werk  über  die  Sache  geblieben.   Den- 
noch ist  es  aber  grade  diese  Arbeit,    an  welcher  sich  uns  jei^ 
unlebendige  Monotonie  der  Darstellung  und   des    Fortsdireiteoi 
fühlbar  gemacht  hat.    Offenbar  bewegte   sich    hier  Monge  nidrt 
in  seinem  eigentlichen  Element.    Er  übersetzte   sich   gleichsis 
selbst  mit  einigem  Zwang  in  die  analytische  Sprache,    wätoi 
die  Quelle  in  seinem  Geist,    aus  der  er  schöpfte,    von  mehrn- 
mittelbar  geometrischer  Art  war. 

War  nun  Monge,  der  sieh  als  technischer  Zeichner  gebildet 
hatte,  fast  unwillkürlich  durch  seine  Anlagen  und  Ausgang- 
punkte  dazu  gelangt ,  vorzugsweise  andere  Wege  als  die  der  ab- 
stracten  Analysis  einzuschlagen  und  in  Anknüpfung  an  die  Bert' 
lution  auf  eine  geometrisch  und  technisch  künstlerische  Yolksbs^ 
düng  hinzuarbeiten,  so  trat  eine  absichtliche  und  principielle  Bea^ 
tion  ei*st  mit  den  nächsten  Entwicklungen  heryor.  Diese  Beaeto 
deren  Blüthe  zugleich  in  das  politische  Restaurationszeitalter  £& 
hantirte  vomehmlich  mit  denjenigen  geometrischen  Begriffeiii  ^^ 
sich  an  die  centrale  Pi-ojection  anknüpfen  Hessen.  Ihre  GroB^* 
mittel  waren  nicht  völlig  neu;  denn  ausser  den  Spuren,  weick 
sich  schon  im  17.  Jahrhundert  dazu  vorfanden,  müssen  wir  tos 
unseim  geschichtlich  übei*schauenden  Standpunkt  aus  in  ADsehb^ 
bringen,  dass  die  vom  Alterthum  her  überlieferte  Lehre  von  ^^ 
Kegelschnitten  sogar  in  ihren  noch  heute  gebrauchten  Euo^* 
ausdi*ücken  bekundet ,  wie  eng  sie  von  voi*nherein  mit  optiscka 
Gesichtspunkten  zusammengehangen  habe.  Der  Ausdruck  Bresi* 
punkt  als  rein  geometrische  Bezeichnung  beweist,  dass  <^tisck 
Betrachtungen  wenigstens  zum  Theil  zur  Behandlung  von  K^ 
schnitten  Veranlassung  gegeben  haben,  wie  sehr  auch  ^ät^<üE 
rein  mathematische  Theorie  ihren  eignen  Ursprung  vergessea 
haben  möge.  Die  leitende  antike  Vorstellung  selbst,  die  siehii 
dem  Woite  Kegelschnitt  verkörpert  hat,  enth&lt  das  Z&n^ 
dafür,  wie  das,  was  wir  heut  centrale  Projection  nennen,  in  eiaff 
bestimmten  Gestalt  die  beti-effenden  Gebilde  hergestellt  hab«; 
denn  die  centrale  oder,  was  dasselbe  heisst,  optische  Projedk« 
eines  Ki*eises   auf  verschieden  geneigte  Ebenen   ist,    rein  ^ 


Btrisch  betrachtet,  nichts  Anderes  als  die  Schneidang  der  pro- 
drenden  Strahlengnippe,    d.  h.  eines  Kreiskegels,    durch  jene 

len. 

Die  Hauptverkörpening  in  einem  umfassenden  Werk  vollzog 
'gjcb  fUr  die  sich  später  neu  oder  modern  nennende,  in  Wahrheit 
aber  mehr  einem  Rückfall  vergleichbare  Geometrie  durch  den 
zuerst  1822  von  Poncelet  herausgegebenen  Tractat  über  die  pro- 
jectiven  Eigenschaften  der  Figuren.  So  verdienstvoll  und  geist- 
reich auch  in  andern  Beziehungen  Poncelet  sich  erwiesen  hat 
und  so  sehr  man  übrigens  auch  immer  von  einem  gunstigen  Vor- 
iirtheil  für  die  Zurückweisung  fibel  gehandhabter  Anolysis  be- 
stimmt werden  möge,  so  ist  es  uns  doch  jetzt,  nachdem  wir  den 
geschichtlichen  Gang  der  Angelegenheiten  vollständig  durchschaut 
haben,  nicht  möglich,  in  jener  projectiven  Geometrie  sammt  allen 
ihren  bisherigen  Modüicationen  etwas  Anderes  zu  sehen,  als  eine 
beschränkende  Einseitigkeit  und  einen,  obenein  nicht  wenig  ver- 
kQnstetten,  ja  auch  theilweise  phantastisch  umnebelten  Abweg. 
Poncelets  Buch  ist  noch  bis  heute  das  Grundwerk  geblieben  und 
durch  das  Steinersche  Buchbruchstück,  welches  ein  Jahrzehnt 
spilter  erschien,  nichts  weniger  als  in  den  Schatten  gestellt,  son- 
dern im  Gegentheil  jetzt  erst  recht  ins  Relief  getreten.  Es  hat 
in  seiner  neuen  zweibändigen  Auflage  von  1866  noch  den  Vor- 
theil,  die  inzwischen  vorgekommenen  Modiücationen  der  projec- 
tiven Geometrie,  unter  denen  eine  einzige  Wendung  Steiners 
allein  von  einiger,  natürlich  nur  relativer,  Erheblichkeit  ist,  mit 
ZD  berücksichtigen  und  nach  allen  Richtungen  mathematische 
Kritik  von  einem  ansehnlichen  Grade  der  Offenheit  zu  üben,  wie 
er  den  vorherrschend  leisetreterischen  und  verheuchelten  Ma- 
nieren des  Gelehrtenstandes,  zumal  in  unserm  Jahrhundert,  nicht 
entspricht  und  daher  auch  fast  nicht  vorkommt.  Freilich  war 
auch  Poncelet  ursprünglich  activer  Offizier  und  hatte  seinen 
wissenschaftlichen  Plan  nach  dem  Feldzuge  von  1812  in  der 
Müsse  eines  russischen  GefiLngnisses  gefasst.  Er  war  daher  im 
Anfang  von  der  näheren  Berührung  mit  den  Standeseigenschaften 
der  Gelehrten  verschont  geblieben,  wenigstens  insoweit,  als  nicht 
schon  ein  Zögling  der  polytechnischen  Schule,  wie  er  es  gewesen, 
wenn  auch  nur  passiv,   etwas   darein  eingetaucht  werden  musste. 

Wenn,  abgesehen  von  Lagrange  und  den  Arbeiten  Abels 
id  Galois'.  in  den  seitdem  abgelaufenen  Menscbenaltern  noch 

'haupt  irgend  ein  Werk  der  reinen  Mathematik  einige  Aos- 


^bcrl 
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zeichnang  verdient,  so  ist  es  das  erwähnte  von  Poncelet  Gnie 
aber  in  diesem  Umstände  liegt  auch  das  Urtheil  über  die  ab- 
seits gerathene  Haltung  der  Mathematik  während  der  m 
Generationen,  die  seit  dem  Auftreten  der  erwähnten  Nacharbeiter 
Lagranges  dahingegangen  sind  oder  noch  dahinzugehen  haba 
Die  Handhabung  der  reinen  Analysis  ist  in  dem  fra^chei 
Zwischenraum  bis  heute  so  kläglich  gerathen ,  dass  hi&  nick 
nur  nichts  Erhebliches  zu  erwähnen,  sondern  auch  die  yerdorta» 
Signatur  der  ganzen  Sache  hervorzuheben  ist.  Angesichts  de 
Treibens  untergeordneter  Analytiker,  namentlich  aber  soiek? 
analytisirender  Figui-en  wie  Cauchy,  musste  die  sogenannte^ 
thetische  Geometrie,  obwohl  sie  im  Grunde  eine  Reactionm. 
verhältnissmässig  noch  als  eine  Erfrischung  ei*scheinen.  iiä 
hat  es  bisweilen  mit  den  Reactionen,  so  unberechtigt  sie  ib 
dem  Hauptgesichtspunkt  auch  sein  mögen,  in  gewissen  Neb» 
Zügen  eine  andere  Bewandtniss.  Sie  können,  aber  freilidiff 
nach  einzelnen  Seiten ,  Entwicklungen  älterer  Standpunkte  sei 
die  zwar  im  Ganzen  mit  Recht  verlassen  worden  sind,  von  de« 
aus  sich  aber  in  andern  Richtungen  doch  auch  noch  andere  Wes 
nehmen  lassen.  Auf  diese  Weise  ist  es  sogar  möglich,  dass  die  a 
der  Hauptsache  zu  verwerfenden  Reacüonen  in  Nebenbestari- 
theilen  wirkliche  Fortschritte  vorstellen.  Die  Wiederaufoakia^ 
des  geometrischen  Fadens  konnte  insofern  ein  Stückchen  Fort- 
schritt werden,  als  sich  das  ausschliesslich  analytische  Verhalt» 
mehrfach  über  die  Natur  seines  eignen  Spielraums  getäuscht  lai 
unnatürliche  Ansprüche  erhoben  hatte.  Es  hiess  nur,  an  & 
fi'ühere  geometrische  üeberliefei-ung  ausführend  etwas  Vff^ 
wandtes  knüpfen,  dass  man  sich  wieder,  wenn  auch  grade  nirkt 
völlig  in  der  antiken  Art,  mit  unmittelbarer  Geometrie  be&sste. 
die  angeblich  von  den  modernen  analytischen  Lehren  unabhioii 
sein  sollte.  Letztere  Bedingung  kennzeichnete  sich  freilich  tci 
vomherein  als  eine  überflüssige  Künstelei;  denn  wozu  hatiDtf 
die  mächtigeren  Mittel,  wenn  man  sie  nicht  insoweit  brauebei 
soll,  als  sie  wirklich  die  mächtigeren  sind?  Die  Synthetiker oder 
Projectiviker  haben  aber  im  ersten  Rausch  ihrer  Reacüon  p^ 
zu  vermeint,  etwas  Höheres  als  die  Analysis  zu  besitzen  ^ 
solche  Mächte  zu  restauriren,  unter  deren  Würde  es  wäre,  sici 
einer  Subalternität  wie  des  Calcüls  zu  bedienen. 

2.  lieber  die  Rechnung  ganz  erhaben    sein   wollen  uad  ifi 
diesem    Sinne  reine    oder,    besser   gesagt,    concrete  Geometri« 


treiben,  —  diese  Unwahrheit  war  noch  nicht  gleich  das  Theil 
der  bessern  Synthetiker  oder  Projectiviker.  Wie  schon  gesagt, 
hatte  Mon^e  so  etwas  nicht  prätendirt,  und  auch  noch  Poncelet. 
der  schon  einseitiger  geworden  war,  sich  aber  auch  mit  Analysis 
beschäftigte,  war  nicht  dazu  gelangt,  eine  Stellung  der  Geometrie 
rein  auf  sich  selbst  zu  behaupten.  Er  hatte  es  sich  nur  an- 
gelegen sein  lassen,  ausschliesslich  eine  einzige  Methode  zu 
verfolgen,  nämlich  zuzusehen,  was  sich  an  Eigenschaften  dei- 
Gebilde  aus  der  Betrachtung  der  centralen  Projectionen  ableiten 
lasse.  Beispielsweise  wird  ein  Kegelschnitt  von  einer  graden 
Linie  höchstens  in  zwei  Punkten  geschnitten.  Hat  man  diese 
Tfaatsache  für  den  Kreis  vor  sich,  so  weiss  man  den  Sachverhalt 
durch  projective  Schlussart  auch  sofort  für  alle  übrigen  Kegel- 
schnitte; denn  man  braucht  letztere  nur  als  centrale  Projectionen 
des  Kreises  vorzustellen  und  die  schneidende  Linie  mitzuprojiciren. 
Alsdann  können  die  beiden,  den  Durchschnittspuukten  entsprechen- 
den Projectionsstrahleu  offenbar  auch  in  jeder  der  andern  Ebenen 
nicht  mehr  als  zwei  Schnittpunkte  ergehen.  Derartige  sogenannte 
nichtmetrische  Eigenschaften  waren  es  vorzugsweise,  auf  die  der 
Hauptfonnulirer  der  projectiven  Geometrie  seinen  Sinn  gerichtet 
hatte.  Wir  sagen  hier  absichtlich ,  der  Hauptfonnulirer  und 
nicht  ohne  Weiteres  der  Begründer,  weil  Poncelets  umfassendem 
Werk  Einzelarbeiten  und  auch  leitende  Ideen  Anderer  unmittel- 
bar voraufgegangen  waren.  Er  selbst  hob  gleich  bei  dem  ersten 
Erscheinen  seines  Buches  hervor,  wie  er  einer  Abhandlung  von 
Brianchon  den  ideellen  Kern  verdanke.  Was  sich  nun  damals 
wibahnte,  war  hienach  noch  nicht  mit  jener  aussersten  Verkehrt- 
heit gepaart,  die  sich  eigentlich  erst  mit  der  Steinerschen  Wen- 
dung markirte;  denn  ei-st  unter  den  Hflnden  dieses,  sich  aller 
analytischer  Bildung  baar  anstellenden  Geometei-s  steigerte  sich 
mit  der  Beschränktlieit  auch  die  Anmaasslii^hkeit  des  projectiven 
Oeometriemachens. 

Wenn  auch  immerhin  Steiner  in  Vergleirhung  mit  den  pro- 
feesoralen  Matheniatisten,  die  mit  ihm  oder  nach  ihm  lebten, 
eine  anstAudigere  Figur  vorstellte,  so  war  er  doch,  an  sich  und  mit 
ehrlichem  Maass  gemessen,  nichts  weniger  als  zuUlnglich.  So 
hatte  er,  um  einen  kennzeichnenden  Zug  zu  erwähnen,  dem 
Redacteur  des  Joui-nal«  fQr  Mathematik  Grelle  damit  in  den 
Obren  gelegen ,  er  sollte  doch  die  Arbeiten  Poncelets  nicht  auf- 
nehmen.  Die  Witterung  war  allerdings  nicht  unrichtig;  denn  die 
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geist¥oDe  Art  und  Weise  des  franzosiscfa^i  Geonietrikers  konte 
der    ÜDbehcdfenheit   des   Berliner   Schweizers     nickt   enrflosdi; 
kommen,    und  ebenso  onerwttnscht  mosste  es  einer  Stdner^diet 
Xfttnr  sein,  die  Quellen  allzQTiel  Terbreitet  za  sehen ,  aus  deoes 
sie    selbst    am    misten   seb^fte.      Die    BerQhrang   derartige 
Stttckchen,  wie  das  eben  erwähnte  Steinersche,  hat  aber  nidit  bk^ 
fbr  den  äussern  Gang,  sondern  auch  Ar  die  innere  Ha]tii]K:dff 
Wissenschaft  eine  nicht  zu  unterschätzende  Bedeutung.    Dies- 
timste  Charakteristik  der  Wissenschaft   an   sieh    selbst  hängten 
genug  von  der  Auffindung  moralischer  Fäden  ab.     Die  Vmk- 
heit  der  Theorien  ist  häufig  nichts  Anderes    als   ein  moraliseks 
Vergehen.     Die  Eitelkeit   bringt  Behauptungen    zu   Wege  i^ 
hindert   Eingeständnisse:    sie   fllhrt  nicht   etwa    nur  zu  YM 
düngen ,    sondern  hegt  und  pflegt  dieselben    auch  häufig  j^ 
g^en  Regungen   besseren  Wissens.    Nimmt    man    es  streng.'' 
sind  grade  unter  den  Gelehrten  die  Naturen,  die  auch  nur  ges; 
sich  selbst,    geschweige  gegen  Andere,    vdllig  wahr  zu  sein? 
möchten ,    von   äusserster  Seltenheit    Namentlich    ist  aber  t 
zerfahrenen  Zuständen    der   ideelle  Betrug    die   Regel  uad  ^ 
Ehrlichkeit,    wir  sagen  noch  nicht  einmal  die  volle  EhrlicU«^ 
eine  vereinzelte  und  vereinsamte  Ausnahme.    So  wird  der  G^ 
der  Wissenschaft  selbst  zu  einem  ansehnlichen  Theil  nicht  etn 
nur  etwas  sachlich  Unwahres,  sondern  etwas  Verlogenes. 

Letzteres  Wort  in  vollem  Ernste  als  Beiwort  von  MaUienaä 
gebraucht  zu  finden,  mag  Manchen,  der  draussen  steht,  befremdei 
Ein  solches  Befremden  wird  aber  aufhören,  sobald  unser  Systfs 
der  Kennzeichnung  der  Zustände  der  Wissenschaften  sich  bis  zi 
den  äussersten  Bildungsschichten  hin  verbreitet.  Wenn  wirkier 
grade  eine  nicht  ganz  bedeutungslose  Gruppe  des  geometris^ 
Betriebs  als  Beispiel  für  die  Beleuchtung  der  vnssenschaftlid^ 
Gewissen  zu  nehmen  haben ,  so  ist  diese  verhältnissmässige  Be- 
deutung eben  erwünscht;  denn  es  kommt  darauf  an,  jene  ScU* 
digungen  da  aufzufinden ,  wo  sie  sich  in  Besseres  mischen  v^ 
man  ihrer  am  wenigsten  gewärtig  zu  sein  pfl^t. 

In  Steiners  Buchversuch  fiel  die  projective  Geometrie  f^ 
vom  Himmel;  die  unschön  sogenannten  StrahlenbQschel  Ah^ 
sich  unmotiviit  und  recht  dogmatisch  ein,  wie  von  Jemand,  i^ 
keine  freie,  wirklich  begründende  und  schöpferische  DarsteDo^ 
kennt.  Es  war  eben  eine  autoritär  aufgenommene  Ueberliefen^ 
allerdings  versetzt  mit  einer  eigenthümlichen  Wendung,  die  aber 


aus  sehr  rohen  Fähigkeiten  hervot^egangen  und  nicht  im  Min- 
desten kQnstlerisch,  ja  nicht  einmal  natürlich  gerathen  war.  Bei 
Poncelet  sieht  man  doch  etwas  von  den  EntstehungagrUnden  pro- 
jecliver  Aufgaben  uüd  Methoden;  Steiner  aber,  der  das  Meiste 
bereits  fertig  entnommen  hat,  ist  nicht  einmal  in  die  Grunde  und 
Verhältnisse  der  Ueberlieferung  eingedrungen  und  hat  sich,  was  die 
Höhe  und  Weite  der  Auffassung  anbetiift't,  nicht  im  Entferntesten 
auf  den  Standpunkt  seines  französischen  Vorbildes  erhoben.  Die 
Wendung  aber,  die  ihn  sachlich  untei-scheidet ,  ist  mehr  eine 
Abirrung  als  ein  Fortschritt.  Er  benutzte  nflmlich  zwei  Strahlen- 
gruppen in  der  Ebene,  um  durch  deren  Combination  eine  eigent- 
liche Construction  zu  vollziehen,  indem  die  stetige  Abfolge  der 
Durch(!chnittEpunkle  je  zweier  Srtahlen  eine  Curve  bestimmt, 
sobald  die  jedesmalige  Zuordnung  von  Strahl  zu  Strahl  durch 
ein  Gesetz  lier  Aufeinanderfolge  geregelt  ist,  Beispielsweise  wird 
der  Kreis  dadurch  erzeugt,  dnss  von  zwei  beliebigen  Central- 
punkten  der  Strahlung  aus  diejenigen  Durehschnittspunkte  ge- 
nommen werden,  die  entstehen,  wenn  man,  von  irgend  zwei  be- 
liebigen Strahlen  anfangend,  immer  je  zwei  Strahlen  mit  gleichen 
Winkelabstanden  sich  schneiden  läest.  Eine  derartige  Erzeugung 
schreibt  sich,  wie  man  am  Kreise  recht  einfach  sieht,  aus  einer 
secundären  Eigenschaft,  nämlich  bei  dem  Kreise  aus  dem  Satze 
her,  dass  die  Peripheriewinkel  über  demselben  Bogen  gleich  sind. 
!Nun  lässt  sich  aber  wohl  kaum  die  VerkUnstelung  verkennen, 
die  darin  liegt,  die  Umkehrung  eines  solchen  Satzes  zur  Defi- 
nition des  Kreises  dienen  zu  lassen  und  von  zwei  Punkten  aus 
gleichsam  über  der  sie  verbindenden  Sehne  durch  Construction 
aller  Dreiecke  mit  gleichen  Winkeln  an  der  Spitze  die  Punkte 
einer  Kiei&linie  gewinnen  zu  wollen. 

So  etwas  ist  aber  überull  der  Kern  des  Steinerschen  Ver- 
fahrens, und  schon  der  vorzugsweise  vorgetragene  Hauptgegen- 
stand, die  Behandlung  der  Kegelschnitte  nach  Maassgabe  einer 
analogen  Erzeugung  durch  sogenannte  Strahlenbüschel ,  gerieth 
so  unnatürlich  und  dürftig,  dasa  der  Weg  zu  dieser  vorgeblichen 
schwer  zuganglichseinsollenden  Höbe  noch  erst  durch  sogenannte 
populäre  Kegelschnitte,  d.  h.  durch  die  gewöhnliche  Geometrie, 
bei  dem  Unterricht  von  dem  Meister  selbst  bepflastert  zu  werden 
pflegte.  Durch  jene  Hocherklärung  wurde  die  dünne  Luftigkeit 
der  Sache  etwas  aus  dem  Auge  gerückt  und  ihr  durch  die  ge- 
meine Grundlage  etwas  Fond  untergeschoben.   Unsere  Auffassung, 
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die  9ch  nidit  UoscheB  Maßt,  seht  io  jener  Terkfloisteltni  Er- 
seoguBgaiiaBier  der  Gebilde  vaentfich  niditB  weiter  ab  te 
nwillkürliche  uod  äbel  angebrMiite  HaAtiren  mit  einer  Art  bi- 
pobrer Coordinmten.  Xnr  isl  Uer  das  Bestimmmigsinittd  mek 
die  Llnce  tod  Leitstrmhlea .  d.  h.  ni^t  die  EjDtfemaiig  tod  ta 
beiden  Polen,  sondern  ein  Gesetz .  wdehes  Termöge  der  Whib^ 
bedehüngen  diejenigen  StnUen  ergiebig  deren  DnrdischmdE- 
pnnkte  zu  nehmen  sind. 

Wer  seine  Vorbilder  verdeckt  zu  wünschen  fthig  wariii 
in  dieser  Beziehung  eine  ünabhiuigigkeit  zur  Sehan  tragen  voOte 
die  nicht  vorhanden  war.  ist  auch  der  Rechte,  um  gndeli 
gegenüber  die  Frage  znzu^itEen«  wie  weit  denn  die  angd)ikk 
Unabhängigkeit  der  neomodischen  synthetischen  Geometrie  vnt- 
lieh  vorhanden  sei  oder  nur  auf  Verhehlangen  von  Ankls 
bei  der  Analvsis  beruhe.  Im  Hinblick  anf  diese  Frage  habeo  n 
auch  hauptsächlich  den  Ausblick  nach  der  moraliscben  Seite  oi 
die  Gesichtspunkte  zu  einer  Messung  mit  ehrlichem  Maass  Tom 
gehen  lassen.  Einem  Poncelet  hiesse  es  Unrecht  thun,  wennm 
einiges  unwillkürliche  Hineinspielen  der  von  der  Analysis  entleiurta 
Gesichtspunkte  ihm  persönlich  besonders  znrechnen  wollte:  des 
bei  ihm  ist.  wie  schon  gesagt,  die  falsche  Prätension  einer  vöiliiin 
Unabhängigkeit  noch  nicht  vorhanden.  Einen  eigenthümlidKB. 
wenn  auch  nur  subalternen,  in  wesentlichen  Zügen  von  derABi- 
lysis  unterscheidbaren  Charakter  hat  aber  jegliche  unroittdbtf 
geometrische  Methode  wirklich,  und  so  etwas  ist  daher  auch  fA 
jenen  Verfahrungsarten  der  Fall,  die  ursprünglich  von  optisdio 
Gesichtspunkten  und  insbesondere  von  der  Perspective  nsr 
gegangen  sind.  Wo  aber  Beschränktheit  und  Thorheit  im  Verdi 
mit  Unre<llichkeit  im  Cultus  hohler  Eitelkeit  zo  dem  Aeusseifto 
gelangt  sind,  der  Welt  einreden  zu  wollen,  es  s^  eine  neie. 
gänzlich  auf  sich  beruhende  Geometrie  erfunden,  die  mit  der 
Analvsis  nichts  gemein  und  nichts  zu  thun  habe  und  habfli 
wolle,  —  da  ist  es  am  Orte,  nicht  blos  unabsichtliche  IrrthflBier 
und  Irrgänge,  sondern  auch  die  Bestandtheile  am  bewossiei 
Truge  und  an  absichtlichen  Verleugnungen  analytischer  Leitftdfli 
aufzudecken.  Wie  weit  hiebei  Schuld,  üble  Absicht  oder  blosser 
Unterscheidungsmangel  obwalten,  lässt  sich  b^reiflicherweise 
nicht  in  jedem  einzelnen  Falle  immer  feststellen;  es  ist  iber 
auch  genug,  dass  man  aus  dem  wissenschaftlichen  Verhalten  tffid 
Charakter  ersehe,    wie  ein  Theil  der  Tftoschangen  über  Uub- 
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hängiKkeit  und  Ursprung,  anstatt  aufUnkunde,  wirklich  auf  eitle 
Uusclieude  Absicht  zurückzuführen  sei. 

3,  Fortwährend  von  Curven  oder  Flächen  eines  bestimmten 
Grades  reden  und  doch  keinen  geometrischen  Ei-satz  des  ana- 
lytischen Gradbegriffs  auftreiben  können,  verräth  bereits  bei  dem 
ersten  Eingange  die  Abhängigkeit  von  den  leitenden  analytischen 
Begritten.  Gradezu  komisch  nahm  es  sich  aber  aus.  wenn  man 
vermeinte,  dem  Grad  Charakter  einer  ebenen  Curve  die  Punkte- 
sahl  gleichsetzen  zu  dürfen,  in  welcher  sie  von  einer  graden 
Linie  geschnitten  werden  könne.  Man  nahm  so  zu  einer  secun- 
d&ren  Eigenschaft,  die  nicht  das  Innerste  der  Sache  bezeichnet, 
aeine  Zuflucht  und  bekundete  hiemit  zugleich,  wie  man  in  das 
geometrisch  Aeusserliche  gebannt  blieb,  sobald  man  den  einfachen 
und  direi-ten  Begriff  des  Grades  in  seiner  notliwendig  analytisch 
ausfallenden  Abstraction  zu  verleugnen  versuchte.  Beispielsweise 
haben  die  Curven  zweiten  Grades  gewiss  etwas  geometrisch  Ge- 
meinsames, was  auch  rein  geometrisch  ausdrUckbar  ist.  Dies 
wurde  aber  schon  von  den  Alten  zu  Grunde  gelegt;  es  ist  eben 
die  Eigenschaft,  aus  der  Durchschneidung  eines  Kegels  mit  ver- 
schieden liegenden  Ebenen  zu  entstehen.  Dieser  gemeinsame 
Gesichtspunkt  ist  älter  als  der  Gradbegriff;  denn  der  letztere 
ist  eine  höhere  Abstraction,  die  über  dem  Geometrischen  steht 
und  zu  der  man  erst  gelangen  konnte,  als  man  gelernt  hatte, 
die  allgemein  quantitativen  Beziehungen  aus  dem  concreten 
rilumlichen  Schematismus  i\er  Gebilde  durch  Zerlegung  und  Ab- 
Bonderung  klar  fQr  sich  hervorzuheben.  Nach  der  neumodischen 
Geometrie  aber,  die  gegen  die  Analysis  reagirt  und  doch  in 
vielen  Punkten  nur  ein  Bastard  derselben  ist,  soll  um  Jeden 
Preis  80  etwas  wie  die  Gradeigenschaft  an  der  Spitze  figuriren 
ond  auch  gleichsam  Elterustelle  vei-treten.  Der  völlig  abgeleitete 
umstand  nun  aber,  dass  die  fragliche  Gattung  von  Curve  durch  eine 
grade  Linie  genöhnlicbennaassen,  d.  h.  abgesehen  von  vei-einzelten 
Richtungen,  in  zwei  Punkten  geschnitten  wird,  ist  eine  Folge 
und  kein  Grund,  ist  ein  Merkmal  zweiter  Ordnung  und  ein  er- 
cengter,  nebenbei  mithervortretender,  aber  kein  selbst  constitu- 
tiver  Charakterzug. 

In  der  That  hiess  es,  in  das  Wesen  der  Gebilde  tiefer  ein- 
dringen, als  man  dazu  gelangte,  gewisse  Entfernungen  in  ihnen 
in  Gleichung  zu  stellen  und  so  gleichsam  die  lunctiouelle  Ver- 
laseung    räumlicher    Begienzungen    in    reinen    Grßssenabhängig- 
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JL  VL*z  r^vLTv^  5^<nirJit  rz  iiisnrun  sad  so  der  Wdt  alseiJ; 
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£ln2i&  sottdem  ach  den  ^ecr. 
»fCscÄsi  EjaDCEXen  der  Merfanflr.  wenn  anch  bAx- 

An  seocnecnsdier  ReadM»,  zn  btlnE 
^iKäte  uzA  ixt  fr  emer  naxfträdiereo  Weise  TerÜDdir,  ikij 
Projectiriker  in  ihitm  ansschliesFlidi  geomecris^hen  Gebiet  Iw 
war  Poinsoc  ein  Zextgenose  der  ProjettzTiker:  aber  so  berertK 
An«h  seitens  dieses  in  seiner  beengten  Art  und  Weise  dintl 
einen  erlieblicben  Gnd  von  Gedi^enbeit  ausgezeichneten  Mib« 
die  Andeatnngen  waren,  ron  Analytikern  arg  bestohlen  zastf 
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80  mflssen  wir  doch,  obwohl  epecifisch  mechanische  Gegenstände 
an  sich  selbst  grundsätzlich  von  unsei-m  Buch  auszuschliesseu 
sind,  hier  ausdiUcklich  darauf  hinweisen,  wie  in  der  synthe- 
tischen Mechanik  zwar  niclit  unehrenhafte  Entlehnungen  von 
Analytikern,  wohl  aber  stillschweigende  Heileitungen  von  der  Ana- 
lysis  zu  erkennen  sind,  Hieher  gehört  namentlich  die  Conception 
des  Kraftepaars,  in  welcher  fast  die  ganze  Originalität  Foinsots 
bestanden  hat ,  und  welche  auch  in  die  gemeine  SchulQber- 
liefening  übergegangen  ist.  Nun  ist  der  Begriff  des  Kräftepaars 
nur  eine  Uehersetzung  aus  dem  des  Drehungsmoments,  also  die 
Uebertragung  eines  RecbnungsbegritTs  in  die  Form  eines  Sachbe- 
grilTs  und  zwar,  was  wir  hier  jedoch  nicht  veifolgen  kjinnen,  eine 
nur  unvollkommen  gelungene  Uebertiagung. 

Wir  signalisirten  das  Vorangehende  nur  deswegen,  weil  über- 
haupt Vorwürfe  von  i^ynthetikern  gegen  Analytiker  bezüglich  ver- 
hehlter Entlehnungen  etwas  einigermaassen  Bekitnntes  und  auch 
eine  Sache  von  naheliegender  Begi-eifUchkeit  sind,  wahrend  ein 
umgekehrtes,  wenn  auch  meist  nur  sachliches  Abhangigkeitsver- 
haitniss  erst  durch  uns  zur  Klarstellung  gelangt  und  durch  eine 
gelegentliche  Hinweisung  auf  das  mechanische  Gebiet  noch  sicht- 
barer wird.  In  rfer  That  hätte  es,  um  den  engern  Gegenstand 
der  Geometrie  wieder  ins  Auge  zu  fassen,  wohl  die  auf  ihre  Art 
von  Originalität  allzu  eingebildete  Projectivik  kaum  erwartet, 
das8  sie  nicht  auf  das  zweite  Men^chenalter  kommen  würde,  ohne 
mit  ihrer  angeblichen  Souveränetfit  scharf  aufs  Korn  genommen 
und  in  gewissen  verhüllten  Zügen  ihres  Charakters  demaskirt  zu 
werden.  Es  vei-stebt  sich,  dass  dies  nicht  zu  pei-sönlichen  Gunsten 
der  mit  ihr  zeitgenössischen  Analytiker  geschehen  kann;  denn 
die  wirklich  bessern  unter  ihnen,  wie  Abel  und  Galois,  hatten 
vei'möge  der  speciellen  Natur  ihrer  Gegenstände  das  Gebiet  nicht 
einmal  berühren  können,  auch  wenn  sie  länger  gelebt  h-ltten; 
die  schlechtem  Analytiker  aber,  für  welche  der  bei  allerlei  her- 
umschwirrende Cauchy  und  der  mit  mancherlei  entlehnten  Waaren 
handelnde  Hebräer  Jacobi  namhafte  Repiäsen tauten  sind,  waren  Ja 
grade  auch  diejenigen,  unter  denen  das  Zehren  von  stillschweigend 
angeeigneten  fremden  Verdiensten,  sowie  das  zugehörige  Ver- 
kleiden fremder  Theorien  zu  den  Hauptiriitteln  der  wissenschaft- 
lichen Existenz  gehörte,  gleichviel  um  welche  Gebiete  es  sich 
handelte  und  ob  dabei  theilneise  auch  Synthelikern  irgend  welcher 
Art  einige  Kömer  weggepickt  und  analytisch  verkaut  wurden.   Zur 
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grOssern  Ehre  der  EpigonenanalTtiker  wird  daher  die  Kritik  te 
angemein  synthetischen  oder  speciell  projeetiven  Versnche  loe 
ausschlagen  können. 

4.  Es  ist  nur  das  Recht  der  echten  und  natOrlich,  nicht  abo 
einseitig  gehandhabten  Analysis,  mit  welchem  nicht  «nmal  imne 
das  Recht  der  grössten  Anal3rtiker  gleichbedeoteod  war,  —  (6 
ist  also  nur  der  Anspruch  der  abstracteren  Gedanken,  m4äfs 
durch  die  Aufdeckung  der  hinter  den  synthetischen  CoaBsEa 
leitend  gebliebenen  analytischen  Begriffe  gewahrt  wird.  Wiee 
in  dieser  Hinsicht  mit  der  Vorstellung  vom  Grade  geomeirisckff 
Gebilde  stand,  haben  wir  oben  gezeigt  Hieran  schliesst  sich  a 
nächsten  das  synthetisch  nebelhafte  Gegenstück  zum  analytbka 
Begriff  des  Imaginären  an.  Selbstverständlich  Hesse  sich  tm 
auch  vom  Negativen  reden;  aber  dieses  dürfte  ohne  besondeR 
Auseinandersetzung  leicht  als  specifisch  analytischer  Begriff  tv- 
kannt  und  der  verhältnissmässigen  Einfiachheit  seiner  Handhibor 
wegen  in  der  Vei-schmelzung  mit  concreten ,  geometrischen  eis 
mechanischen  Vorstellungen  fälschlich  als  synthetischer,  d.  h. » 
mittelbar  zur  Synthese  gehöriger  Begriff  angesehen  werden.  De 

imaginären  Einheit  oder  noch  besser  dem  abstracten  V^gefi» 
über  war  so  etwas  nicht  möglich,  und  hiezu  kam  noch,  das! 
bis  zu  unserer  Nachweisung  an  einer  Brücke  vom  anaMisä 
Imaginären  zum  geometrisch,  mechanisch  oder  anderartig  S«^ 
liehen  gefehlt  hat ,  da  die  Gaussischen  Ablenkungen  vom  liä 
doch  nicht  Wege  zur  Sache  heissen  können,  sondern  im  Gegei- 
theil  nur  Vei*schraubungen  und  Verdunkelungen  der  Aufgabe  se 
wesen  sind. 

Die  Projectiviker  nun  haben  ihr  Imaginäres  dem  NaDtf 
nach,  eine  ihnen  selbst  dunkle  Zwittervorstellung,  die  iluv 
Nebelhaftigkeit  wegen  eben  auch  nicht  als  etwas.  Scharfes,  senden 
nur  als  Nebel  definirbar  ist.  Sie  schielt  mit  dem  einen  Atge 
nach  dem  analytischen  Gebiet,  von  dem  nicht  blos  das  Wort 
sondern  auch  die  Thatsache  gewisser  Unmöglichkeiten  geboift 
ist,  während  das  andere  Auge  in  wolkige  Phantasmen  stiert,  ft 
vom  Boden  des  Stetigkeitsprincips  aufgestiegen  sind  und  in  TSt 
fassbar  zerfliessender  Gestaltlosigkeit  voi*schweben.  Diese  Bepoi 
ist,  wenn  auch  nicht  gleich  absurd,  so  doch  ebenso  unbestinuBt 
wie  die  räumlichseinsollende  mehr  als  dreidimensionale  ö« 
Gaussigkeiten.  Die  projeetiven  Verwandlungen  der  Gebilde  ia 
einander  zeigten  LQcken,  und  diese  fbUte  man,   ohne  sich  weiter 
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was  dabei  zu  denken,  mit  dem  Wort  Imaginäv  aus.  indem  man 
nfach  die  Analysis  nacliahmte.  die,  wo  die  Uebergänge  ihrer 
inctioneu  auf  das  Imaginäre  treffen ,  simpel ,  und  ofane  dabei 
wjis  Weiteres  als  die  mit  V — 1  behaftete  Formel  vorzustellen, 
im  Imaginärnerden  der  Function  redet.  Davon,  dass  sich  Der- 
liges  in  der  Anschauung  und  sachli«;h  verfolgen  lassen  könnte, 
itten  auch  die  Synlhetiker  bei  ihren  prajectiven  Verfahrunga- 
ten  keine  Ahnung.  Wohl  aber  bekundete  der  bessere  unter 
ra  beiden  namhaften  Vertretern  der  Projectivik  durch  gewisse 
mwege,  dass  sich  ihm  in  Ermangelung  eines  deutlichen  Begritfs 
m  geometrisch  Imaginären  gelegentlich  in  einzelnen  Fällen  par- 
älle  Hülfs Wendungen  unterschoben,  die  in  beschränkter, Weise 
was  von  Surrogaten  des  Imaginären  an  sich  hatten.  Grade 
ler  die  Thatsache,  dass  solche  vereinzelte  und  unvollkommene 
irropate  entstehen  konnten,  ist  ein  handgreifliches  Zeugniss 
r  den  Mangel  eines  unmittelbaren  Begriffs.  So  hatte  Poncelet 
line  „ideelle  Sehne"  nie  erdacht,  wenn  für  sein  Denken  wirk- 
•h  ein  klarer  Begriff  vom  geometrisch  Imaginären  in  der  Wissen- 
hafl  verfügbar  gewesen  wäre.  Wir  kommen  auf  diesen  Um- 
and  noch  besonders  zurück;  hier  haben  wir  nicht  solche  ver- 
nzette  und  zufällig  bessere  Wendungen  im  Auge,  bei  denen 
)rigens  von  dem  Urheber  trotz  des  Wortgebrauchs  nicht  ein- 
al  an  das  algebraisch  Imaginäre  gedacht  wurde;  sondern  wir 
^oalisiren  das  vorheri'schende  Unwesen,  wie  ea  sich  besonders 
g  bei  Steiner  vertreten  gefunden  hat. 

Der  letztere  fiberall  ziemlich  plump  verfahrende  Berliner 
•hweizer  hat  in  noch  handgreillicherer  Weise,  als  bezüglich  des 
naginären,  in  Sachen  der  Unendlichkeitsbegriffe  die  schlechtesten 
»iten  der  analytischen  Vorstellungen  nicht  blos  übernommen, 
indem  noch  mehr  verdorben.  Seine  unendlich  entfernten  Punkte 
Ilen  bei  ihm  keine  blosse  Redensart  sein,  deren  Unwahrheit  wh- 
wa  durch  eine  rationelle  Auslegung  würden  sachlich  corrigiren 
innen ,  sondern  tiguriren  thatsächlich  als  geometnsirte  Unge- 
nnitheilen.  die  in  der  Stumpfheit  ihrer  nicht  klar  sondern  nebeN 
tft  sinnlichen  Conception  dem  Gaussigen  Sichschneiden  der 
irallellinien  ebenbürtig,  ja  bisweilen  gradezu  congruent  sind. 
a  Bereich  der  Analysis  hatte  man  wohl  die  Asymptote  als 
lOgente  an  einen  unendlich  enifernten  Punkt  der  Hyperbel  auf- 
ifasst  und  bestimmt;  aber  diese  Wendung  kann  ihr  Zweideutiges 
id  Futsches  ablegen,  sobald  sie,  anstatt  mit  der  falschen  Un- 
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aber  stets,  und  ass  der  Tansenle  an  einen  iinbesdiriDb  at* 
femtem  Punkt  mnss  man  erst  durch  Wedassmig  des  ootend^ 
denden  Umitaades  ifie  senaae  A5Tiiiptote  gewinnen.  Nor  iif 
Ungenanigkeit  eines  sinniicheB  Zosammenfliessens,  welches  ^ 
eiimuü  in  der  ali;;:emeüien  Sinnesrorstdlimg,  sondern  nur  in  cbk 
bemessenen  Sinaesschirfe  seinen  Gmnd  hat.  kann  sich  die  ^ 
nong  t'ergen.  die  Asymptote  ziele  nach  einem  in  der  Ctn? 
liegendäi  nnendhch  endernien  Punkte.  Dieser  Punkt  ist  (0 
pure  Erdiditung.  um  nicht  zu  sagen,  eine  Ll^;  zu  letitss 
wird  er  da .  wo  sich  schon  etwas  von  der  bessern  Einsinkt  ro^ 
aber  der  Cultus  des  Widersinns  g^en  die  Stimme  des  mt^ 
matischen  Gewissens  aus  Eitelkat,  Eigenänn  oder  Tii^ 
oder  aus  angewurzelter  metaphjrsischer  Verlogenheit  besteht 
bleibt 

Steiner  nun  trieb  sich  in  Tiden  solchen  mehr  als  bh»  filschft 
nimlich  theilweise  auch  schuldhaften  BegriflSen  nm.  Wikrei' 
nirgend,  weder  bei  Analytikern  noch  S vnthetikera ,  weder W 
Geometrikem  noch  Mechanikern,  mochten  jene  nun  ProjecÜTiks 
sein  oder  nicht,  richtige  Begriffe  Tom  Un^idlichen  TOikaaS- 
brachte  es  Steiner  im  Verkehrten  doch  noch  etwas  weiter,  indeaff 
jene  Unrichtigkeiten  bis  in  das  Allerplatteste  aoslegte.  Da  soSbi 
sich  Kegelschnitte  dadurch  unterschdden,  dnss  die  einekniBi^ 
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Linie  nur  einen  unendlich  entfeniten  Punkt,  die  audere  aber 
dei-en  zwei  hätte.  Diese  elenden  Fictionen,  die  sich  aber  nicht 
selbst  alB  Fictionen  gaben,  sondern  als  vollgültige  Artikel  mathe- 
matischer Rechtgliiubigkeit  aufdrängten ,  hatten  ausser  ihrem 
allgemeineren  Urspiiing  von  der  Analysis  her  noch  einen  speciel- 
leren  in  der  Handhabung  des  alten  projectiven  Hauptsatzes  von 
den  Abschnitten,  die  bei  der  Schneidung  von  vier  Strahlen  durch 
eine  beliebige  Transversale  entstehen.  Dieses  sogenannte  anhar- 
tnoDische  Doppelverhilltniss.  weiches  im  Grunde  eine  Gleichung 
and  noch  dazu  in  trigonometviscben  Functionen,  also  wesentlich 
von  analytischem  Kerne  ist,  führt  in  seinen  geometrischen  Varia- 
tionen natürlich  auch  auf  den  Fall,  in  welchem  die  beliebige 
schneidende  Querlinie  einem  der  Strahlen  parallel  wird.  Alsdann 
sind  nach  gesunder  Auffassung  nur  noch  drei  Durehschnittspunkte 
vorhanden;  die  absurde  Fictiou  und  der  zugehörige  Aberglaube 
halten  aber  trotzdem  noch  den  viei-ten  Durchschnittspunkt  fest 
and  verlegen  ihn  in  das  Zauberreich  des  Unendlichen.  Man  sieht, 
wie  komisch  gross  das  BedUrfniss  nach  sich  sehneidenden  Pural- 
lellinien  sein  muss,  da  es  sich  Überall  eintindet,  wo  geistig  unge- 
füge und  wohl  gar  noch  unskrupuiöse  Leute  von  den  überlieferten 
falschen  Unendlichkeitsbegriffen  geSfft  werden ,  weil  es  diesen 
Leuten  nicht  blos  an  intellectueller  Gelenkigkeit  zu  einer  zu- 
tretfenden ,  sondern  auch  an  moralischer  Kraft  zu  einer  wahren 
Auffassung  gebricht. 

Nach  unsenn  klaren  Begriffs-  und  Sprachgebrauch  schneiden 
eich  unbeschränkt  wenig  vom  Pnrallelismus  abweichende  Linien 
*  in  entsprechend  unbeschränkter  Ferne;  aber  rlieser  gesunde  Satz 
ist  es  nicht,  was  die  Steiner  und  die  Gauss  bezüglich  der  Paral- 
''  lellinien  auf  die  Beine  gebracht  haben.  Letzteres  ist  vielmehr 
'  der  Satz  eines  stumpfen  und  bornirten  metaphysischen  Aber- 
•glaubens,    dass    sich    wirkliche    Parallellinien    im    Unendlichen 

■  schneiden.     Es  ist  also,    wenn  gehörig  analysirt,   der  Satz,  dass 
grade  Linien,  die  einen  Richtungsuntersohied  Null,  d.  h.  keinen 

f  BichtungBunterschied    haben,    doch    daneben,    nämlich    im    Un- 

■  endlichen,  einen  Richtungsunterschied  haben  sollen,  der  nicht 
f  Null  ist 

I  Auf  Grund  unseres  Systems  ist  es  nunmehr  eine  Kleinigkeit, 

f  mÜB  jene  stetigen  l'ebergänge  zum  streng  Unbegrenzten  ver- 
f  mittelst  des  Unbeschräuktgrossen  völlig  rationell  zu  bewerk- 
4  stelligen  und  beispielaweise  jenen  vierten  Punkt  im  Unbeschrankt- 
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Grftse  im  GTr^scn.  •»■sns:  «ie  $i3  ap  Veneaai^  der  Gnss» 
eiiscaLT  t'rterävcc  cait  kMc:  xuäebn  «er  xftcfc  der  Sfiatt 

Fftr  dn  FaE« 

AsA  *"»*^t  den  Jidi 

F<t*r.  «r  iT'fT  j^ei-e-  Or^s?*  üiassw  siaLkb  in  Beeriffe  li*^ 
der  <^:jLiii:  i*r  V.??5tetJi3Lr  'je«.  I>eT  üebeiinag  tob  U^ 
scirLiki£?i>ss«L  rzzi  Us'Motesztem.  Juso  ib  Ssmae  inneres  Za^ 
>^£G<^  TIC  Ar^ilL  e&:s«^nck:  li«n&  da  tob  Unbesdnüb' 
Nill  Kti  MAB  «ÄÄ.  w*>  Htta  jeaen  üeb^rsiK  ^ 
Tiejr^fcr  SpraK  t^Ictt^il  irasii  Nssöbki e  ScUtese  ftber  ^  fi^ 
schaf^Ü!€cc  defjetii^^ca  irviü^^  iniffcf  nt  der  er  ^esdiiekt  ^ 
diese  Gruse,  wie  ia  lasser»  F*I1  cne  Licie.  deren  Ei^wda* 
bis  za  eüen  IniTCiks»cinfi|Kmkt  eeaiessem  wiid «  so  foigt,  dfli 
9olMi*i  die  Linie  niehc  laehr  bte  vibesdiriAkt  gn»s.  sobM 
bereits  anbesreEcn  siesetn  vofden  ist.  Ueria  aocii  sdMn  aniljtisck 
lieee.  dftss  kein  Darckseimiuspunkt  tatthabc  Es  ist  bIü^ 
die  ca'r-cCTezirv  Erstnev-tiiEii:  »iie  Verneinmig  der  Möglichkeit  «^ 
DurthschnitL^ankis:  denn  der  Duidtschiiittsinuikt  würfe  ^ 
GreLze  sein. 

o.  Dne  wahre  Erholung  ist  es,  wenn  man  sich  von  jenei 
plnmpesten    Gestalten    des    geometrisdien     Unendlichkeitäbcr- 
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glaubens.  der  aus  seinen  analytischen  Keimen  zu  einem  argen 
Gewttchs  ausgewuchert  ist,  wieder  den  verhältnissmässig  bessern 
Regionen  zuwenden  kann.  Dies  geschieht,  indem  wir  für  die 
Frage  <ter  bisherigen  Subaltei-nitut  der  unmittelbar  geometrischen 
Methoden  zu  Poncelet  zurückkehren  und  bei  ihm  zusehen,  in 
welche  Umwegsbegrifl'e  er  gerieth,  weil  er  gewisse  geometrische 
Verhältnisse,  die  sich  ihm  in  weiterreichender  Allgemeinheit  auf- 
drllDgten,  nicht  abstract  genug  zu  erfassen  und  mit  keinem  Be- 
griff vom  geometrisch  Imaginären,  geschweige  mit  einein  richtigen 
Begriff  davon  in  Verbindung  zu  bringen  wusste.  Dies  ist  mit 
riner  seiner  Hauptconceptionen  der  Fall,  auf  die  er  grossen  Wertli 
legt  und  die  auch  einige  Originalität  hat,  —  nitmlich  mit  dem, 
was  er  ideelle  Sehne  nennt,  und  was  von  uns  schon  oben  bei 
Gelegenheit  des  Imaginilren  berührt  wurde. 

Der  Tbatbestand  kann  hier  nur  allgemein  skizzirt  werden. 
Eine  Kegelschnittsehne  oder  auch,  wenn  man  die  Gedanken  auf 
etwas  Bestimmteres  richten  will,  eine  Kreissehne  ergiebt,  wenn 
man  in  Beziehung  auf  sie  gewisse  Linien  zieht,  eine  zu  ihr  ge- 
hörige Eigenschaft,  die  sich  jedoch  auch  festhalten  lässt.  wenn 
man  die  schneidende  Linie  sich  selbst  parallel  ganz  ausserhalb  der 
Curve  verlegt.  Hier  ist  sie  keine  wirkliche  Sehne  mehr;  wegen 
jener  fortbestehenden  Eigenschaft  aber  will  Poncelet  sie  doch  noch 
Sehne,  aber  zum  Unterschiede  ideelle  Sehne  genannt  wissen. 
Offenbar  empfand  der  Geometriker,  wenn  auch  nur  dunkel,  etwas 
davon ,  dass  es  sich  bei  dem  fraglichen  Fortbestande  der  Eigen- 
schaft um  einen  einheitlich  Qbergreifenden  Sachverhalt  handle^ 
I  und  die  Aufmerksamkeit  hierauf  ist  sein  VerdiensL  Der  Mangel 
aber  hat  darin  bestanden,  dass  weder  er  noch  andere  Mathe- 
matiker darauf  gekommen  sind,  nach  dem  Gmnde  jener  Einheit- 
lichkeit zu  suchen,  geschweige  dem  Sachverhalt  thatsächlich  eine 
angemessene  Gestalt  zu  geben  Zufolge  unserer  Aufschlüsse  über 
das  Imaginäre  bleibt  die  Sehne  wesentlich,  was  sie  ist;  nur  wird 
■I«  ausserhalb  der  Curve  zur  Sehne  der  imaginären  Ergftnzungs- 
tsorve,  die  freilich  für  Poncelet  als  solche  nicht  vorhanden  war 
und  erst  durch  unser  System  eingefOhrt  worden  ist.  Jener  Mangel 
war,  genauer  untersucht,  ein  Mangel  an  Abstractionskraft,  der 
sogar  unter  dem  Niveau  der  Analysis  verblieb,  während  in  deren 
eignem  Bereich  sogar  noch  eine  Erhebung  Ober  dieses  Niveau 
nöthig  gewesen  wäre. 

Unsere  Lehre  vom  Imaginären  ist  hienach  ein  Schlüssel  Kur 


W'issyt  ixcL  tu  SigHis^iin  «SL  Lsifuca  bädoi.  dassdieHi! 
«ü«:  Siöoie  iL::;7iiir%  rnc*iriiHXüJe  zviscsem  den  beiden  £0:2^ 
xxjir^iL  fjT^  uf  irSEo,  I''zraB3bfiäser  iäeecBdeii  Fos^Kinktes  ti£ 
C'Sr  r*!!r:}ü3isrji  :SL  £j.7«trf:  suis  sefe  auf  der  Veriliigenmg«:^ 
I<«£r?xii*?tS€o  -»d*^  entscr^ciÖPHbÄe  Line  toh  derjenigen  Länge  t 
i'iz  fn^'äaL  :riUesri£rr*>&dn  E^£CBSckafk  entspricht,  so  ^ 
•i:<  B^^*eiLa«3^:  F<üa»:<i'ecs  aus  i-ieeSe  Sehne  zum  Kreise  (bis 
^xs€=-  Wir  i:<r  2s&^<n  'i^räs.  Michts  jds  eine  al^braisdi  ii&ii' 
!LÄre  SecAe:  i^u  i2^*erulb  des  Kiebes  sind  r  —  a*  und  r-; 
cie  b^ie^  S;£^:ke  izi  des:  Imrthmesser.  wenn  mui  x  vom  Mitte:- 
{-oiJ^  yj?^.'»  Mxctx,  zi&A  Eoc  künstlich  x  >>  r«  so  wird  r  - ' 
EeeitzT.  ;^d  *i:e  Eüulcie  Propc^itkmjJe,  d.  h.  die  halbe  Sehss- 
Un^e,  ilgetr;iiich  iiUkZisix.  Lie  ideeUe  Sehne  ist  also  die  ^^ 
braiich  ima^in-ir«  SeiiBe:  äe  ist  die  Sehne  der  zum  Kreise^'" 
hörigen  gieichieiiizen  HrperbeL  Daron,  dass  die  s(^eius& 
ideelle  Sehne  wirkliche  Sehne  einer  Hyperbel  sei,  wnssteFi- 
celet:  aber  er  hatte  keine  Ahnung  davon,  wie  das  algebras? 
Imaginäre  einmal  das  Licht  f&r  seine  dunkele  Wege  weri 
könnte.  Xach  onsenn  alten  Schema  von  Kreis  und  Hjperbe!^ 
die  sogenannte  ideelle  Sehne  die  imaginäre  Ordinate  y,  und  (r- 
{r  —  X»  =^  jr  i^t  nicht  nur  Ausdruck  jener  Sehneneigensci^ 
sondern  auch  Gleichung  des  Kreises.  Die  ostensible  Wegwenoi* 
des  Algebraischen,  von  welchem  dennoch  mancher  Fingerzeig  tf * 
lehnt  wurde,  hat  sich,  wie  man  sieht,  bei  den  Geometrikem,  ^ 
bei  dem  verhältnissmässig  besten,  grOndlich  gerächL 

Erinnert  man  sich  schliesslich  noch  überhaupt,  welche  fos^ 
mentale  Rolle  das  sogenannte  anharmonische  Doppelverhältnissiadff 
Projectivik,  in  der  Ponceletschen  wie  in  der  nach  ihm  modifiort». 
zu  spielen  hat,  so  erscheint  die  Beiseiteschiebung  der  Analj^ 
vollends  als  unwillkürliche  Komik.  Dieses  Doppelverhältniss  ist 
wie  schon  vorher  gesagt,  eine  Gleichung  und  zwar  eine  solde 
deren  Beweis  auf  den  Pythagoreischen  Satz  zurückgeführt  werfe 
muss.  Das  Einfachere  ist  daher  das  Pythagoreische  Veriiältiii:^ 
sowie  die  letzteres  ausdrückende  Quadratengleichung,  die  ibö 
auch  kui-zweg  Gleichung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  neni«s 
könnte.  Echt  analytisch,  d.  h.  nach  den  einfachsten  BestaiMt 
theilen,  den  letzten  Abstractionen  und  den  allgemeinen  Grosso- 


I 


functionen  betrachtet,  ist  jener  für  die  Pi-ojectivik  cliarakteiislischc 
Bauptsatz  nicht  b)og  etwas  Eachlich  bereits  sehr  Zusammenge- 
setztes, soDiiern  auch  der  Ausili-uck  eines  reinen  Functionsver- 
hältnisses,  io  welchem  sieb  einfachere  Fum'tionen  gehäuft  bei 
einander  fludeu.  Wäre  es  nun  auch  nicht  gegen  alle  Grundsätze 
des  zerlegenden  Denkens,  eine  solche  Complication  zum  ersten 
Element  und  Vehikel  einer  Wissenschaft  machen  eu  wollen,  so 
würde  doch  jedenfalls  schon  darin  ein  Mangel  liegen,  den  that- 
sächlich  analytischen  Ausdruck  dieses  relativen  Elements  nicht 
unumwunden  als  etwas  analytisch  zu  Behandelndes  zu  handhaben. 
Dem,  was  man  herkömmlich  analytische  Geometrie  nennt,  liegt 
ebenso,  wie  der  ursprllngUchen  unmittelbaren  Geometrie,  der  Py- 
thagoreische Satz  oder,  wenn  man  es  abstracter  ausgedrückt  sehen 
will,  jene  Function  zu  Grunde,  durch  welche  auf  die  einfachste 
"Weise  die  Brücke  zwischen  den  Liniengrössen  und  den  Winkel- 
grössen  geschlagen  wird.  Keine  Methode  kann  den  Begriff  der 
"WinkelfuncI ion  umgehen:  dieser  ist  vielmehr  eiu  wesentlicher 
Bechnungsbegiiff,  der  offen  oder  versteckt  in  den  Abhilngigkeits- 
bestimmungen  der  Figuren  und  ihrer  Tlieile  mitenthalteu  sein 
niuss.  Auch  lässt  sicli  dieser  Begriß  formell  noch  abstracter  ge- 
stalten, indem  man  die  Form  der  reinen  Grössenfunction  an  sich 
selbst,  also  überhaupt  als  quantitative  Form,  aus  dem  speciell 
geometrischen  Sachverhalt  heraushebt,  und  dieser  Act  der  Ab- 
Btraction  ist  sogar  erforderlich,  damit  die  höchste  Stufe  des 
vissenschaftliclien  Verfahrens  betreten  werde.  Was  will  nun  dem 
gegenüber  eine  von  vornherein  mit  verhältuiasmassig  compUcirten 
Daten,  wie  jenes  Doppel verhiUtniss  ist,  hantirende  Geometrie? 
'Will  sie  etwas  sein,  so  muss  sie  sich  analysiren,  also  —  in  ihre 
Bestandtheile  auflösen.  Fände  sich  bei  dieser  Auflösung  noch 
wenigstens  ein  originaler  Bestandlheil ,  den  die  sich  für  neu  ge- 
bende Geometrie  vor  der  früheren  voraushätte,  so  könnte  sicher- 
lich hieraus  etwas  gemacht  werden,  wenn  auch  von  einem  Ver- 
sieht auf  zugehörige  analytische  Abstraction  keine  Hede  sein 
dOrfte.  Allein  die  Gruudbestandtheile  aller  geometrischen  Wahrheit 
Bind  schon  durch  die  Geometrie  der  Alten  aufgefunden  und  olTen- 
bav  auch  erschöpft.  Was  man  an  wirklich  neuer  Geometrie  und 
swar  schon  mit  dem  17.  Jahrhundert  hinzugethan  hat.  beruht 
entweder  nur  auf  Combinationen  der  alten  Elemente  oder  rührt 
von  Gesichtspunkten  her,  denen,  wie  dem  der  KrQmmungsmcs- 
Bung,  erst   mit   der  modernen  Analysis  weitei-e  Folge  gegeben 
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«efttan  mit   ij£iriä«f!ii  »S«is€  ftbemgt«    wmr  die  Lehre  m  ö; 

kiTzix;!  «n  N^<nüP>rKt   der    Versuche  zbt  kea 
LiT    %3es   Uirp«Hitiei:&     Das  CTkk>idenpendel  bit  33 
»rfcns«  liüi*  ■*«wi2tr: .  **^r  die  darmn  angeknüpfte  EToh» 
dwtrrre  fiZ-  i«:«  ii«i:i?    ü«»  Lehrbtfher,  in  denen  die  Amte 
mrr  4er  iÄrwii!räwi  *>i:in«ne  behanddt  wird.    Obwohl  hob.« 
intnz  TerecBzel'ieii   <>f<:dit?packteii  abgesehen«    die  heoüge  ^y 
Baäge  Geom«t7:e  der  ET*:*{iitea  eine    Ueberflössigkeit  und  s 
Moeses.  ja  iri*rht  einmil  «chönes  Spie!   vorstellt  und  derfc 
desselben  nur  einer  der  Ab&Ue  deichsam    von   der  Hobdl* 
eines  an  ernsthafteren  Aufgaben  arbeitenden  Geistes  geweseE^ 
50  hat  dödi  die  ProjeetiTik  auch   nicht  im  Entferntesten  ^t- 
aufeuweisen,  was  auch  nur  diesem  unwillkürlichen  Huyghenssdifl 
Beitrage  zur  Geometrie  zu  rergieichen   wäre.     Es  fehlt  bat 
an  jeglichem  erklecklichen  Satze,  der  eine  wesentliche  geomelrisA^ 
Wahrheit  hinzugefugt  hätte.    Alles,  was  sie  aufweist,  war  io  s^ 
derer  Form  schon  vorher  vorhanden,  und  es  lässt  sich  nicht  fl> 
mal  behaupten,  dass  die  veränderte  UmhOlIung  eine  Verbesseme 
sei.    Im  Gegentheil   ist  sie  meist,  anstatt  ein  besseres  Eled^ 
sein,  eine  erkünstelte  Verkleidung  und,  wie  so  oft  bei  den  Mod^ 
stücken^  häufig  gradezu  eine  Verzerrung  des  Natürlichen. 

6.  Der  Natur  der  Sache  in  der  Geometrie  entspreck» 
diesem  Wissenskreis  eine  völlig,  natürliche  Gestalt  geben  odff- 
kurz  gesagt,  eine  natürliche  Geometrie  schaffen,  —  das  ist  «Uff" 
dings  ein  würdiger  Zweck;  aber  grade  von  ihm  ist  in  der  be- 
schi-eibenden  Geometrie  nur  Wenig,  in  der  sonstigen  ProjecQ"^ 
aber  vorheri-schend  das  Gegentheil  vertreten.  Auch  die  gewöiia- 
liehe  Coordinatengeometrie  der  Analytiker  ist  selbst  unter  da 
besten  Händen,  wie  unter  denen  Lagranges,    der  Richtnngiö^ 


jenes  Ziel  fremd  geblieben;  denn  es  fehlte  in  dem  Bereich,  in 
welchem  die  blossen  Itechnungsfunctionen  auescbliesslich  tnaass- 
gebeiid  sein  sollten ,  an  einem  deutlich  bewussten  VerstäudniBS 
fUr  das  ei-forderliche  Maass  von  unmittelbarer  Geometrie.  Der 
überlegene  Geist  Lagvanges  ersetzte  hier  allerdings  sehr  viel 
durch  Tact,  indem  er  die  geometrischeD  und  die  geometrisch 
mechanischen  Hülfsmittel  einschaltete  und  herbeizog,  wie  er  deren 
gi'ade  benöthigt  war,  um  den  grundsätzlich  in  lauter  Rechnungs- 
fuQctionen  statthabenden  Fortschritt  der  Entwicklungen  sachlich 
zu  vei'Riitteln,  also  etwa  zu  einer  Function  oder  Gleichung  eine 
neue  zu  gewinnen  oder,  was  wesentlich  auch  nichts  Anderes  ist, 
in  eine  Gleichung  für  einen  alten  Bestandtheil  einen  neugestalteten 
einzusetzen. 

Die  Nothwendigkeit  der  geometrischen  oder  sonst  sachlichen 
Gesichtspunkte  und  Hülfsraisonnements  wurde  aber  seitens  der 
angeblich  für  Alles  zureichenden  reinen  Analysis  von  vornherein 
■wie  nicht  vorhanden  behandelt.  Grade  Lagrange  erklärte  in  der 
Von'ede  zu  seiner  Mechanik  ausdrtlcklich,  keiner  geometrischen 
Baisonnements  zu  bedürfen,  und  diese  seine  Vorstellung  befand 
sich  in  thatsächlichem  Widerspruch  mit  di'm  meist  Tactvollen 
seines  eignen  Verfahrens,  in  welchem  er  oft  genug  aus  einfachen 
geometrischen  Verhältnissen  die  analytischen  Hulfsbeziehuugen 
abatrahiren  musste,  deren  er  zur  Entwicklung  und  Ergänzung 
seiner  allgemeineren  Formeln,  also  beispielsweise  der  Grund- 
formet  der  gesammten  Mechanik,  beduifte.  Ueberdies  waren  der- 
artige allgemeine  Grundformeln  auch  nur  das  Ergebniss  von  Ab- 
stvactionen  aus  dem  sachlichen  Gebiet  und  hatten  nur  im  Hin- 
blick auf  dieses  Gebiet  und  auf  die  zu  Grunde  liegenden  ein- 
facheu  realen  Arrangements  einen  realen  Sinn.  Kein  Wunder 
daher,  dass  die  Entwicktungen  und  \'erwandlungen  solcher  For- 
meln, auch  wo  sie  blos  in  algebraischen  Operationen  bestanden. 
nicht  ohne  einen  Blick  auf  den  sachlichen  Compass  dirigirt 
wurden.  Der  bestimmende  Grund,  warum  grade  die  eine  und 
nicht  irgend  eine  andere  der  vielen  möglichen  analytischen  Con- 
sequenzeu  gebogen  und  eben  diese,  anstatt  einer  andern  Umwand- 
lung vorgenommen  wurde,  war  stets  ein  sachlicher  oder,  wenn 
man  will,  be^riflticher  Leitfaden  oder  Gesichtspunkt,  vermöge 
dessen  nicht  nur  das  sachliche  Ziel,  sondern  aui:h  die  einzelnen 
Stationen  des  suchlichen  Weges  fUr  den  Fortschritt  der  analyti- 
schen Entwicklungen  maassgebend  wurden. 


—    48«     — 

Unter  hj  bevlx^iten  Umstinden  muss  es  natürlich,  nste 
von  zns  erae  klare  Fonnvfinzng  der  nothwendigen  Bestand^ 
eine«,  sei  e?  nun  tlhtat  oder  indirect  auf  sachliche  VerhiltH 
bezü2l:rhen  Raiscnneicects  seseben  worden  ist,  gleicbs«D^ 
eine  C^ffenbanm^  ms  einer  unlogischen  Welt  klingen,  wenn  h 
vemimiRL  dass  acs  porer  Analysis  mehr  Sachliches  hersns^ 
werden  soll,  als  in  sie  züTor  hineingel^t  worden  ist.  So  ctw 
hiesse,  om  an  unser  froheres  Beispiel  zu  erinnern,  ausblo» 
analytischer  Bearbeitung  einer  Curvengleichung  auch  iki«> 
fication  der  Cune  gewinnen  wollen ,  ohne  die  Gleichmg  1^ 
rechtwinkligen  charakteristischen  Dreiecks  zn  Holfe  zu  näifö 
Letztere  schliesst  aber  ein  geometrisches  Raisonnement  oBd  @ 
ger^metrische  Thatsarhe  ein.  die  nicht  aus  der  Currengleichs: 
selbst  gezogen,  sondern  zu  ihr  als  ein  fremdes  Mittel  der  mim 
Entwicklung  hinzugesellt  wird. 

Die  Vorstellung  von  einer  natürlichen  Geometrie  erwritr 
sich  zu  derjenigen  von  einer  natürlichen  Sachmatheroatik.  Fr 
letztere  würde  ein  erstes  Beispiel  die  unter  grösstmöglicher  it 
nutzung  der  analytischen  Hülfsmittel  behandelte  Mechanik  sr. 
Wirklich  natürlich  würde  aber  eine  solche  Behandlung  our  fc 
ausfallen,  wenn  in  zweierlei  Beziehung  das  rechte  Maass  in- 
Bestimmung  der  Mittel  die  leitende  Regel  bliebe.  Ei-stens  m^- 
die  Menge  des  specifisch  Geometrischen  ein  Minimum  werden,  3 
in  dieser  Richtung  ist  durch  Lagrange  thatsächlieh  am  Mä55 
vorgearbeitet.  Zweitens  hätte  sich  aber  auch  die  Rechnun?  ä 
ein  Minimum  zu  beschränken  und  durch  höherbelegene  Begiff 
zu  ei-setzen,  die  abstracter  und  mächtiger  sind  als  die  RechnaKS- 
operationen  und  letzteren  daher  leitend  vorangehen  müssen.  K^ 
Reaction  und  kein  Rückschritt  hinter  den  durch  Lagrange  er- 
reichten analytischen  Standpunkt,  sondern  noch  eine  Erhebsi^ 
über  diesen,  um  den  blossen  Rechnungssymbolismus  und  das  ^ 
rithmische  Automatenthum  in  einer  ähnlichen  Weise,  wie  das  spe- 
cifisch Geometrische,  einzuschränken! 

Ein  bedeutendes  besonderes  Werk  über  analytische  Geomctne, 
wie  das  von  Lagrange  über  analytische  Mechanik,  ist  nicht  vor- 
handen; denn  Descartes'  Geometrie  entspricht  diesem  B^iiäe 
nicht,  und  in  der  neuern  Zeit  ist  es  aus  guten  Gründen  zn$ 
etwas  nicht  gekommen ,  weil  der  Gegenstand  nicht  gross  genn? 
war,  um  höchststehende  Geister  um  seiner  selbst  willen  b«A^ 
tigen   zu   künnen.     Nur   als  Nebensache   und    in    zweiter  L^"- 


wurde  ev  von  ihnen  berührt.  Der  geometrische  Theil  von  La- 
granges Functionentheorie  war  so  eine  Nebenarbeit,  steht  aber 
auch  in  dieser  Stellung  als  Beispiel  einer  analytisch  behandelten 
höheren  Geometrie  hoch  über  den  Büchern ,  die  titelmässig  von 
analytischer  Geometrie  oder  von  Anwendungen  der  Analysis  auf 
Geometrie  handeln.  Was  den  bedeutendsten  Geist,  der  das 
Werkzeug  der  Analysis  beheri-schte.  wirklich  reizen  konnte,  war 
nicht  die  verhältnissmässige  Hohlheit  blosser  Geometrie,  sondern 
musste  ein  bereits  materielles  Sachgebiet  sein,  und  hier  bot  sich 
nach  Lage  des  Wissensstandes  zunächst  die  Mechanik  dar.  Was 
an  Geometrie  interessiren  konnte,  musste  als  Hulfsmittel  für  die 
Mechanik  mit  in  Frage  kommen.  Demgeraäss  ist  denn  auch  in 
Lagranges  Analytischer  Mechanik  das  Wesentlichste  an  analytisch 
behandelter  Geometrie  eingeschlossen  und  studirt  sich  in  dieser 
überlegenen  Darstellung  und  Verwendungsart  unvergleichlich 
besser,  als  auf  dem  Stroh  der  Compilations-  und  Lehrbücher. 

7,  Auch  in  rein  geometrischer  Beziehung  ist  die  Analytische 
Mechanik  Lagranges  den  Reactionen  sogenannter  synthetischer 
Art  überlegen.  Die  Projectiviker  kommen  hier  freilich  nicht  in 
Frage;  aber  verhilltnissmilssig  ernster  und  natürlicher  als  durch 
diese  ist  die  geometrische  Reaction  durch  Poinsot  vertreten  wor- 
den, der  wesentlich  blosser  Statiker  und  zwar  Statiker  in  der 
alten  Sprache  der  geometrisch  vorgestellten  KräftesubstitutJonen 
war,  —  einer  Sprache,  die  natürlich  fUr  Lagrange  als  eine  völlig 
todte  gelten  musste.  Nun  hat  sich  aber  eben  dieser  Poinsfit,  wie 
wir  durch  specielle  Untereuchung  gefunden  haben,  gi-ade  in  Bezug 
auf  erforderliche  geometrische  Vorstellungen  als  unzulänglich  er- 
wiesen, einen  Hauptpunkt  in  Lagranges  Analytischer  Mechanik 
auch  nur  richtig  zu  vei-stehen.  Grade  ein  Mangel  an  Blick  für 
geometrische  Möglichkeiten  und  Noth wendigkeiten  ist  es  gewesen, 
durch  den  Poinsot  sich  hat  verleiten  lassen,  eine  ganze  Abhand- 
lung zu  schreiben,  um  Lagrange  einen  Fundamentalfehler  nach- 
zuweisen ,  einen  Stoss  gegen  dessen  Analytische  Mechanik  zu 
fuhren  und  überhaupt  die  Vorzüge  der  eignen  geometrischen  Me- 
thode ins  Licht  zu  setzen.  Was  er  nun  aber  wirklich  ins  Licht 
gesetzt  hat,  ist  die  Fehlerhaftigkeit  seines  eignen  Verhaltens. 

Die  betreffende  Abhandlung  Poinsots.  die  1846  im  11.  Bande 
von  Liouvilles  Journal  erschien,  ist,  um  die  Komik  vollzumachen, 
von  dem  Herausgeber  einer  dritten  1853  erschienenen  Auflage 
der  Lagrangeschen  Mechanik,  nämlich   von  einem   Akademiker 
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Bertrud .  ul<^  BOck  beifiDig  tls  Bacbergänzung  näist  aän 
fremd^ni  nun  TaeC  Dodb  sddechteren  Stoff  mitabgedradct  m 
Aach  hjüben  vir  ia  der  sonstigen  Literatur  keine  Sporeiii 
gefoDiien .  öass  seiidem  ireendwo  die  Unrichtigkeit  des  Ym 
sehen  An^rnfs  erkjiint  worden  wäre.     Im  Gegentheil  hat  iija 
unkriüseh  iGV?rlumi  Weise  die  mathematische  Welt  ad  iii 
letzte  Qttd  die  La±:rui£resdie  überiebende  Epigonenautoritlt  Fi- 
sots  gehaiten  und  einen  nicht  anerheblichen  Fehler,  derka 
die  ganze  Analytische  Mechanik  hindurch  Folgen  haben  soD.  i 
heute  als  nachgewiesen  angesehen.    Dreissig  Jahre  lang  ist  te 
dritte  Auflage  die  einzige  gewesen,  die  im  Buchhandel  n  hds 
war,  und  die  Leser  dei^elben  wurden  noch  ausdrücklich  in  ii- 
merkungen   auf  die   abgedruckte  Poinsotsche   Berichtigw  ^ 
gewiesen.     Nicht   Jeder  hat  ein  Interesse  daran ,  einen  Fott- 
mentalpunkt«  selbst  zu  untersuchen,  und    wer  es  im  Stadium  aiä 
hiltte,  wird  nicht  zu  jeder  Zeit  und  unter  allen  Umständeaii- 
gelegt   sein,   eine  Anfechtung,  von  der   sich   für   die  nuUßi& 
Hauptsache  allenfalls  absehen  lässt,   mit  Unkosten  eines  beifr 
tenderen  MQhaufwandes  eingehend  zu  prüfen.     Wenn  aber  xasi 
den  nicht   wenigen  Studirem  und  gelehrten  BenQtzem  derlt 
chanik   Lagranges,   die   doch  von  sehr    vei-schiedenen   Geä* 
punkten  und  Interessen  geleitet  werden  mussten,  sich  nicht  au 
gefunden  hat ,  der  den  Skandal  entdeckte ,    so   ist  das  ein  tut 
Zeugniss  für  die  inzwischen  florirende   mathematische  Modew* 
des  19.  Jahrhunderts,  die  im  Dreschen  von  leerem  Stroh  undi 
der  Befassuug   mit  Unbedeutendheiten  gross ,    ja   lang  und  büt 
aber  im  Erkennen  des  wirklich  Guten  sich  nahezu  als  ein  nrüxfisr 
loses  Nichts  blosgestellt  hat.     Diese  auf  ihre  Handwerksanahs^ 
eitle  Welt   hat  nicht  einmal  eine  Antwort    auf  die    Poinsotscfe 
Untei-stellung  gefunden,  —  eine  Unterstellung,   die,   wenn  ^ 
begründet  wäre,  zwar  nicht,   wie  sich  der  ünterateller  dadite. 
die  analytische  Methode  selbst  fällen  oder  auch  nur  discreditiitn 
oder  compromittiren ,  wohl  aber  deren  persönliche  HandhaboK 
durch  Lagrange  nicht  unerheblich  treffen   wtirde.     Was  hattes 
sich   aber   auch   diese   kleinen   Geister   von    Amtsgelehrten  dff 
19.  Jahrhunderts  um   die  Ehre  eines  Lagrange   zu   bekümmeni 
der  gar  hoch   über  ihnen  stand  und   auf  dessen  Höhe  sie  vor- 
nehmlich nur  mit  Neid  hinblickten,  und  an  dem  sie  auch  that- 
sächlich  fast  überall  nur  gemäkelt  haben ! 

Poiusots  Abhandlung  war,  als  sie  erschien,  allem  Anscbm 


■nach  ein  rerlit  altes  Manuscript  und  sozusagen  ein  LadenhDter. 
i^jSgrange  war  seit  einem  Menschenalter  todt,  die  zweite  Auflage 
^er  Mechanik  ungefiihr  ebensolange  im  Buchhandel,  und  doch 
^ahm  Poinsots  Abhandlung  nur  die  erste  Auflage  von  1788  in 
,f  Bezug,  während  der  vorgebliche  Fehlei'  sich  doch  auch  in  der  späte- 
(Ten  Umarbeitung  und  zwar  schon  an  der  Spitze  des  Buches,  nämlich 
-im  ersten  analytischen  Abschnitt,  als  eine  Hauptumwandlung  der 
gftMdamentalgleichung  vorfand.  Die  Annahme  ist  daher  nahe- 
|Hegt,  dass  Poinsot  schon  zu  Lebzeiten  Lagranges,  d.  h.  vor  der 
Breiten  Auflage,  seine  vermeintliche  Fehlerentdeckung  ausgear- 
beitet, aber  nicht  den  Muth  gefunden  hatte ,  sie  Lagrange  gelbst 
ins  Augesicht  oder  auch  nur  während  der  Jahrzehnte  frischerer 
Nachwirkungen  der  Lagrangeschen  Thätigkeit  zu  veröffentlichen. 
Der  Kern  der  Sache  besteht  darin,  dass  seitens  Poinsots 
Lagrange  der  Vorwurf  gemacht  wird,  ausdrücklich  für  schiefe 
Jkxen  eine  lileicliung  aufgestellt  zu  haben,  die  sich  bei  näherer 
.Untersuchung  als  nur  für  rechtwinklige  gültig  erweise.  Diesem 
Vorwurf  folgt  dann  die  Aufstellung  eiuer  andern  Gleichung,  die 
'analytisch  verwickelter  ist  als  die  Lagrangesche,  und  die  nun 
wirklich  auf  schiefe  Axen  passen  soll.  Der  allgemeine  Gegen- 
stand, um  den  es  sich  bei  Lagrange  handelt,  ist  die  Verwandlung 
'eines  Kräftesystems  in  ein  anderes  äquivalentes,  also  in  eines  mit 
''gleicher  Resultante,  mag  diese  nun  eine  üiösse  haben  oder  Null 
'^Bein.  Der  Fall  der  Kräftezusammensetzung  um  einen  Punkt  ist 
'ein  Specialfall  hieven,  und  im  Abschnitt  Über  die  Kräftezusaramen- 
'setzung,  in  welchem  auch  das  Potential,  wenn  auch  nicht  unter 
'diesem  neumodischen  Namen,  als  Zubehör  miterledigt  wird,  kehrt 
'die  angeblich  fehlerhafte  Gleichung  in  ausdrücklicher  Beziehung 
'auf  schiefe  Axen  wieder.  Nun  hat  bei  der  Entwicklung  seiner 
iGleicbung  Lagi-ange  echt  analytisch  aus  dem  abstracten  Gedanken 
'heraus  geschlossen,  dass  die  in  zwei  Gestalten  der  mecfaanischen 
I  Grnndgleichung  vorkommenden  virtuellen  Geschwindigkeiten  Func- 
'tionen  von  einander  sind,  demgemäss  eine  partielle  Differen- 
tialgleichung gebildet  und  diese  benutzt,  um  zum  Ausdruck  einer 
Kraft  des  äquivalenten  Systems  in  Elementen  des  gegebenen 
Systems  zu  gelangen.  Die  Kräfte  des  äquivalenten  Systems  denkt 
er  eich,  nie  er  im  Allgemeinen  muss,  nach  beliebigen  Axen  wirk- 
aam  und  fuhrt  daher  auch  schliesslich  Alles  auf  drei  schiefe  Axen 
zurQck.  Auf  Jen  allereinfachsten  Fall,  in  dem  aber  der  vorge- 
worfene Fehler  sich  auch  noch  bekunden  mUsste.  kanu  man  sich 
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bringeD,  iniea 

miB  m  4er  Ebcae  «me  cmnee  Knft  ras  Auge  fiisst,  die  dord 

zwcs  iqmruBce  eraeczt  wodea  soD,   wobei  also  weseDÜkh  dk 

VeriuUtasEe  its  fwemustei   PaimBclogi  junins    der  Krifle  w- 

liesem.    Na.^  öer  BeuäckaoMSirt  LjLcruiges  sind  alsdann  P,  i 

uid  ^  dSe  Knfte.  p,  £  vad  e  beliebig  lange  Linien,  in  dera 

Rir&tcK  j«de  wirtt.  csd  4p,  J£  vnd    dt!«   die  virtnelleoGf 

sck«isdkfcei:<s.  d.  h  rcditviBklise  ProjeetkMien  einer  pnnktoda 

VersdoebcBi:  uf  «üe  Krüteriditiuigeii.     W^in  nan  £  rmiti^ 

gegebene  schk^  Axem  finmen.   so  mag  beispielsweise  iii P 

ncd  den  Fnanxnea  der  Tinaellea  Geschwindigkeiten  auszndi^ 

sein.     Ltgruire  ce&inst   nnn  in   zwei   Schritten  zar  Glekte 

dp  ^ 

E  =  P  -/^  imd  Eun  Acakicüon  für  W. 

Zufolge  der  Ptxnsocsdien  Behjmptnng  soll  nan  die  Gl«ct&' 

E  =  P  -\^  lut  dacB  zntreAen ,  wenn    die  Richtongen  |  nii 

zn  einander  recht  winklig  sind,  also  in  diesem  ver^nfiachta  ^ 
nal£dl  sozusagen  ein  Rechteck  der  Kräfte   Torli^i:.    Maois: 
sich  nan  aber  aach  dardi  ceometrische  Constniction  ansdi^ 
daron  übeneaüen.  dasss  die  analytische  Wahrheit,  die  unte^" 
aus^etninc  schiefer  Richtongen  trefanden  ist,  sich,  wie  es  seiest 
auch  dann  nicht  Teriengne ,  wenn  man  an  die  Stelle  der  0' 
tischen   Zeichen   die    geometrischen    Repräsentationen   ders* 
setrt.    Di«^  Bewahrheitung  lässt  sich  dadurch  vereinfacbea.  ^ 
man  in  diesem  Fall   die  virtuelle  Verschiebang  dp  in  dieBki^ 
tung  der  actueUen  Bewegung  legt,  da  diese  Lage  jaaod^ 
Fall  aller  möglichen  Verschiebungen    des    in   der  Ebene  fwö 
Punktes  ist.    Wir  führen  jedoch  die  erforderlichen  geometrEia 
Constructionen,  durch  welche  die  partiellen  Differentiale,  in  »«* 
dp  in  Bezug  auf  tfc  und  dti-  lerftllt,  entworfen  werden,  li* 
weiter  aus.     Wenigstens  ist  es  genug ,  zu  sagen ,   dass  sie  akst 
durch  die  Fallung  Ton  Lothen.  sondern  durch   die  Ziehni^^ 
solchen   Linien   nach   dp  entstehen,    die   dp   in  einem  Wiitä 
schneiden,  welcher  dem  von  f  und  t'*  gebildeten  gleich  ist  ^ 
den  Begriff  dieser  partiellen  Differentiale  ist  hier  die  fiinctii^ 
geometrische  Abhängigkeit  der  in  ihrem  Constanten  BesU»^ 
beliebig  wählbaren  Entfernung  p  von  den  analogen  Langen  J  ^^ 
i/'  maassgebend. 


8.  Nachdem  wir  auf  diese  Weise  für  diejenigen ,  welche  mit 
!0t  von  der  niedern  Stufe  der  specifischen  Geometrie  her  die 
Lagranpesche  Analyse  nicht  verstehen,  die  Mitte]  einer  kurzen 
geometi-ischen  Probe  angegeben  haben,  wenden  wir  uns  nun  direct 
za  der  Umkehrnng  der  Sache.  Nicht  Lagrange  hat  etwas  Geo- 
metriüches  vernachlässigt,  sondern  Poinsot  hat  einen  argen  geo- 
metrischen Fehler  gemacht.  Weil  Lagrange  von  schiefen  Linien 
redet  und  vermittelst  dieser  die  Oevter  der  Angriffspunkte  der 
Kräfte  bestimmt,  so  hat  Poinsot  sich  eingebildet,  es  handle  sich 
um  schiefe  Parallelcoordinaten  und  hat  diese  widei-sinnigerweise 
der  Lagrangeschen,  ganz  andere  beschaffenen  Anordnung  unter- 
geschoben. Lagrange  bestimmt  seine  Oerter  durch  die  Abschnitte, 
die  durch  die  rechtwinkligen  Prnjectionen  der  virtuell  verscho- 
benen Angriffspunkte  entstehen.  Man  hat  auf  den  schiefen  Axen 
am  Ende  dieser  jedesmaligen  Abscissen  nur  senkrecht  Ebenen 
durchzulegen,  um  durch  deren  Durchschnitt  den  punktuellen  Ort 
im  Räume  zu  erhalten.  Im  obigen  vereinfachten  und  auf  die 
Ebene  reducirten  Beispiel  genQgen  Lothe.  Poinsot  denkt  aber 
iD  seiner  geometrisch  beschränkten  Voreiligkeit  an  Parallelo- 
gramme oder  Parallelepipeden,  die  er  nach  der  Schulerieinung 
durch  Ziehung  von  Coordinaten  gewinnt,  die  von  dem  jedes- 
maligen Angriffspunkt  der  Kraft  den  schiefen  Äsen  parallel  ge- 
zogen werden.  Durch  diese  beschränkte  Unterstellung  hören 
Abschnitte  wie  f/|  und  dii'  auf,  virtuelle  Geschwindigkeiten  zu 
Bein,  und  <ler  arme  Lagrange  muss  sich  nun  gefallen  lassen, 
lurechtge wiesen  zu  werden,  dass  seine  DiiTerentiale  di,  und  dt/i, 
in  Beziehung  auf  welche  er  eine  analytisch  richtige  Beziehung 
gefunden  habe,  in  geometrischer  Thatsächlichkeit  nicht  die  vir- 
Inelien  Geschwindigkeiten,  sondern  schiefe  Projectionen  seien. 
Die  Scbieflieit  gehört  aber  ganz  und  gar  Poinsot  an,  der  sich 
hier  wie  ein  Schüler  und  zwar  wie  ein  sehr  hölzern  geschulter 
Schüler  benommen  hat.  Das  Bekanntwerden  mit  schiefwinkligen 
Coordinaten,  einer,  nebenbei  bemerkt,  unpraktischen  Spielerei, 
gehört  meist  zur  Schuldressur.  Was  aber  nicht  dazu  gehört,  ist 
der  freie  Blick  und  Gedanke,  dem  auch  andere  praktischere  Orts- 
liestimmungen  nicht  über  den  Horizont  gehen.  Die  Befangenheit 
Poinsots  in  der  geometrischen  Schuloberlieferung  hat  ihn  statt 
Lagranges  ganz  naturlicher  und  zweckentsprechender  geometrischer 
Anordnung  eine  andere  sehen  lassen,  die  mit  der  fraglichen  Ana- 
lyse in  Widerspruch  steht.     £r  hat  also  die  Geometrie,  die  bei 
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i»te€n  -TT  ^  teai  Leser,  ier  äat  Skr  Aieaes  hialorisditt 
▼Irtiifs  TCiesu'jusi  :ii)c^  moer  intoeaart.  selber  ftberUsEaL  ä 
3ur  msem  Z*impas  ji  iaü  *S<t)iec  'ier  Poiasotscken  AvsftbiiB 
za  i<3C5n<n.  Zr  nair  iaäia  zoidÄeft  bedenken,  diss  mia 
?  luuot  tta  ^ititiüscsa  Vertreter  ^eomeCrischer  Methoda  ■ 
I  V  J:ihr!iLLiiiier: .  emen  soiiiiierea  als  Poocelet  und  Stdaer,  ji 
Tieüeii^at  xiäi  ils  ien  Einlricer  «i«r  gunzen  Bichtnn^  Monge.« 
si^  hac  mit  iaäs  tese  ^^anühniäaB^ä^  Gediegenheit  es  da 
ist.  Tfxi  <if»n  l€js^ji  rsschichüidi  so  Idirreich  maicht 

L^jt  KKÖisdi  zmmetrisdiea  BaiäMmemeDls  sind,  abge^ 
von  <iem  iDChwendiisea  Minnnnm.  welches  den  analvtisdieB  v 
Unti^riaäT^  •iient.  eine  niedere  Stnfe  der  Vermittlungs-  imdDQ 
weise  f  die  p?in*':pieQ  bereits  aberwnnden  ist ,  aber  and  tit 
sächlich  gieiiJi  einer  codten  Sprache,  ausser  bei  rQckstinis 
Gelehrten,  aus  dem  Gebrauch  gänzUoh  und  überall  verschviiiB 
wird.  Eine  Vermittlun!?  mit  zufUligem  Neben  werk  hat  ^ 
Berechtigung  mehr,  sobald  der  davon  befreite  abstracteit^ 
dankengang,  der  demgemäss  ungemischter,  reiner  und  10 
auch  klarer  ausfällt,  einmal  gefunden  ist.  !Nur  eine  rückstlitf 
Art  der  Schulung,  ja  zum  Theil  auch  eine  gewisse  naturwückä^ 
Unentwickeltheit  der  persönlichen  Anlagen  und  Neigungen,  i^ 
sich  zuerst  auf  voll  Sinnliches.  Concretes  und  Anscluiiiiktf 
richten ,  mag  das  Hängenbleiben  und  die  Bewegung  im  Bereit^ 
einer  niedem  methodischen  Position  erklären.  Uebrigens  Tersttf 
sich,  dass  derartig  tiefer  stehende  Methoden  an  sich  nichts fi- 
richtiges  roitsichzubringen  brauchen,  sondern  nur  beschwerlich 
und  in  ihrer  Tragweite  weniger  mächtig  sind  als  die  bötea. 
Sie  können  für  sich  bestehen ,  ohne  der  höheren  Mittel  zu  ^ 
dürfen;  aber  sie  werden  es  unter  übrigens  gleichen  Umstioto 
auch  immer  nur  zu  subalternen  Leistungen  bringen.  Dagc^^ 
der  Gedanke  sofort  mehr  abstracto  Kraft  und  arbeitet  glädeis 
mit  einer  vollkommneren  Maschinerie ,  nämlich  mit  eiD&cfcerei 
Begriffen  und  bequemeren  Zeichen,  sobald  er  sich  des  «tfl.^ 
sehen  Werkzeugs  bedient.  Was  ein  Zahlensystem  und  psf& 
Zahlen   für  gemeines   Zahlenrechnen ,    das   sind  überhaupt  eiic 


] 
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Iracte  gute  Zeich ensprache  und  der  analytische  Algorithmus 
I  lllles  Rechnen  und  rechnende  Denken. 
9.  Nun  ist  aber  auch  die  bisherige  vorherrschende  Rolle  der 
^nalysis.  seihst  in  ihrer  besten  Gestalt  bei  Lagrange,  kein  letztes 
Jkluster  fQr  die  Behandlung  eines  sachlichen  Gegengtandes.  Der 
^Mangel  einer  zureichenden  Pflege  der  Realbepriffe  ist  unverkenn- 
bar, und  was  eingestandenem! aassen  nur  eine  Vervollkoininnung 
des  Instiiinients  hezweckte,  ist  unwillkürlich  zu  einer  mit  Un- 
_recht  vorherrschenden  Hauptsache  geworden.  Die  Formel- 
"häufungen  sehen  der  logischen  Scholastik  des  Mittelalters  illin- 
^ch,  in  welcher  ja  auch  der  Cultus  eines  dürren  und  leeren 
Vonnaiisinus  das  unmittelbare  Herantreten  an  die  Quelle  der 
sachlichen  Wahrheiten  ersetzen  niusste.  Für  niedere  oder  hohle 
Geister  bietet  grade  die  Analysis  eine  bequeme  Gelegenheit,  mit 
leichter  Mühe  und  fast  auf  automatische  Weise  Geistlosigkeiten 
'zu  Markte  zu  bringen  und  diesen  für  Unkundige  das  äusseriiche 
Ansehen  von  begründeten  Wahrheiten,  schwierigen  Wendungen 
und  tiefen  Einsichten  zu  geben.  Für  Überlegene  Geister,  wie 
'einmal  Lsgrange  in  seiner  hohen  einsamen  Stellung  einer  war, 
Hst  allerdings  schon  die  ausschliessliche  Rechnungssymbolik  kein 
'blosses  Darstellungs-  und  Beweismittel,  sondern  auch  ein  selb- 
"Bt&ndiger  Wegweiser  zu  darüber  hinaustragenden  Erfindungen, 
'aber  doch  nur,  indem  sie  sich  mit  den  Sachbegriffen  unwillkür- 
lich comhinirt  und  im  Hinblick  auf  die  realen  Zwecke  Gleichungen 
'aufstellt  und  ausnützt.  Grade  hiebei  tritt  es  aber  zu  Tage,  diiss 
'die  leitenden  BegriiTe  in  ei-ster  Linie  unmittelbare  und  sachliche 
sein  müssen,  und  dass  die  Folgerungen  aus  dem  blossen  Algorith- 
'inus  nur  dann  geschickt  und  fruchtbar  ausfallen,  wenn  sie  in  einer 
igegenOber  den  SachhegrifFen  subaltemen  Weise  vor  sich  gehen, 
'd.  h.  vor  allen  Dingen  den  GeBetzen  der  Natur  der  Sache  ge- 
horchen. Ihre  Selbständigkeit  ist  nur  eine  relative  und  bemessene, 
land  die  Rechnung  läuft  wie  eine  Maschine  nur,  nachdem  sie 
idarch  einen  Motor  und  äussere  Kräfte  in  Gang  gesetzt  ist.  Die 
ifs  erster  Ordnung  wirkenden  Krftfte  sind  aber  nicht  die  algo- 
rithmischen Mittel,  sondem  anderweitige  Gedanken,  die  sich, 
nachdem  sie  das  Ihrige  vorgethan .  hinterher  die  absehbnren 
ftechnungswenilungen  dienstbar  machen.  Aus  Kechnungshe- 
griffen  wird  daher  erst  dann  etwas  gewonnen,  nachdem  vorher 
die  unmittelbaren  Saclibegriffe  in  Ordnung  gebracht  sind,  Ans 
dem  fort  wahrenden   Zusammenwirken  der  Sachbegrifle  mit  den 


i^nmiziicräisszifiBL  ernöc  sää  <m  oer  PHtadsitt,  ni  csü 
eüüY  €aL  cniS£«r  Ksuisl  öer  cwMsi'^iftffc  amihrüKheB  BcU> 

^  jer«iiDe^  Bfxj^ahcü^  cfäifsiö  n  marW^  Es  pcM  äe 
«in  käue  SM:V7s»3ii»:aaB£L  oe  im  dam  fia^fickea  Sueiii^ 
täsä:  irt^AL  ctr^:  mdb  j&k^  ABilixxscte  ist  iiar  Güvit 
dü»d»cs  Hiiifeti^TT^^'  xnfi  IVA?  cm  y<iieBBiit2iel^  weicka  urwi 

6ix  sb^äjKiKB  Bepifi  iiHBii  ii  seiDe  wmhre  u^^ 

liCi  kZkr  F-:<rsck;3kr  s^  ui  eise  easiige  T<dIkcH»M&e  MfläÄ 
2»  4kBk€ft .   43»ä  öiäker  wMfr  nii  der  BerllcksiditigiiBg  da  fft 
ibeäsidMSi  ße&m:«eB  la  rie]  Zeit  la  leiliqen,  soch  sidi  äid 
die   aimaMisehea   AcsscLTSimpa    tob    der    EiiiscUigimg  os 
seibsüitdiüen  L&x^iikifeea  We^es  ibhaltea  zu  Ijissen.    Es  ist  te* 
cpie}svei$e  ke^2ie  Bii^lkbe  Gec^netiie,   weon    die  in  der  G«^ 
meuie  betiutlgte  FmactkiDeiitlMorie  sich  so  anliisst,  als  vires 
Bidit  tbi  Zverke  der  Geometrie,  sondern  am  ihrer  sdbst  vSi 
angebrmebt  imd  die  gcometnscheB  Gestahnngen  blosse  Basfü 
Die  Geometrie  hat  ihre  eignen  Bedür&iisse  und  Sduanka:  i 
darf  daher  mit  ihr  nicht  willkürlich  anahrtisch  gespielt  otf^ 
nicht  zum  Tommelplatz  bdiebiger  analytiscber  Phantasien  ges^ 
werden.     Analytisch  sind  viele  Conceptionen  und  Combiniüs^ 
möglich,  die  ge^*metrisch .  phon>D(»nisch  oder  mechanisch  kebs 
Sinn  oder  kein  Interesse  haben,  indem  sie  den  q[>ecifiscbeD  V«- 
bedingnngen  der  Natnraction«  wo  nicht  widersprechen,  doch  jsä^ 
entsprechen.     In    einer  natürlichen  Geometrie  ist  die  Geom^cv 
selbst  der  Zweck  und  die  Analysis  das  Mittel.     Ebenso  Terki£ 
es  sich  mit  der  natürlichen  Mechanik  und  fiberhaopt  mit  jedes 
Zweige  der  Sachmathematik.     Man  wird  nur  zur  gesoDdoi  iä* 
fassung  und  Behandlung  der  Gegenstände  gelangen,  indem  b^^ 
sich  durch  äusserste  Zergliederung  die  an   erster  Stelle  mi^ 
gebenden   BegrifiEsnormen  verschafit,  dann    zur    Aa£steUiisg  ^ 
functionellen  Rechnungsnormen  übergeht  und  bei  dem  Tereinigta 
Gebrauch    von   beiderlei  Satzungen  auch    noch    die  speci&dis 
Beschaffenheiten  im  Auge  behält,  die  mit  der  concretöi  Xaö^ 
der  Sache  gegeben  werden.     So  kennt  die  blosse  Rechnung  i» 
Grössen  schlechthin,  und  ihr  ist  beispielsweise  die  Sinosfonctia 
keine  Sinuslinie,  geschweige  eine  Linie,  die  zum  Radius  eine  be- 
stimmte Lage  hätte.     Statt  dieser  Lage   figurirt  wiederum  uu 
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■  «ine  gleichgültige  Grösse,  Dämlich  tias  Argument,  bei  welchem 

■  sogar  der  BegrifT  eines  Ausgangspunkten  der  Zählung  wegfallt. 
iln   der  Sachwissenschaft  kommt  es  aber  grade  darauf  an,  diese 

unterscheidenden  Specitica  stufenweise  nacheinander  geltend  zu 
i  machen.  Nur  auf  diese  Art  wird  der  methodische  Stufenbau 
Tolleudet,  der,  mag  man  ihn  nun  von  unten  hinauf  —  wler  von 
, -oben  hinunter  steigen,  die  nchtigen  wissenschaftlichen  Verbin- 
, -düngen  mit  weder  zuviel  noch  zuwenig  Abstraction  herstellt  und 
jeglicher  Einsicht  oder  Einsichtsart  ihren  Rang  nebst  der  zuge- 
I  bfirigen  Veiwerthung  anweist. 

Die  synthetischen  Reactionen  geometnscher  Art  haben  keine 

natürliche  Geomelrie  im  Auge  gehabt,  sondern  sind  im  Grossen 

«üd  Ganzen  ein  in  das  Verkünstelte  führender  Abweg  gewesen, 

unbeschadet  einer  gewissen  geistreichen  Art  und  Weise  einzelner 

ihrer  Vertreter,  wie  Poncelets.     Sie  wollten  recht  modern  sein 

.  und  gedeihen  doch  sozusagen  etwas  altfränkisch;  sie  repräsen- 

tiren  mit  ihren  Mischungen  und  ihrem  Halbwesen  gleichsam  eine 

Romantik  der  Muthematih,  die  noch  auf  geometiische  Abenteuer 

auszieht,    nachdem   längst  diese   Kitterkünsle   durch   mächtigere 

_  moderne  Waffengattungen  verdiängt  sind.    Zu  einer  natürlicheren 

^  Mechanik  ist  es  aber  durch  die  geometrisch  statische  Reaction 

'  Foinsots   auch    nicht   gekommen ,    wenn  auch  hier  ein  gewisses 

*  Streben  nach  Solidität  und  einiges  nachhaltigere  Verdienst  nicht 

'  zu  verkennen  ist    Die  Methode  der  geonietnsch  statischen  Kräfte- 

■  Substitutionen  fiel  erst  recht  altmodisch  aus  und  speoiell  die 
P  Statik  Poinsots  ist  etwas  durchaus  Altfränkisches.  Man  verliere 
'Also  auch  auf  diesem  Abwege  nicht  zuviel  Zeit,  wenn  auch  immer- 
'  bin  Angesichts  überwuchernder  Analysis  einige  Uebung  im  un- 
'  mittelbar  geometrischen  Denken  nicht  schaden  kann.  Man  ver- 
'  fahre  aber  grundsätzliih  derart,  dnss  man  von  den  analytischen 
[>  Musterwerken  ausgehe  und  sich  das  Minimum  von  specitischer 
i  <}eometrie  oder  sonstigen  Sachvoraussetzungen  erghnzend  ver- 
I  'deutliche. 

i  Man  hüte  sich  aber  vor  den  auf  Analysis  oder  sonst  abge- 

i  richteten  Autoritätsmascbinen  in  meDschemlhnlicher  Gestalt,  und 
I  zwar  ganz  besonders,  wo  sie  jenen  neusten  Mischmasch  von  Ana- 
»  lysis  und  Projectivik  zu  Markte  gebracht  haben,  welcher  in  der 
t  dorn  mechanischen  l'rincipienwerk  beigefügten  Anleitung  ah  stillos 
und  zerfahren  signalisitt  worden  i^t,  —  eine  Signa] isirung,  deren- 
1  -wegen    der    Verfasser    noch    besonderen    Attentaten    auf   seine 
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■cbt  selten  bestehen  die  wichtigsten  drei  Viertel  dev  Arbeit  in 
■:  richtigen  Stellung  eines  Problems,  und  fQr  die  Antwort  auf 
m  Frage  bleibt  nur  noch  ein  Viertel  übrig.  Wie  sich  die  Sache 
ier  auch  im  Besondern  pestalte,  immer  wird  es  eine  gi-össere 
Hi^nnlität  belcunden,  wenn  Zeiten  und  Männer  mit  bedeutenden 
^ii6D,  als  wenn  sie  nur  mit  fiberlieferten  Problemen  fertig  wer- 
iO.  Ueberbaupt  entscheidet  die  Gattung  von  Aufgiiben,  mit  der 
jUi  sich  zu  schaffen  macht,  über  den  Werlh  der  Thätigkeit, 
f^ßßR  nun  ganze  Generationsreihen,  Generationen  oder  direct 
fizelne  Persönlichkeiten  gemessen  werden. 
^  Das  bisherige  IC.  Jahrhundert,  d.  h.  die  wesentlich  nach- 
^rangesche  Zeit,  hat  sich  im  Bereich  der  reinen  Mathematik 
nennenswerther  Weise  nur  mit  Obeilieferten,  ja  der  fraglichen 
isnng  schon  sehr  nahe  gebrachten  Problemen  zu  schaffen  ge- 
Acht.  Grade  liie  besten  Namen,  ja  die  einzigen,  mit  denen 
;b  die  Vorstellung  von  ernsthaft  schaffenden  Filhigkeiten  ver- 
iQpfen  lässt.  Abel  und  Gnlois,  repräsentiren  nicht  nur  das  bis- 
;rige  mathematische  Jahrhundert,  sondern  auch  jene  abgeleitete 
cundäre  Art  und  Weise.  Diese  Wahrnehmung  kann  aber  für 
ne  beiden  Persönlichkeiten  als  solche  kein  Vorwurf  werden^  im 
egentheil  ist  hier  Vieles  auf  Rechnung  der  Zeit  und  der  Ver- 
kitnisse  zu  setzen.  Ueberdies  starben  Beide  als  junge  Männer, 
,  Galois  schon  beim  ersten  Kiiitritl  in  die  Zwanziger.  Es  ist 
itaer  gi-arie  kein  Wunder,  wenn  sie  zunächst  von  der  eben  frischen 
eberliefei-ung.  d.h.  von  den  Schriften  Lagranpes  her,  Antriebe 
npfingen.  Lagrange  war  noch  nicht  lange  todt  und  hatte  noch 
iletzt  neue  Auflagen  der  wichtigsten  Schriften  erscheinen  lassen- 
Rineotlicb  niusste  sein  Werk  fiber  die  Gleichungen  mit  dem 
irt  noch  unabgeschlossen  gebliebenen  Hauptproblem  zu  neuen 
sreuchen  spornen,  und  so  ging  denn  Abel  schon  als  Student  an 
e  Aufgabe  der  allgemeinen  Gleichungslösung  und  zwar  noch 
it  der  Vorstellung,  als  wäre  sie  im  Allgemeinen  algebraisch 
isfilhrbar.  Uurch  Lagi'ange  war  dieser  Fall  unwahi'scheinlich 
iinacht,  aber  nicht  völlig  ausgeschlossen,  und  Abel  fand  ei-gt 
ircli  die  Vergeblichkeit  seiner  BemOhungen  seinen  berühmten 
■unöglichkeitsbeweis ,  zu  dem  freilich  ein  gewisses  Mauss  von 
jf^ängeiTjchaft  in  Ruffint  vorhanden  gewesen  war.  Dieser  Be- 
ns nebst  dem  Zubehi^r  an  algebraischen  LüsbarkeitsfUllen  ist 
e  Hauptleistiing  des  jungen  Norwegers  gewesen;  denn  die 
Uptischen   Functionen   und  ZubehOr  gehören   in    ein  niedriger 

DOhrlaf.  Orandmlltal  mr  Aniljraii.  32 
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^ihre  BeschafTenheit  und  akademische  Ofliciosität  durch 
äsehe  Hinterlassenschaft,  die,  wenn  aui'h  mit  einer  ent- 
stellten Kunde  von  dem  zugehörigen  Sciiicksal ,  schliesslich  in 
diese  Spalten  gedrungen  war,  doch  nur  ein  höiinendes  Memento 
aufweii-t. 

Uebrigens  erstreckte  sich  Galois'  Gutglilubigkeil  bezüglich  der 
Zeitgelehrten,  auch  nachdem  er  die  Eifahrung  mit  der  Akademie 
,  Bcfaon  (gemacht  hatte,  noch  sehr  weit ;  denn  vor  seinem  Gange  zu 
einem  Duell  mit  tödtlichem  Ausgang  afipellirte  er  in  einem  gteich- 
$am  testamentarischen  Brief,  versteht  sich  vergebens,  an  bestimmt 
genannte  Namhaftigkeiten  aui'  deutschem  Boden,  die  ihre  Auto- 
rilftl  einsetzen  sollten,  um  die  franzfisischen  Gelehrten  darüber 
'    zur  Raison  zu  bringen,    dass  er  etwas  der  Beachtung  Werthes 

*  geschrieben  habe.     Armer  Galuis,  der  du  in  deiner  l'nkunde  den 

*  HeiTTi  Hofmth  Gauss  und  den  Herrn  Juden  Jacobi  ausdrücklich 
f '  zu  so  etwas,  wie  geistigen  Testamentsvollstreckern  ernanntest  und 
^*  die  bete  triomphantCj  von  der  du  zu  Hause  in  Paris  ein  Probe- 
■  Stückchen  erfahren,  anderwärts  noch  verkanntest!  Hierüberhaben 
■"I  wir  glücklicherweise  seitdem  deutschgrUnd liehe  Aufklfirungen  ge- 
■I  Wonnen  und  gegeben,  und  die  Zeit  ist  nicht  mehr  fern,  wo  nller  Orten 
L  <  auch  sehr  junge  Männer  das  Gelehrtenthum,  die  Akademien  und 
«'Universitäten,  die  ofticiös  oder  cliquenmilssig  hoch  gesi-hraubten 

*  Xamhaftigkeiten  der  vei'schied engten  Länder  und  Stämme  ein- 
f  Bchlieaslich  des  hebrAischen,  —  kurz  die  ganze  gelehrte  bestia 

*  trionfante  hinreichend  durchschauen  werden,  um  sich  nicht  mehr 
»  wie  Galois  nach  ihrer  Höhle  zu  adressii'en. 

if    _     Auch  für  Studium  und  Forschung  selbst  ifit  das  zuletzt  An- 

*  geführte  ein  wichtiger  Fingerzeig.  Was  sich  modisch  den  Namen 
^moderne  Algebra  anmaasst,  ist  noch  schlechter  und  impotenter, 
M  «]s    die  Iteactionen,   die  sich   als  modeiiie  Geometrie  ausgeben. 

*  Verschnörkelungen  alter  Dinge  mit  Namenerfindungen,  wie  Deter- 
t  .minaiiten,  oder  mit  schlechten  Namen  vertauschungen,  wie  Subsli- 
a  tutionen  anstatt  Permutationen,  nebst  ebenso  nutzlosem  als  uu- 
k  schönem  Hin-  und  HerwUrfeln,  Ausspinnen  und  Kramen,  —  das 
M  «od  die  Grossthaten  der  privilegiiten  Hauptmacher  gewesen, 
^ywelche  zusammen  die  b^te  r^gnante  vorstellten.  Ueber  die  auf 
^g^iese  Weise  verdorbene  Algebra,  die  auch  schon  in  unserer  an- 
^^ern  Anleitung  besproelien  wurde,  ist  nach  dem  Vorangehenden 
g-Jlflin  weiteres  Wort  nöthtg.  Die  Geschichte  der  gediegenen  und 
^ernsthaften  Algebra  hat  nach  Galois'  Tode  im  Hauptproblem  ein 
^— *  33- 
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halbes  Jahrhundert  stillgestandeD,  und  selbst  in  Nebendiugeu  ^ 
nur  äusserst  wenig  Bleibendes  zum  Vorschein  gekommen.  Wohl 
aber  hat  das  Gehaben  inzwischen  und  anch  die  Beschaffenha; 
der  Compilationen,  wie  beispielsweise  eines  noch  1880  zum  zweites 
Mal  in  deutscher  Uebersetzung  gedruckten  Buchs  über  höher« 
Algebra  von  SeiTOt  das  gesunkene  Niveau  der  Zustände  bestätigi 
So  ist  die  Serretsche  Darstellung  voll  von  den  modischen  Äa>- 
wüchsen,  Vei*zeiTungen  und  Verdunkelungen,  aber  arm  an  klareni 
Verständniss  und  an  Fähigkeit  auch  nur  zu  klarer  und  einfacher 
Beproduction  der  bessern  Leistungen,  so  dass  beispielsweise  nidit 
leicht  Jemand  daraus  die  Auffindung  des  Galoisschen  Satzes  be- 
greifen wird,  der  sie  nicht  schon  kennt  oder  verzerrte  Wieder- 
gaben selbst  zurechtzurücken  und  zu  ergänzen  vermag.  Trotzdeio 
haben  solche  Compilationeu  für  Mancherlei  wenigstens  nahezu  dai 
Werth  eines  Lexikon,  wenn  auch  keineswegs  eines  guten. 

11.  Was  vorher  im  besondern  Hinblick  auf  die  höhere  Algebra 
von  den  Zuständen  gesagt  wurde ,  sollte  natürlich  auch  ganz  in 
Allgemeinen  für  die  Mathematik  überhaupt  gelten ;  denn  im  ab- 
stracteren  Gebiet  und  in  der  zugehörigen  Zuspitzung  des  Ver- 
ständnisses liegt  naturgemäss  die  höchstinstanzliche  EntscheidoM. 
und  wo  diese  durch  äussere  Henschaft  privilegirter  Betise  ver- 
fälscht wird,  kann  sich  in  oder  aus  'den  niedriger  bel^eneo  Be- 
reichen auch  nicht  viel  Vernünftiges  und  Freies  regen,  geschweiiS 
zu  durchgreifendem  Einfluss  erheben.  So  würde  beispidsweise 
Poncelet ,  auch  wenn  er  zu  einer  zureichenden  AufrafTung  hätte 
gelangen  können,  vermöge  der  natürlichen  Schwäche  seioes 
wesentlich  geometrischen  Standpunkts  nicht  im  Stande  gewessi 
sein,  gegen  die  Misere,  von  der  er  ein  Stückchen  wirklich  duitb- 
schaute,  etwas  Erhebliches  auszurichten.  Er  hat  sich  auf  änige 
Spöttereien  beschränken  müssen,  die  meist  zutrafen,  und  die  An- 
gesichts der  autoritativ  geknebelten  Kritik  und  Wissenschaft^- 
freiheit  immerhin  dankenswerth  gewesen  sind. 

Durch  hemmende  Beschränktheit,  verbunden  mit  etwas 
Kleinigkeitsfähigkeit  und  durch  Hinterlassung  eines  scholastisches 
Drucks  auf  dem  freien,  zum  Bessern  strebenden  Aufschwung  <!&' 
Wissenschaft  hat  sich  besonders  jener  Göttinger  Professor  Gao.<s 
ausgezeichnet,  von  dem  wir  des  Gegenstandes  wegen  in  dieser 
Schrift  nicht  umhin  gekonnt  haben,  einige  böotische  Stückehes 
zu  berühren.  Einiges  Wesentliche  zu  seiner  allgemeinen  Cla- 
rakteristik   findet   man    bei   Erläuterung   der    Conti^aste  in 


lebrift  über  Robeit  Mayer,  die  Oberhaupt  zu  eiuer  Kennzeichnung 
!  heutigen  Gelehrtentliums  werden  niusste.  Für  Studium  und 
rachung  wäre  eine  hier  weiter  eingehende  Orientirung  speciell 

^er  die  mathematischen  Zustände  ticlierlich  von  äusserem  und 

Uerem  Nutzeu.  Indessen  ist  der  Gegenstand  in  seinen  Grunil- 
ten  von  uns  wohl  hinreichend  der  Würdigung  offeiigestellt,  und 
^etet,  Eobiild  man  in  heutige  oder  jüngste  Einzelheiten  eingehen 

Hll,  meist  nur  so  kleinliche  und  widerliche  Erscheinungen  dar, 
man  ihm  lieber  nur  aus  gehöriger  Entfeniung  einen  flüeh- 

igen  Blii'k  zuwii-ft,  anstatt  sich  die  ästhetische  Unannehmlichkeit 
.  der  Einnahme  eines  förmlichen  Augenscheins  aufzuerlegen.    Die 
kritische  Gerechtigkeit  bleibt  darum  doch  nicht  aus,   wenn  sie 
sich  auch  nicht  in  alle  Winke]  und  Höhlen  begiebt. 

Es  sei  daher  nur  im  Ganzen  darauf  hingewiesen,  dass  die 
verdorbenen  Zustänife  in  ihrer  jüngsten  Huchgradigkeit  auf  der 
Verbindung  von  zwei  schädigenden  Ursachen  beruhen,  von  denen 
schon  eine  einzelne  hinreichen  würde,  in  ihrem  Herrschafts- 
bereich die  besten  Vergangenheitsüberlieferungen  zu  unterdrücken 
und  die  edelsten  Zukunftskeime  zu  ei'sticken.  An  ei-ster  Stelle 
sind  es  die  verfallenden  zOnftlerischen  Zustände  der  Universitäten, 
nehst  der  zugehörigen  Beschaffenheit  der  Akademien,  was  eine 
Gelehrtenzucht  mitsichbringt,  deren  Zuchtwahlprincip  die  Auslese 
der  geringem  Fähigkeiten ,  aber  grossem  Unterthanigkeiten  be- 
günstigt Hiezu  gesellt  sich  der  schon  seit  dem  Mittelalter  fort- 
wirkende Sachverhalt,  demzufolge  sich  die  hier  fraglichen  gelehrten 
Berufe  aus  den  am  wenigsten  an  Freiheit  der  That  und  des  Ge- 
dankens gewohnten  Ständen  und  Volksciassen  recnitiren  Die 
zugleich  gefügigsten  und  bomirtesten,  ja  gradezu  knechtischen  und 
verdummten  Bevölkerunpselemente  und  Berufsstände  liefern  aus 
ihren  Familien  nicht  wenig  von  der  Candidatenschaft  zu  den  ge- 
lehrten Stellungen,  und  es  sind  nicht  etwa  blos  die  Theologen, 
sondern  eben  auch  die  Mathematiker,  die  nach  dieser  Herkunft 
tind  Züchtung  aussehen.  In  Vei-einigung  mit  den  in  allen  Län- 
dern verkommenen  Universität&zustflnden .  die  aus  ihrer  eignen 
Mitte  noch  Schlechteres  propagiren,  mnss  die  Nachzucht  je  länger 
desto  mehr  eine  intellectuell  und  moralisch  defecte  und  arge 
werden. 

Dringen  in  die  so  qualificirten  Bratstätten,  wie  dies  neuer- 
dings in  steigendem  Maass  geschehen,  noch  gar  viele  Juden  ein. 
die  ja  immer  im  Bereich  der  Corruption  zu  hauseu  und  zu  hschen 
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lieben,  so  wird  durch  diese  Hebraisirong  die  Pflege  der  Maib^ 

matik  vollends  ruinirt.    Diese  zweite  Ursache  der  Schädigung  ist 

zwar  nar  eine  secundäre,  aber  dainim   nicht   zu  unterschätze: 

denn   die  Hebräer,  wesentlich  ohne  Anlage   zum   Schaffen  und    [ 

Produciren ,  ja  nicht  einmal  mit  zureichenden  Fähigkeiten  zqiq    ^ 

unverzerrten  Nachahmen  begabt,  drängen  sich  zu  der  Mathematik 

als  zu  einem  Markte,  um  mit  der  dortigen  Waare  und  den  zDg^ 

hörigen  Amtspatenten  Geschäfte  zu  machen.    Sie  verstehen  weiter 

nichts,   als  mit  Allem  Handel  zu  treiben,   und  auch  der  Handel 

geht  ihnen  nur  da  einigermaassen  von  der  Hand ,    wo  ordinires 

Urtheil  dazu   ausreicht.     Wo  aber,  wie  bei    dem  Vertrieb  voo 

Wissensartikeln,  feinere  Kritik  nöthig  wäre,  da  hapert  es  bei  da 

aus   dem   Judenstamm   zugelaufenen  Gelehrten,    und  man  adit 

grade  sie  auf  allerlei  Waare  hineingerathen  ^    die   noch  weDiga* 

reellen  Werth  hat ,  als  die  alten  Kleider ,    um  die  ihre  nicht  aof 

Gelehi*samkeit  zugerichteten  GebiUder   sich    von    Haus  zq  Em 

bemühen. 

Das  Niedrigere  und  Schlechtere  passt  mehr  zu  der  ^^iu 
der  Juden,  und  heimelt  ihre  beschränkte  Denkweise  mehr  a 
als  das  Hohe  und  Vorzügliche.  Aus  diesem  Grunde  wird  roaB 
auch  finden,  dass  sie  grade  die  gi'össteu  und  edelsten  Erschei- 
nungen ,  wie  einen  Lagrange ,  bemängeln ,  ja  beschnoddem  uni 
ihr  BebiUten  fremder  Eier  dreist  für  die  durch  sie  erst  gelungene 
Hauptsache  ausgeben.  So  machte  es  jener  Jacobi,  und  seitdem 
es  seinen  Leuten  gelungen  ist,  ihn  je  länger  desto  mehr  fölscfc- 
lieh  als  einen  Mathematiker  ersten  Ranges  aufzuspielen,  ist  die 
Hebräei-schaft  in  ganzen  Schaaren  in  die  wurmstichigoi  Be- 
hausungen der  Mathematik  eingerückt  Sie  hat  in  den  eurt'- 
päischen  Akademiesitzen  und  universitären  ProfessorgesteUen  ihre 
Leute,  gängelt  die  Zeitschriften,  hat  ihre  internationalen  Dunb- 
stechereien  in  Angelegenheiten  der  Akademien  und  beispielsweise 
der  Preisaufgaben,  legt  sich  in  den  Examinaturstellungen  breit 
aus,  nöthigt  auserwählt  zum  Studiren  der  Judenmathematiter 
und  macht  den  stark  andringenden  Judencandidaten  das  Gelanges 
zu  den  Lehi*stellen  aller  Schulen  ausei-wählt  bequem.  Sie  unter- 
hält und  begünstigt  überhaupt  allerlei  Schmutz  und  SdiwindeL 
so  dass  unter  ihren  Fingeni  die  Physionomie  der  Wissensdisft 
wirklich  eine  hässliche  und  das  Gewand  ein  sichtlich  schmierigem 
geworden  ist.  Vom  Handelseinmaleins  her  sind  die  Hd)riereiB 
bischen   Rechenknechte   und   hieraufhin   trompeten   sie  sich  M 
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ihrer  mehr  als  dununttreisten,  nämlich  dumnifrechen  lledatne  als 
zur  Mathematik  fianz  vorzüglich  beanlagt  aus,  während  nicht  blos 
ihre  alte  Stammesgeschichte,  sondern  auch  alle  ihre  neuero  En- 
treprisen  das  Gegentheil  lehren.  Hieraus  erkhlrt  sich  aber  auch, 
i)a£S  sie  mit  ihrer  Unfähigkeit  sich  wahlverwandt  fast  immer  das 
Verkehrteste  auserwählen  und,  unter  Übrigens  gleichen  Umständen 
eher  als  Angehörige  besserer  Nationalitäten,  in  glitzernde  und 
gleissende  Ungereimtheiten  überlilgiger  Autoritatchen  hineinfliegen. 

Bezüglich  der  Zustände  haben  wir  hiemit  auf  die  elendesten 
Missgestaltungen  hingewiesen,  und  der  Studirende  kann  sich  dem- 
gemäss  vor  Zeitverderb  hüten,  der  selbständige  Forscher  aber 
auch  positiv  besser  orientiren.  indem  er,  soweit  er  überhaupt  das 
Geschehene  als  Leitfaden  mitbenutzt,  den  Forschungsthaten  der 
zugleich  gediegenen  und  tiochbeanlagten  Charaktere  nachzugeben 
vermag,  ohne  allzuviel  täuschenden  Ablenkungen  oder  gradezu 
Betrügereien  ausgesetzt  zu  bleiben.  Mit  einiger  Anatomie  der 
Gelehrtenwirthschaft,  nebst  Kenntniss  der  in  den  Zunftleichnaraen 
überhandnehmenden  Parasitenrace,  wird  der  Forscher  über  Manches 
rasch  hinwegkommen,  was  ihn  sonst  aufgehalten  hätte.  Kr  wird 
Beschränktheiten  oder  Betrügereien  vermutben,  wo  er  sonst  in 
allzu  grosser  Gutgläubigkeit  Fähiges  und  Ehrliches  vorausgesetzt 
hätte  und  sich  mit  den  entsprechenden  Sächelchen  bei  dieser  Hy- 
pothese lange  nicht  würde  haben  abfinden  können.  Ist  man  aber 
einmal  einigen  Fällen  angesehener  Dummheit  und  angesehenen 
Betruges  bei  den  Häuptlingen  auf  den  Grund  gekommen,  so  steht 
dem  freien  Aufschwung  und  Fortschritt  des  Gedankens  nichts 
mehr  im  Wege.  Die  Bahn  ist  alsdann  rein  gefegt  und  der  lei- 
tende Ausblick  auf  das  Bessere  unbehindert. 

Unter  letzterer  Voraussetzung  treten  auch  die  wirklich  grossen 
Ueberlieferungen  erst  in  ein  volleres  Licht  Die  allerbeste  Wür- 
digung wird  man  ihnen  aber  zu  Tbeil  werden  lassen,  wenn  man 
bedenkt,  wodurch  sie  nicht  blos  nachträglich,  sondern  schon  von 
vornherein,  ja  theilweise  an  sich  selbst  beschattet  wurden  Der 
akademische  Zusammenhang  hat  auch  auf  Gelehrte  vom  edelsten 
T>pus  schädlich  gewirkt,  und  es  ist  nicht  so  einfach  und  natür- 
lich geforecht,  gedacht  und  geschi-ieben  worden,  wie  hätte  ge- 
BChehen  können,  wenn  die  wissenschaftliche  Luft  reiner  und 
gesunder  gewesen  wäre.  So  würde  selbst  Lagrangen  Thätigkeit 
eine  noch  weit  bessere  Gestalt  erhalten  haben,  wenn  er  nicht 
bei  allen  seinen  Abhandlungen  in  der  akademischen  Lage  gewesen 
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wäre,  blos  einige  Gelehrte  als  Publicum    vor    Augen  zu  haben 
Seine  eigentlichen    und  vorzüglichsten  Lehi-schriften  sind  schcA 
durch  eine  bessere  Nothwendigkeit  und  Lage  auf  äussere  re?(di- 
tionäre  Veranlassung  hin  entstanden,  würden  aber  ebenfalls  inner- 
lich und  äusserlich  noch  zweckmässiger  haben  ausfallen  könnei. 
wenn  auch  eine  zureichende  geistige  Revolution  in  den  Zuständec 
des  Gelehrtenreichs  eine  natürlichere  Ordnung  und  bessere  Sitte 
angebahnt  gehabt  hätte.    Man  leistet  den  grossen  Erscheinoogea 
keine  guten  Dienste,   wenn  man   an  ihnen    auch  das  gut  hd^ 
was  nicht  ihren  eigensten  Gehalt,  sondern    die  Schwächen  aus- 
macht, in  die  sie  von  den  Verhältnissen  gebannt  blieben.   Mas 
trenne   also   von  Lagiange  den  Genossen    der  Akademiker  und 
man    wird   Einiges  herausschälen,   was  uneingeschränkt  in  alk 
weitere  Wissenschaft  fortwirken  und  von  einem  edlen  Typus  hoeh- 
belegener  Denkkraft  Zeugniss  geben  mag. 

Das  in  der  natürlichsten  Weise  Theoretische   wird  sich  asf 
die  Dauer  auch  als  das  im  höchsten  Sinne  Praktische  erwäsa 
müssen.     Die  ganze  Mathematik   kann  als   ein    einziges  gro^ 
Problem  gedacht  werden ,  welches  sich  in  Specialprobleme  ver- 
zweigt und  als  letzten  Beziehungsgegenstand  die  gesammte  Wirk- 
lichkeit der  Dinge  und  Verhältnisse  auch  da  hat,  wo  es  sich  auf 
einer  abstracten  Stufe  nur  auf  die  abstracten  Möglichkeiten  all- 
gemeiner Quantitätsgedanken  bezieht.     Im  Bereiche   der  rein« 
Mathematik  ist  die  Gleichungsfrage  bisher    das  oberste  Probleci 
geworden  und  geblieben.     Die  bisherige  Gestalt  dieses  Probte 
stand  aber  in  Widei-spruch  mit  der  unmittelbar  praktischen  Ter 
werthbarkeit  seiner  Ergebnisse;  sogar  bis  einschliesslich  zum  dritia: 
Grade  hinunter  löst  man  die  höheren  Gleichungen  thatsächlW 
bequemer  durch  versuchsmässige  Annäherungen.      Ueberdies  wir 
die  Beantwortung  dieses  Pi-oblems,  vor  unsem  Vereinfachungea 
und  Ergänzungen,  noch  ziemlich  verwickelt,  schwer  controlirbar 
und  unzugänglich,   so  dass  auch,  wenn  mau  die  Angel^€ib@*> 
nach  dem  Maasse  der  Geistesbefriedigung  schätzt,  die  Freude  üb 
Erkennen   dabei  nur   eine   getrübte    und   überdies  nur  äuss^ 
Wenigen  zugängliche   werden  konnte.     Ausserdem  ist  von  xs^ 
praktisch  das  Auskommen  mit  den  beiden   ersten  Graden  oo^ 
das  möglichste  Vermeiden  höherer  irreducibler  Gleichungen  Ar 
die  Sachmatheraatik  sowie   für  die  nächsten  Interessen  des  Sta- 
diums und   der  Forschung  als  Norm  hingestellt  worden.    ^^ 
Beides,  nämlich  der  hochspeculative  Gesichtspunkt  mit  der  Ver- 
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foIgUDg  eines  im  höchsten  Sinne  praktischen  Ziels  vereinbar  sei, 
muss  die  vollkoinmenere  Fassung  und  Weiterführung  des  Problems 
aller  Mathematik  lehren.  Die  Mathematik  muss  die  allerspecula- 
tivste  Praxis  werden,  —  hiemit  genügt  sie  ihrem  höchsten  wie 
ihrem  niedersten  Beruf.  Hiemit  geht  sie  aber  auch  stets  echten 
Wirklichkeitsproblemen  nach  und  lässt  über  der  Thätigkeit  am 
Rahmen,  den  sie  als  reine  Mathematik  vorstellt,  nicht  das  Bild 
aus  den  Augen,  welches  in  ihm  zur  Darstellung  kommen  soll. 

Dagegen  treiben  die  Mathematisten,  die  noch  etwas  Schlim- 
meres als  Sophisten  der  Mathematik  sind,  nur  eitles  Spiel  und 
betrügerischen  Unfug.  Wie  es  mit  dieser  Species  grade  heute  im 
Bereiche  der  Physik  stehe,  dafür  haben  wir  besonders  im  letzten 
Capitel  unserer  Neuen  Grundgesetze  zur  Physik  und  Chemie 
Kennzeichnungen  von  Zuständen  und  Personen  gegeben.  Es  wird 
also  auch  im  Hinblick  auf  die  Anwendungen  der  Mathematik  der 
Studirende  oder  Foi'schende  Anhaltspunkte  genug  voi-iinden,  um 
ti-ügerische  Strudel  vermeiden  und  den  rechten  Curs  einhalten 
zu  können.  Unsere  Grundmittel  aber,  die  wir  selbst  erst  zu 
einigen  Touren  gebraucht  haben,  werden  ihn  nicht  blos  an  ver- 
schiedenen Stellen  sicherer  ankern,  sondern  auch  überall  besser 
steuern  lassen. 


Schluss. 


Bas  hier  noch  schliesslich  in  Bezug  auf  das  voi-stehende  T^erk 
zu  Sagende  ist  gleich  dem  nachfolgenden  Anhang  allein  dem  auf 
dem  Titel  zuei*st  genannten  der  beiden  Verfasser  zuzuschreiben. 
In  allem  Früheren,  ausgenommen  die  Vorrede,  sind  die  Antheile 
beider  vereinigt,  sei  es  nun  bezüglich  des  Gehalts  oder  auch  der 
Ausarbeitung  ganzer  Partien.     Doch  möchte  es   bei  dem  besten 
Willen  mir  selbst  schwer  werden,  immer  zu  unterscheiden.   Id 
habe  mit  meinem  Sohn  zusammengearbeitet  und  zwar  in  den  ver- 
schiedensten  Stadien  der  Thätigkeit.   Dennoch  werden  aber  kaum 
ein  paar  Vei*schiedenheiten  Jes  Stils  oder  kleinere  Abweichunges 
der  Metliode  die  Doppelheit  der  Entstehung  von  Stoff  und  Bucii 
Jedermann  sichtbar  machen.    Feinere  Kenner  werden  allerdin^ 
falls  es  sie  interessiil ,  in  einigen  Angelegenheiten  Unterschiede 
der  Bearbeitung  und  Ausführung  herausfinden.     Wenn  nun  aber 
in  Folgendem  wenigstens   sachlich  bezüglich  einiger  Hauptlehrö 
gelegentlich  persönliche  Unterscheidungen    gemacht  werden,  so 
gelten    diese    nur   dem   vorzugsweise   entscheidenden   Urspnii^. 
Doch  soll  damit ,  dass  ein  Grundmittel  oder  eine  Erfindung  desi 
einen  oder  dem  andern  der  beiden  Verfasser  zugeschrieben  wird, 
nicht  gesagt  sein ,  dass  in  deren  specieller  Ausf&hrung  nicht  oft 
auch  beidei-seitige  Beiträge  zusammengewirkt  hätten. 

Nach  dieser  vorgängigen  Erkläi-ung,  die  nicht  blos  der  Wahr- 
heit an  und  für  sich  gilt,  sondeiii  auch  dem  Orientimngsbedfirftis^ 
der  in  dieses  Buch  tiefer  Eindringenden  entgegenkommt,  wird 
nun  die  folgende  Schlussrechenschaft  über  unser  wissenschaftliche» 
Ganze  bei  Solchen,  die  daran  ein  redliches  Interesse  haben,  weni^ 
leicht  zu  Missverständniss  fuhren.     Im  Gegentheil  wird  sie 
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Ausblick  erweitera  und  jeden  echt  Aufstrebenden  noch  mehr 
darauf  ftihren  können ,  in  Verfolgung  der  gebrochenen  Bahn  ftir 
sich  besondere,  sei  es  theoretische,  sei  es  praktische  Ziele  ab- 
zustecken. 

Oft  sind  es  nicht  am  wenigsten  die  Buchtitel,  die  gleich  nicht 
gehörig  vei*standen  und  gewürdigt  werden.  Letzterer  Mangel  tritt 
namentlich  da  ein,  wo  die  Bezeichnung  nicht  etwas  längst  Aus- 
gepi*ägtes  und  dementsprechend  gewohnheitsmässig  mit  einem 
geläufigen  Sinn  zu  Verbindendes  ist.  Grundmittel  ist  zwar  an 
sich  ein  klares  Wort,  aber  als  Titelrubrik  für  einen  Inbeginflf 
mathematischer  Gegenstände  neu.  In  unserm  Sinn  besagt  es 
etwas  erheblich  Anderes  als  Elemente.  Letztere  sind  die  Gnmd- 
bestandtheile  einer  Wissenschaft  und  zwar,  wenn  umfassend  ver- 
standen, nicht  blos  ihrer  niedern  sondern  auch  ihrer  höhern  Be- 
reiche. Unter  den  Elementen  in  diesem  weitem  Sinne  werden 
sich  auch  Gioindmittel  finden;  aber  die  Eigenart  der  letzteren 
besteht  darin,  dass  sie  speciell  als  solche  Einsichten  gedacht 
werden,  mit  denen  etwas  auszurichten,  d.  h.  ein  wissenschaftlicher 
Zweck  zu  erreichen  ist.  Hienach  sind  sie  eine  Art  Werkzeuge, 
und  in  der  That  hat  man  z.  B.  allemal ,  wo  früher  nicht  vorhan- 
dene Rechnungshülfen  von  allgemein  methodischer  Bedeutung  ge- 
wonnen werden,  von  dem  Ansatz  neuer  Organe  an  die  Analysis 
zu  reden.  So  war  die  in  abstracter  Weise  wohl  zuerst  von  Fermat 
aufgestellte  Berechnungsait  für  Maxima  und  Minima,  d.  h.  die 
wesentliche  Grundlage  der  später  nur  algorithmisch  specialisirten 
Fluxionen-  und  Differentialrechnung  ein  neues  Grundmittel  von 
sehr  grosser  Tragweite.  Etwas  enger,  aber  doch  noch  immer 
recht  bedeutend  war  das  von  Lagi-ange  erfundene,  welches  Varia- 
tionsrechnung heisst  Zu  beiden  grossen  Wendungen  waren  aber 
in  einem  gewissen  Sinne  schon  vorher  Materialien  vorhanden,  so 
dass  es  sich  nur  um  einen  neuen  Typus  von  Operationen  handelte, 
die  sich,  ausgenommen  eben  die  Typusform  selbst,  aus  bereits  ver- 
fügbaren Elementen  zusammensetzten.  In  dem  Typuskeim  liegt 
aber  auch  grade  der  Ui*sprung  des  Neuen  und  der  hiezu  ge- 
hörigen Fortwirkungen. 

Mit  den  angeführten  geschichtlichen  Beispielen  durfte  der 
Sinn  von  Grundmitteln  einigermaassen  veranschaulicht  und  zu- 
gleich vor  der  Verwechselung  mit  dem  im  gemeinen  Sinne  Ele- 
mentaren gesichert  sein.  Jedoch  auch  das  höher  Elementare 
trifft,  wie  gesagt,  nicht  damit  zusammen;   denn  es  braucht  kein 
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Grundmittel  in  der  BedeuUing  eines  Instruments  zu  sein,  uod 
umgekehrt  wird  ein  ftr  ein  bestimmtes  Zweekbereich  herge- 
stelltes Grundmittel  nicht  immer  elementar  einfach  sein  können. 
Absolute  Grundmittel  werden  dies  allerdings  sein.  Man  wird  too 
ihnen  sagen  können,  sie  seien  letzte  Mittel,  indem  man  das  Wort 
letzte  ähnlich  versteht,  wie  wenn  man  von  letzten  Gr&nden  ^riebi 
Dagegen  giebt  es  auch  relative  Grundmittel ,  die  in  der  Bäk 
der  Entwicklungen  irgendwo  ansetzen  und  mehr  oder  weniger 
Bestandtheile  in  sich  vereinigen  können.  Grade  auch  für  diese 
Art  fehlt  es  in  dem  vorstehenden  Werk  nicht  an  ausgiebigen 
Beispielen.  Es  wird  jedoch  immer  zu  bedenken  sein ,  wie  dis 
jedesmal  Wesentliche  an  einem  Grundmittel,  wie  zusammengesetzt 
dessen  Verfassung  auch  aussehen  möge,  an  sich  immer  in  einem 
einfachen  Gedanken  bestehen  müsse. 

Obwohl  man,  ohne  in  eine  Uneigentlichkeit  zu  verfallen,  von 
Mitteln  einer  Wissenschaft  reden  kann,  so  stimmt  der  Ausdruck 
Mittel  doch  besser  zu  der  im  Bereich  des  Wissens  ausgeübten 
Kunst,  als  zum  Wissen  kurzweg.  In  der  That  wäre  es  auch  ein 
Vortheil ,  in  der  Anal}  sis  von  vornherein  mehr  die  Kunst  mit 
deren  gewissermaassen  unbeschränkter  Tragweite  als  blos  den 
jedesmaligen,  gleichsam  regungslosen  Wissensniederschlag  im  Sinne 
zu  behalten.  Das  Können  ist  hier,  wie  in  allem  lebendigen  Wissen. 
wirklich  die  Hauptsache.  Auch  spricht  man  schon  im  Elemen- 
taren gemeiniglich  nicht  von  einem  Rechnungsvrissen ,  sondern 
von  einer  Rechenkunst.  Analysis,  Algebra  und  Functions- 
rechnung  sind  in  erster  Linie  Künste,  von  denen  gewisse  Dinge 
geleistet  werden,  und  erst  in  zweiter  Linie  Inventarisirungen  Ton 
Wissen,  welches  nur  zum  Theil  erheblich  und  lebendig  ist,  mm 
Theil  aber  gleichgültig  bleibt,  ja  bisweilen  wirklich  nur  eine 
todte  Masse  ist.  Betont  man  nun  die  Kunst,  also  im  eignen 
Bereich  des  Wissens  die  zweckdienliche  Thätigkeit,  so  wird  man 
sich  vor  einer  allzu  unlebendigen  AufEassung  des  Gegenstandes 
bewahren.  Dann  aber  erhält  auch  der  Ausdruck  Grundnuttd 
seine  volle  Bedeutung.  Ja  man  könnte  sich  aus  diesem  Gesichts- 
punkt die  alten  Grundmittel  der  Mathematik  als  ein  Ganzes  ent- 
werfen, welches  einen  etwas  anderen  und  bestimmteren  Sinn  haben 
würde,  als  kurzweg  ein  System  der  Elemente.  Jedoch  woUes 
wir  diesen  Unterschied  hier  nicht  verfolgen.  Wer  den  leitenden 
Gedanken  erfasst,  wird  dies  selber  thun  können.  Bei  unsern 
neuen  Grundmitteln  tritt  der  Sachverhalt  ohnedies   leichter  n 


^mge,  da  liier  zu  iletn  bigher  Vorhandenen  etwas  hinzugefügt  i^t, 
KäaA  zwar  Mehreren  handgreiflich  von  einer  Art,  an  welcher  der 
überwiegende  Kunstcharaktei' ,   wenn  einmal  im  Allgemeinen  in 
Frape  pebracht.   in  den  einzelnen   Fflllen  kaum  Jemandem  ver- 
borgen bleiben  ilüifte. 

Sogar  das,  was  in  unserni  Buch  an  erster  Stelle  steht,  näm- 
lich meine  neue  Vorzeiclientheorie.  tindet  Sich  sofort  mit  der 
eigentlichen  Kunstseite  der  Wissenschaft  verknUpft.  Zunflchst 
fühlt  speciell  meine  Lehre  vom  analytischen  Sinn  des  Imagi- 
nären zu  einem  neuen  Bereich  von  Constructionsmöf-'Uchkeiten 
und  überhaupt  von  llarstellunpen  sachlicher  Verhältnisse  mit  Be- 
stimmung ihrer  Beziehungen  durch  imaginäre  Rechnungszeichen, 
Im  Geometrischen  wird  hier  die  Behandlung  der  dritten  Dimen- 
sion als  ein  kennzeichnendes  Stück  der  fraglichen  Kunst  wohl 
als  am  handgreiflichsten  markiit  erscheinen.  Nebenbei  sei  be- 
merkt, dass  in  unsemi  ganzen  Werk  die  geometrischen  Kntwüi'fe 
einfach  genug  waren,  um  die  Nebensetzung  von  Zeichnungen  iils 
unschöne  UeberflUssigkeit  auszuschliessen.  Der  Geübte  stellt  sich 
das  räumliche  Zubehör  nach  unserer  jedesmaligen  Angabe  leifht 
im  Kopfe  vor;  der  minder  Geübte  mag  sich  die  Zeichnungen  seihst 
ausfuhren.  Schon  Lagrange  wurde  von  dem  richtigen,  gleichsam 
ästhetischen  Urtlieil  geleitet,  dass  im  Gebiet  vorwaltend  analy- 
tischer Methoden  die  paar  zugehörigen  geometrischen  Grundbilder 
nicht  auf  dem  Papier  zu  stehen  haben,  sondern  in  der  räumlichen 
Phantasie  genugsam  vertreten  sein  können,  ja  für  den  hinreichend 
Vorbereiteten  es  sein  sollen.  Ueberdies  helfen  bei  drei  Dimen- 
sionen die  ebenen  Figuren  unmittelbar  gar  wenig,  und  wer  sich 
nicht  in  der  Vorstellung,  beispielsweise  mit  der  Kugel  und  den 
zugehörigen  Hyperboloiden,  unter  Zuhulfenahme  geschickter  Be- 
wegungserzeugungen des  Gebildes,  klar  zurechtfinden  kann,  mu^s 
sich  auf  diese  Fertigkeiten  der  raumlichen  Phantasie  sozusagen 
erBt  einschulen,  ja  hei  besonderer  Unenlwickeltlieit  oder  Schwer- 
älligkeit  der  betreuenden  Fähigkeit  vielleicht  selbst  körperliciie 
Moilelle  nicht  verschmähen.  Doch  dies  nur  zur  nebensächlichen 
Rechtfertigung  unserer  hetreBenden  Grundsätze.  Diejenige  Kunst, 
am  die  es  sich  in  unsern  Darlegungen  handelt,  hat  mit  der  geo- 
metrischen Construction  und  überhaupt  dem  specilischen  Gehalt 
des  Sachlichen  in  erster  Linie  nichts  zu  schaffen.  Sie  bezieht 
sich  vielmehr  wesentlich  auf  die  Gestaltung  der  Rechnungs- 
beziehungen und   namentlich  auf  die  Wege,  durch  welche  neue 
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BechnungsvermittluDgen  repräsentirt  werden,  aus  denen  die  Con- 
structionen  oder  sonstigen  sachlichen  Verhältnisse  ihren  änn 
erhalten. 

Den  überall  am  meisten  sichtbaren  Leitfaden  und  zugleich 
das  fundamentalste  Kunstmittel  bildet  meine  Werthigkeitsrechnung. 
Sie  ist  in  ihrem  ersten  Ausgangspunkte  einfach ,  verzweigt  sich 
aber  nach  allen  Richtungen.  Eine  ihrer  Hauptanwendungen  ist 
die  Gleichungsspaltung.  Ohne  die  Werthigkeitsrechnung  wäre 
aber  auch  meine  Methode  der  Wurzelelemente  nicht  entstandes. 
Wenn  nun  die  Werthigkeitsi-echnung  ein  neues  Grundmittel  ist, 
so  liefeii;  der  von  meinem  Sohn  fQr  Beweiszwecke  erfundene  G^ 
brauch  der  allgemeinen  Functionsentwicklungsreihe,  der  sie  auch 
im  Falle  der  Divergenz  verwerthbar  macht,  das  Beispiel  eines 
analytischen  Kunstmittels  tlberhaupt  und  zwar  eines  nicht  wenig 
durchgreifenden.  Auf  der  Ginindlage  derartiger  sicherer  Open- 
tionen  konnte  der  Handhaber  derselben  einen  Bau  sich  erheben 
lassen,  auf  dessen  Höhe  namentlich  eine  umfassende  Wahrheit 
sichtbar  wird,  von  der  man  bisher  nur  das  auf  Gleichungs- 
wurzeln beschränkte  Stückchen  einigermaassen  kannte  und  leidlich 
zureichend,  wenn  auch  sehr  umständlich,  bewiesen  hatte.  Die 
Unmöglichkeit  von  Ultraimaginaritäten  ist  nämlich  durch  di€ 
neuen  allgemeinen  Wendungen  und  Beweismittel  nunmehr  für 
alle  functionellen  Operationen,  also  einschliesslich  aller  erdenk- 
baren Transcendenzen ,  erkannt  und  dargethan  worden.  Ueber- 
haupt  sind  neue  Ausgangspunkte  für  eine  universelle  Function»- 
lehre  gewonnen,  und  jener  Satz  ist  in  Beziehung  auf  die  Festigung 
des  Grund  und  Bodens  sicherlich  wohl  kein  geringfllgiger. 

Der  Wtlrde  der  in  diesem  Buch  verti*etenen  Sache  entspridie 
es  nicht,  etwa  eine  Ai*t  Aufzählung  des  Einzelnen  herzusetzen. 
Nicht  einmal  für  die  entscheidenden  Vermehrungen  des  Wisens 
kommt  uns  Derartiges  in  den  Sinn,  geschweige  für  die  Beitrage 
zweiter  Ordnung.  Wohl  aber  ist  die  Fassung  des  Titels  and  der, 
zugehörige  Charakter  des  Buchgehalts  durch  ffinweisang  titf 
kennzeichnende  Hauptfälle  und  Hauptbeispiele  vor  unwillkfir- 
lichen  Missverständnissen  zu  wahren;  gegen  absichtliche  Ifiss- 
deutungen  und  Verkennungen  giebt  es  selbstverständlich  käue 
Vorbeugung.  Um  nun  in  jener  Hinsicht  noch  einen  gleich  in  die 
Augen  fallenden  Punkt  zu  erledigen,  so  bezieht  sich  der  AusdniA 
Ei-findungen  im  Titel  nicht  blos  als  eine  Art  zusätzlicher  Er- 
klärung auf  die  Grund-  und  Kunstmittel  selbst,  sondeiii  vertritt 
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auch  selbRtiindig  solche  Wissensvennehrunpen,  die  nicht  den  Cha- 
rakter von  Mitteln,  sondera  von  letzten  Ergebniesen  und  spe- 
ciellsten  Kinsichtsgewinnungen  haben.  Dahin  gehöit  beispiels- 
weise die  Fortführung  der  Theorie  der  höhern  Gleichungen  über 
denjeui^'en  Stand  hinaus,  auf  den  sie  Abel  und  Galois  ein  halbes 
Jahrhundert  zuvor  gebracht  hatten,  und  auf  dem  sie  bisher  ver- 
bheben war.  Eine  wesentliche  und  bisher  nicht  einmal  bemerkte 
Lücke  im  Abelschen  Unmöglichkeitsbeweis  bezüglich  der  alge- 
braischen Lösung  Oberviergi-adiger  Gleichungen  ist  ausgefüllt  und 
hiemit  nicht  nur  eine  strengere,  sondein  auch  weit  einfachere  und 
Übersichtlichere  Nachweisung  der  betreffenden  Uninöglicbkeit  ge- 
geben worden.  Nach  der  positiven  Seite  hin  ist  die  Theorie  der 
Gleichungen  zusammengesetzter  Grade  im  entscheidenden  Theil 
eine  Neuschöpfung;  denn  Abel  und  Galois,  die  überdies  jung  ge- 
storben ,  hatten  keine  sichern  und  vollständigen  FormuIimnKen, 
und  wo  sie  etwas  hatten,  fehlten  ihnen  noch  die  Beneise.  Hier 
hat  nun  ganz  besonders  der  jugendliche  Mitvei-fasser  dieses  Buch^ 
das  Seinige  gethan,  um  dieses  intricate  Gebiet  der  Algebra  der 
zusammengesetzten  Grade  in  den  noch  übrigen  wesentlichen  An- 
forderungen zu  erledigen.  Der  Galoissche  Satz  für  die  Primgrade 
war  bisher  der  einzig  verfügbare  Kern;  nunmehr  sind  entspre- 
chende Fundamentalsätze  für  die  zusammengesetzten  Grade  hin- 
zugekommen. Meine  Methode  der  kritischen  Functionen  hat  zu- 
gleich dem  Ganzen  eine  leichtere  Auffassbarkeit  und  Uebersicht- 
lichkeit  gegeben.  Berücksichtigt  man  noch  die  Vereinfachungen 
der  ganzen  Gleichungstheorie  durch  den  Werthigkeitsgesichtspunkt 
und  durch  die  Methode  der  Wurzelelemente,  so  kann  nur  die,  frei- 
lich unvermeidliche.  Böswilligkeit  leugnen,  dass  nicht  blos  die 
Grenzen  des  bisherigen  Wissens  hinausgerückt,  sondern  auch  die 
sonst  nur  mit  vieler  Mühe  und  daher  nur  für  Wenige  nahbaren 
Gegenstilnde  jetzt  für  Viele  zugänglich  geworden  sind. 

l'eberhaupt  hat  unser  Werk  neben  allen  übrigen  Zwecken 
auch  immer  und  von  vornherein  das  Ziel  im  Auge  gehabt,  durch 
Klärung  und  Vertiefung  des  Inhalts  dfr  Mathematik  dem  Namen 
dieser  Wissenschaft,  der  von  der  Lehrbarkeit  herstammt,  in  einem 
erheblich  höheren  Grude  zu  entsprechen  als  bisher  geschehen. 
In  den  verschiedensten  Capiteln  hat  man  dafür  die  Beläge.  Es 
war  aber  nicht  wohl  ihunlich,  ausser  in  ganz  besoudern  Fällen. 
diese  Eigenschaft  unserer  Neu-  oder  Umgestaltungen  im  Ein- 
zelnen ausdrücklich  hervorzuheben.    Meine  Anleitung  zum  Lernen 
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doch  cne  Awckgalieit  flb- skh.  Das  gewfihalidie  Lenea 
LekicB  hlMl  na  grtsstCB  Thefl  tob  losBeiB  Vonchrifta 
EiBikktnsn  ab.  Aaf  letztere  kab«B  wir  bha  zvar  «id 
Radcadil  gcMBmeo.  ms  Idediireh  aber  nifiil  ;  io  der  Verfri- 
gng  eines  uaabUngigeii  Zides  becageo  laasca.  Wir  streben  fifr 
die  Mathematik  nach  eiiier  Sicherheit,  Elarhoit  mid  Einfiickbat 
die  for  diese  WisBemdiaft  ein  so  breiten  Pobliciim  eraiö^ickL 
«ie  sie  es  in  der  Wdt  noch  nie  gehabt  hat.  Wir  sagen  mAk 
wir  bitten  ans  in  dieser  Richtnng  ttberall  genaggethan ;  es  Uribci 
noch  in  einigen  Richtangen  grössere  VereinfadiaBgan  za  wttnaäcL 
IMf«^  sind  wir  flbenengt,  den  entschetdenden  Grand  gdect 
and  aasserdem  mehreren  ^leriaüstischen,  sonst  sdir  TerwicMtm 
Fachtheorien  eine  weit  khibarere  Gestalt  gegeben  n  habei. 
Aach  ist  es  hiebet  nicht  gleichgflltig,  dass  wir  im  Inhalt  aaseres 
Weifcs  auf  amfassende  STstematik  gehalten  haben^.  so  dass  sogar 
die  Anleitung  mit  dem  Torangehenden  Bachinhalt  eng  Tenriadt 
and  rerkofipft  ist.  Ohne  das  rorangehende  Bach  hätte  die  As- 
leitang.  wie  sie  hier  gestaltet  ist,  keine  breite  Basis  nnd  in 
einigen  Punkten  kaum  einen  Sinn,  wenigstens  keinen  vollstäodii: 
Terstäodlichen.  So  aber  bezieht  sie  sich  thatsächlich  auf  die  ftr 
sie  wesentlichen  Grundlesrungen  des  Buchs,  und  umgekehrt  er- 
halten manche  Eigenschaften  des  Buchinhalts  durch  die  Anlätiin^' 
eine  vollere,  für  die  Bethätigung  des  Dargestellten  wichtige  Be- 
leuchtung. 

Nicht  aber  blos  uro  die  Verbreitungsfähigkeit  der  Mathematik 
zu  steigern ,  waren  Vertiefung ,  Vereinfachung ,  Vermehrung  und 
Kritik  des  Wissens  nothwendig.  Die  Grundsätze  der  matbemt- 
tischen  Reform,  die  sich  durch  das  ganze  Buch  in  alle  Haupt- 
lehren  eingeschlossen  finden,  sind  vor  allen  andern  Racksichten 
aus  dem  Triebe  nach  Wahrheit,  Ordnung  und  Schönheit  ent- 
sprungen. In  diesem  Sinne  wollen  sie  in  erster  Linie  aufgefisst 
sein,  und  versteht  man  es,  sie  in  dieser  Weise  zu  nehmen,  so 
ergiebt  sich  der  Weg  zu  allem  sonst  Nützlichen  und  zu  den  In- 
teressen zweiter  Ordnung  fast  von  selbst  und  jedenfalls  in  der 
besten  Weise.  Jede  neu  begründete  oder  umgestaltete  Lehre  ist 
ein  Wegweiser  zur  mathematischen  Reform,   und    es  wird  sich 
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demgemäss  kein  Capitel  finden,  in  welchem  nicht  wenigstens  for- 
mell Derartiges  vertreten  wäre.  Alles  Reformatorische  setzt  Zweier- 
lei voraus,  nämlich  nicht  blos  Kritik,  sondern  auch  positiv  um- 
schaffende Kräfte.  Was  nun  die  mathematische  Kritik  betrifft, 
60  hat  sie  bisher  als  selbständig  bewusste  und  abgesonderte  Wissen- 
schaft, die  mitradicalen  Mitteln  und  weittragenden  Gesichtspunkten 
operirte,  so  gut  wie  gefehlt.  Auch  ist  es  für  den  bisherigen  Theil 
des  19.  Jahrhunderts  nicht  grade  eine  Ehre,  durch  die  in  ihm  an- 
gehäuften Thorheiten  und  Ausschweifungen  der  Verworrenheit  dem 
verneinenden,  ja  spottenden  Bestand  theil  der  Kritik  so  viele  Noth- 
wendigkeiten  der  Bethätigung  auferlegt  zu  haben.  Eine  Ausglei- 
chung für  diese  Unehre  wird  aber,  wenn  die  Erinneiomgen  an 
das  Jahrhundert  auch  zur  gemeinen  Beurtheilung  reif  geworden 
sein  werden ,  darin  zu  finden  sein ,  dass  in  ihm  der  Widerstand 
und  die  das  Bessere  schaffenden  Kräfte  nicht  gänzlich  gefehlt 
haben.  Was  wir  in  der,  henschenden  Verkehrtheiten  entgegen- 
gesetzten Richtung  zugleich  schaffend  und  kritisch  unternommen 
haben,  und  dem  möglicherweise  auch  schon  im  kui-zen  Rest  des 
Jahrhunderts  eine  durchgreifende  Thätigkeit  Anderer  folgen  könnte, 
wird  die  Verkommenheitsseiten  der  mathematischen  Zustände  auf- 
wiegen. 

Das  Gehaben  der  letzten  Generationen  ist  freilich  nur  ein 
mahnendes  Anzeichen  der  Kahlheit  und  Abgeschmacktheit,  wie 
Derartiges  in  veränderter  Fagon  sich  wohl  öfter  in  der  Geschichte 
wiederholen  mag.  Nachträglich,  wenn  längere  Zeiträume  ver- 
strichen, kommen  solche  elende  Episoden  meist  nur  als  Lücken 
in  Anschlag,  d.  h.  man  fQhrt  das  benachbarte  Vorzügliche  an  und 
lässt  übrigens  den  Zeitraum  leer.  Eine  bessere  Auffassung  wird 
aber  zur  positiven,  wenn  auch  nur  summarischen  Kennzeichnung 
übergehen ;  denn  das  Grassiren  und  Dominiren  von  Abgeschmackt- 
heiten und  Ungeheuerlichkeiten  in  einer  Zeitperiode,  wie  namentlich 
im  mittleren  Lauf  des  19.  Jahrhunderts,  hat  bestimmte  Ursachen 
und  ist  geschichtlich  nichts  ganz  Gleichgültiges.  Dennoch  ist 
dieser  Zustand  für  uns  nur  ein  Nebengesichtspunkt  gewesen,  der 
sich  aber  der  Zeitnähe  wegen  um  so  mehr  aufdrängen  und  zur 
abhelfenden  Gegenwirkung  um  so  lebhafter  spornen  musste.  Der 
Compass  aber,  welcher  den  tieferen  Gründen  der  mathematischen 
Reform  ihre  Richtung  ertheilte,  leitete  in  einem  weit  umfassen- 
deren geschichtlichen  Element  von  ganz  anderer  Würdigkeit.  Die 
ganze  Entwicklung  seit  den  neuem  Jahrhunderten,  und  zwar  das 
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Beste,  was  von  ihr  her  eine  nachhaltige  Bedeutung  gewonnen  od» 
noch  zu  pewäl-tigen  hat,  wurde  das  Feld,  in  welchem  wir  den 
Abweichenden  oder  dem  Mangelnden  gegenüber  unsere  reformireo- 
den  Einsichten  und  Grundsätze  sich  bethätigen  Hessen.  Die  Aus- 
läufer dieses  Besten,  die  sich  vereinzelt  noch  einige  Jahrzehnte 
in  das  19.  Jahrhundert  hinein  erstreckt  haben,  sind  von  uns  mit 
gebührender  Vorliebe  berücksichtigt  worden.  Allein  welcher  Zu- 
stand auch  hier  bald  eingetreten  war,  davon  ist  die  von  uds  ak 
angeblich  und  fälschlich  aufgedeckte  Berichtigung  Lagi*anges  dura 
Poinsot  ein  Beispiel.  Jedoch  auch  wenn  wir  auf  die  besten  Zeiten 
und  Erscheinungen  zurückgreifen,  so  sind  auch  von  daher  gewiss 
Abwege  und  Irrthüraer  ausgegangen,  die  wir  durch  bessere  We;t 
und  durch  Wahrheiten  zu  ersetzen  hatten.  Unsere  Reform  bezieii 
sich  daher  auf  vei-schiedene  Theile  des  ja  übrigens  zuverlässiges 
Fundaments  der  neuern  Mathematik  selbst  und  nicht  etwa  bl.-? 
auf  einen  neusten  entarteten  Zustand. 

Wahrhafte  Theilnehmer  an  dem  tiefern  und  fortwirkenden  In- 
halt dieses  Werks,  also  auch  an  der  entsprechenden  Reform  der 
Mathematik,   sind   auf  den  vei-schiedensten  Stufen    des  Wisseii 
denkbar.    Wenn  nur  diejenigen  betheiligt  sein  könnten,  die  mit 
den  entlegensten  und  speciellsten  Ausläufeni  oder  Verästelung:«: 
hantiren,  so  wäre  dies  übel.    Zunächst  wäre  die  Wahrscheinl:*- 
keit  gering,  dass  sich  unter  dieser  beschränkten  Zahl  ausDahnr 
weise  auch   solche  fänden,   die  sich  hinreichend  über  dem  HaD'.- 
werk   und  der  Routine  oder  gar  unabhängig  genug  von  Coterit- 
einflüssen  zu  halten   vermöchten,  um  in  die  eröffnete  Bahn  ein- 
lenken  zu   können.     Der  üble  Wille  soll  hiebei  noch  gar  nich: 
veranschlagt  sein ;  von  ihm  ist  wohl  Aneignung  einzelner  hanl- 
greiflicher  Leistungen ,   aber  fieilich  nur  Aneignung  im  Sinn  des 
gelehrten  Diebstahls  zu  gewärtigen.     Allein  auch  abgesehen  von 
letzterer,  fast  unvermeidlich  scheinender  Fortwirkungsaussicht  lä>st 
sich  auch  im  Allgemeinen  annehmen,  dass  die  festeste  Gründung 
einer  Sache  nicht  gi-ade   vorzugsweise  in  denjenigen  Theilen  ru 
bestehen  habe,  über  die  zunächst  nur  eine  kleinere  Zahl  urtheilen 
kann.     So  werden  z.  B.  die  einfachen  neuen  Beweise  und  ausge- 
dehnten Verallgemeinerungen,  welche  der  Mitverfasser  von  der 
Gleichgültigkeit  der  Integrationswege  und   von   der  unter  allen 
Voraussetzungen    vorhandenen    Existenz    von    Gleichungswuneln 
gegeben  und  wodurch  er  die  bisherigen  entsprechenden  Sätze  ru 
Specialfällen  seiner  erweiterten  Theorien  herabgesetzt  hat,  nicht 
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auf  jeglicher  Stufe  der  mathematischen  Bildung  zureichend  zu 
würdigen  sein.  Wie  wichtig  nun  aber  an  sich  diese  Wendungen 
und  besonders  deren  rein  analytische,  von  der  graphischen  Krücke 
unabhängige  Eigenschaften  sind,  und  wie  innig  sie  auch  mit  den 
leitenden  Principien  zusammenhängen,  so  ist  doch  glücklicherweise 
ihr  Verständniss  oder  das  ähnlicher  Lehren  keine  Grenze,  diesseits 
deren  es  nicht  auch  noch  Verbesserungen  aus  unserm  Buch  an- 
zunehmen und  geltend  zu  machen  gäbe. 

Ja  wir  rechnen  sogar  mit  denjenigen  Chancen,  die  in  der 
breiten  Basis  des  mathematischen  Publicums  liegen,  als  mit  den 
absehbar  günstigsten.  Unser  Buch,  so  sehr  es  sich  auch  im  Ueber- 
bau  mit  den  höchstbelegenen  Punkten  zu  schaffen  gemacht  hat, 
kann  doch  in  den  Fundamenten  grade  denen  Fracht  tragen,  deren 
Interesse  vorzugsweise  an  dem  gewöhnlichen  Lern-  und  Lehrgebiet 
und  sozusagen  an  der  bisherigen  Bildungsmathematik  haftet  Selbst 
die  unterste  Schicht  des  Elementaren  kann,  wenn  sie  sich  etwas 
enister  nimmt,  von  den  verschiedensten  Bereichen  unserer  Giamd- 
legung  her  Klärung,  Festigung  und  Erweiterung  erfahren.  Von 
sehr  verschiedenen  Stufen  aus  führen  Wege  in  und  durch  unser 
Buch,  falls  man  nur  versteht,  jedesmal  von  dem  abzusehen  und 
das  zur  Seite  zu  lassen,  was  über  den  durch  die  Umstände  be- 
grenzten Zweck  hinausliegt.  Beispielsweise  ist  die  allererste 
Grundlage  der  Werthigkeitsrechnung,  nämlich  soweit  sie  sich  nur 
auf  Zweiwerthigkeiten  bezieht,  gleichsam  ein  neues  Stück  Abc  der 
Analysis.  Dieses  Stück  wird  auch  denen  nützen,  die  in  der 
Algebra  bei  den  einfachsten  Elementen  stehenbleiben.  Auf  ähn- 
lich einfache  Weise  lässt  sich  die  Imaginärtheorie  abgrenzen,  und 
sogar  deren  Consequenz,  meine  Lehre  von  einem  Imaginativen, 
erfordert  kaum  die  Einlassung  mit  den  einfachsten ,  ja  theilweise 
trivialsten  Transcendenten ,  um  in  entscheidenden  geometrischen 
Constructionen  solche  sachliche  Functionen  des  Imaginären  kennen 
zu  lehren,  nach  denen  man  bisher  nicht  einmal  zu  fragen  ver- 
mocht hat.  Doch  ich  will  die  Beispiele  nicht  häufen.  Die  meisten 
Capitel  bieten  neben  ihrem  sonstigen  Inhalt  auch  Anknüpfungs- 
punkte für  das  einfachere  mathematische  Bedürfen  dar,  und  selbst 
solche  in  das  Detail  verzweigte  Gestaltungen,  wie  die  vom  Mit- 
verfasser umspannend  und  erschöpfend  hergestellte  Gesammttheorie 
der  Wurzelform,  haben  auch  Seiten  und  Züge  von  fundamentaler 
Einfachheit  an  sich.  Sogar  etwas  von  der  neuen  Theorie  der 
allgemeinen  Functionseigenschaften  hat  eine  verhältnissmässig  so 
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einfache  Gestalt  erhalten,  dass  es  für  Diejenigen,  die  sich  mit  k- 
messenen,  wenn  nur  gediegenen  Vorkenntnissen  daran  machai, 
mit  einem  nicht  allzu  grossen  Zusatz  von  Vorbereitung  eben&Ib 
zugänglich  werden  kann.  Letzteres  ist  um  so  werthyoller,  als  die 
generelle  Functionenlehre,  unsem  Nachweisungen  gemäss,  für  die 
gesammte  Mathematik  die  oberste  Wissenschaft  bildet. 

Das  Fundament  und  der  Hochbau  dazu  entsprechen  sich  und 
weisen  aufeinander  hin,  —  dies  ist  natürlich  und  nothwendig- 
Allein  in  den  Grundlagen  kann  sich  Jemand  bewegen  und  zurecil^ 
finden,  der  sich  nicht  in  die  hohem  Stockwerke  begicbt  Ds§ 
Umgekehrte  ist  aber  in  der  Hauptsache  nicht  möglich.  Man  kaaii 
das  Oberste  wohl  äusserlich  besichtigen,  ohne  sich  um  den  Unter- 
bau zu  kümmern;  aber  begreifen  wird  man  es  nicht,  wenigstens 
nicht  vollständig,  wenn  man  nicht  in  die  Yei*schiedenen  Theile  oimI 
Einrichtungen  des  Fundaments  eingeht.  Man  vergesse  also  nicbl 
dass  es  in  ei'ster  Linie  Grundmittel  sind,  was  wir  dargeboten 
haben,  und  dass  die  Emporführungen  einiger  neuer  Pfeiler  des 
Wissenschaftsgebäudes  bis  in  die  höchsten  Spitzen  mit  einem  be- 
sondern  Maass  gemessen  sein  wollen.  Allein  die  richtige  Hand- 
habung dieses  Maasses  ist  stets  selten  und  kann  selbst  in  längere: 
Zeiträumen  erfahiomgsgemäss  nur  auf  Wenige  zählen.  Wohl  abe: 
kann,  um  in  einem  nicht  blos  mathematischen  Bilde  zu  reden,  di^ 
Function  der  Zeit  eine  etwas  andere  Gestalt  erhalten  und  eiut'^ 
günstigeren  Lauf  nehmen,  wenn  es  sich  neben  den  Höhen  zugleich 
um  jenen  Grund  und  Boden  handelt,  auf  dem  Alle  zu  hausec 
haben.  Hier  bleibt  dann  die  Frage  nur  die,  ob  sie  Letztere«  übei 
oder  gut,  ob  sie  es  in  widerlegten  Irrgängen  oder  im  Bereich  der 
vorgelegten  Wahrheiten  wollen. 
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Schriften  von  Dr.  E.  Dühring. 


1.  FhiloBOphisohe : 
;De  tempore,  spiitio,  can&alitHte  atqae  de  analysls  lufiiii- 

tesimalis  loglca.     Berlin  1861.  »  M. 

tXatUrliche  Dialektik,   neue  lügische  Grundlegungea   der  Wissen- 

schafl-  and  Philosophie.     Berlin  1865.  4  M. 

Der  Werth  des  Lebens,  populär  dargestellt.    3,  Anflöge.    Leipzig 

1881.     Fnca.  6  M. 

CursUS  der  PhllOäOphle  als  streng  wissenschaftlicher 'Wcltansclmnunt! 

nnd  Lcbensgesialtuag.  Leip/ig  1875.  Heimanns  Verlag.  9  M. 
Logik  lind  Wissenscbaftstheorie.  Leipzig  1878.  Fnea.  9  M. 
Kritische  Oescliichte  der  Philosophie  von  Ihren  AufSngen 

bis  zur  ttcgenwart.     3.  Anrtagc.     Leipzig  1878.    Fues.    9  M 

2.  Volks  wir  tb  schaftliche  und  socialitlre: 
Carey's  UmnSlzang  der  Volkswlrthschaftslehre  und  Soclal- 
Wisaenschaft,    12  Uricfr,    München  18(55.    Merhoff.    2  M.  50  Pf. 
tCapItal  nnd  Arbelt,  neue  Anlworicn  auf  alle  Fragen.    Berlin  1865. 

3  M.  50  pr 
'Kritische  Grundlegung  der  Volkswlrthschaftslchre.   Berlin 

1866.  8  M.  40  Pf. 

Die  Verklelnerer  Carey's   und   die   Kri.si3   der   Nationalökonomie. 

sechzehn  Briefe.     Breslau  1867.     Trewendt.  3  M. 

KrItUche  Gescbicbte  der  NationainkoDomle  und  dea  Socla- 

Hamns.     3.  Auflage.     Leipzig  1879.     Fues.  9  M. 

Cursns  der  National-  und  Socialttkonomie,  einschliesslich  der 

Hanptpunkte  der  Finanzpolitik.    2-  Auflage.    Leipzig  1876.     Fues, 

9  M. 
3.  Termisohte: 
fDle  Scblckäale  meiner  Boelalen  Denkschrift  für  das  Preus- 

sUche  StaatsmlnUterlnm,  znfjleich  ein  lleilrag  zur  Geschichte 

de>  Aut'jrrerhts  und    der  Gesct/esanwendung.     (1866.1     Heiiuanna 

Yerlut!  in  Leipzig.  1  M, 

Der  Weg  zur  hOheren  Bernfeblldung  der  Frauen  und  die 

Lebrwelsp. derUnlTersItAten.  Leipzig  1877.  Fues.  im. 60i'/. 
Die  Jodcurrage  als  Racen-,  Sitten-  nnd  Cultnr^ge.    Mir 

eiuer   wellgosdiichi  liehen   Aulwort,     2.  Aada^e.     Kurlsnihe  1881. 

Kenther.  3  M, 
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Die  UeberschStzung  L^sing's  und  dessen  Anwaltsehaft  Ar 

die  Juden.    Karlsruhe  1881.     Reuther.  1  M.  80  Pf. 

Saehe,  Leben  und  Feinde«  Als  Hauptwerk  u.  Schlüssel  zu  seinen  sämmt- 

lichcn  Schriften.  Mit  seinem  Bildniss.  Karlsruhe  1882.  Reuther.  8!^I. 

Der  Ersatz  der  Religion  durch  YoUkommeneres  und  dk 

Aasscheidung  alles  Judenthums  durch  den  modernen  Yölkergeti 
Karlsruhe  1883.     Reuther.  4  M.  50  Pf. 

4.  Mathematisohe  und  naturwiflsenscbaftliche : 

Neue   Grundgesetze   zur  rationellen  Physik    und  Chemie. 

Erste  Folge.     Leipzig  1878.     Fues.  8  M. 

Bohert  Hayer  der  Galllei  des  neunzehnten  Jahrhunderts. 

Eine  Einführung  in  seine  Leistungen  und  Schicksale.  Mit  seines 
Portrait  in  Stahlstich.     Chemnitz  1880.     Schmeitzner.  4  M. 

Kritische  Geschichte  der  allgemeinen  Prlncipien  der  Mecbi- 

nlk.  Von  der  philosophischen  Facultät  der  Universität  Götting^: 
mit  dem  ersten  Preise  der  Beneke-Stiftung  gekrönte  Schrift.  Zwtitt 
theilweise  umgearbeitete  und  mit  einer  Anleitung  zum  Studium  •': 
Mathematik  vermehrte  Auflage.     Leipzig  1877.     Fues.  9Ü 

In  dem  Urtheil  der  GottiDger  Universität,   die  den  Namen  des  Yerbaic 
nicht  wusste,  heisst  es: 

„Mit  vollständigster  und  freiester  Beherrschung  der  Sache  und  erstaimlk- 
Ausdehnung   genauester  literarischer  Kenntniss  sind  nicht  nur  alle  wescntl^' 
Punkte  erörtert,  sondern  eine  grosse  Anzahl  kleinerer  Discussionen,  welcU- 
Facultat  nicht  für  uncrlässlich  gehalten  hättc^  aber  mit  Dank   anerkennt  öj  ■ 
überall   dem  volleren  Vcrstandniss  de^  Gegenstandes  dienen,    bezeugen  zu^- 
die  grosse  Liebe  und  die  Umsicht,  mit  welcher  der  Verfasser  sich  in  srine  A' 
gäbe  vertieft  hat.     Dein  ausserordentlichen  so  aufgehäuften  8t<»fte  entspricht  - 
Fähigkeit   zu   seiner  Bewältigung.     Durch    feines  Gefühl    für    klare   Verthrilfii^ 
der  Massen  ist  es  dem  Verfasser  gelungen,  zugleich  auf  die  fi^iinze  geistige  Si^ 
tur  der  Zeitalter,  auf  den  wissenschaftlichen  Charakter  der  leiten<len  Pers«'»a:i-t 
keiten   und   auf  die   fortschreitende  Entwickelimg  der  einzelnen  Principien  lu: 
Lehrsätze  ganz  das  belehrende  geschichtliche  Licht  fallen  zu  lass«»ii,   welches  c:- 
Facultät  vor  allem   gewünscht  hatte.     Die  ursprünglichen  Aufg.iben,   an  den: 
Behandlung  jedes   neue  Princip   oder  Tlieorem  entstand,   sind  überall  mit  v.^l 
endeter  Anschaulichkeit  reproducirt  und  die  allmälige  Umformung,  die  jede?  t* 
fahren  hat,  durch  alle  Zwischenglieder  sorgiältig  verfolgt    Die  Berühnmgen  «Ic' 
mechanischen  Gedanken  mit  der  philosophischen  Speculation  sind  nirgpml^  vrr 
mieden ;  sie  sind  nicht  nur  in  eigenen  Abschnitten  entwickelt,  sondern  der  i^'v^- 
philosophische   Instinct,   der   den  Verfasser   auch   auf  diesem  Boden   leitet.  i< 
ebenso  deutlich  in  einer  grossen  Anzahl  aufklärender  allgemeiner  BemerkuiiTri: 
sichtbar,    welche   an   schicklichen  Stellen   in   die  Darstellung  der  mechaniscliriä 
Untersuchungen  verflochten  sind.     Den  angenehmen  Eindruck  des  Ganzen  v..ii- 
endet  eine   sehr   einfache,   aber   an   glücklichen  Wendungen    reiche   Schreibart 
Voll  Befriedigung,  sich  als  die  Veranlasserin  dieser  schönen  Leistung  zu  wi«?«'- 
durch  welche  ihre  Aufgabe  vollständig  gelost  und  viele  Nebenerwartungen  über 
troffen   sind,    zögert   sie   nicht,   dem   Verfasser    den    ersten    Preis    hieniuiv'^' 
öffentlich  zuzuerkennen."  

Fftr  du  mit  einem  *  bezeichnete  Ruch  ist  die  Verlagshtndlaag  eing«nngen  und  befioden  ^ 
die  wenigen  restirenden  Exempltre  bei  dem  Verfas^ser,  Adresse  Zehlendon  bei  B**rlin,  Ton  wo  «6i^ 
gegen  vorg&ngige  Einsendung  aes  Betrages  m  beziehen  sind.  —  Die  mit  einem  f  bezetchneln  B&^ 
lind  TergTÜfen. 


Bemerkung  zum  Schriftenverzeiclmiss 

hber  die  Plagürung  der  neneu  Ornndgesetze  zar  Physik 
und  Cbemie. 

Die  im  Verzeichniss  auigefölirti!  StLrift  „Neue  Grulidfreaetee"  etc.  erschien 
1  Mai  IftTH  tiiiil  erliiclt  sofort  duroli  den  IluulihnDdel  eiao  lunlnsaeiide  Ver- 
hriu'timg  im  Inlande  und  nach  VerhftJtniBS  der  Sprache  auiJi  im  AusJando.  Ueber- 
"m  waren  »elmii  vorlier  Prunpecle  lit-rselbcn  an  sahlreiche  FaohgeU-hrtc ,  sowie 
1  >karJemii-D  des  In-  und  Auslandes  versendet  worden.  In  diesen  Pruepecten 
wjir  iriKbisiindere  das  von  meinem  Sohn  Ulrich  entdeckte  und  von  ihm  in  der 
HiKrili  «illisl  mit  einer  »oltHtändigen  Theorie  und  praktisehen  Anwendungen  aiut- 
jL-t'itM.  Siclcgeaela  wBrtlich  fonnulirt.  Die  einaige  Anfinerkaamkeit  jedoch, 
w.  I.'Ik  iIIl'  ill'U-hrten  dieser  Schrift  widmeten,  be«la£d  darin,  dass  sie  dieselbe 
n>|]i  riiii'iilich  kauAen,  eich  aber,  wie  des  Näheren  nachher  deutlich  werden 
winl,  iiiii'b  uHchtrSglicb  deren  neuen  Inhalt  für  sich,  wie  der  Volksaiiadruck  lautet, 
I  Vit  kaufen  vcrsucliten.  Sie  schwiegen  Jnhr  und  Tag  über  die  Schrift  in  den  Fach- 
j^umal«!,  gaben  aber  mündlich  die  Parole  aus,  ob  sei  in  der  Schrift  nichts 
I     Neui'S  enthalten,  das  darin  Enthaltene  vielmehr  schon  überall  au  lesen,  und  ich 


hätte  mich  mit  dieser  Schrift  ganz  besonders  blamirt.  Dies  war  die  eine  Heiti- 
de«  lieben«  würdigen  Gelehrten  Verhallens,  dessen  allgemeine  moraliaehe  Signatur 
in  froheren  berTüimten  Fällen  seit  meiner  Schrift  über  Kobert  Mayer  nuch  dem 
weiteren  PubÜcnm  eindringlicher  bekannt  nnd  durchachaabar  gewunlen  ist.  Die 
juulere,  noch  unwürdigere  füejte,  die  das  ZubehÜr  hicEU  bildete,  teigte  sich  bald 
und  zwar  xoerst  in  Deutschland,  dann  aber  anch  im  Auslände.  AU  Beispiele 
führe  ich  nur  folgende  Fälle  an,  weil  iie  sich  weniger  Kuf  das  von  mir  Her- 
rührende, als  vielmehr  spei-iell  auf  das  ebenso  (diifache  als  wichtige,  darum  aber 
auch  handgreiflich  verständlichere  und  zu  handgreiflicher  Aneignung  äusserst 
bF<|iienii>  Oenets  meines  Lohnes  über  die  correapondireadon  Siedetemperaturen 
bc^T.ieben.  Ich  fQr  mein  Thoil  bin  an  die  edlen  Manieren  der  Gelehrten,  an 
irji^ii'hzeiiigc  Vemchwei^iiig  und  Plilndening  meiner  Schriften  durch  sie,  genugsani 
gcnrJint  und  hätte  viel  xn  tbun,  wenn  ich  Derartiges  im  Einzelnen  verfolgen  wollte. 

Zuerst  isl  ein  Theil  ilca  Qesetnes  der  correapondirenden  Siedetemperaturen 
iwiten«  ciueji  Professors  Winhelmann  durch  Vermittlung  eines  Mitgliedes  der 
Hltncheiier  Akademie,  eines  Professors  von  J0II3-.  als  neue  und  nngeblich  Herrn 
Winkelmano  gehörige  Entdeckung  Juni  IST9  jener  Akademie  vorgelegt  nnd  in 
deren  Abhandlungen  in  Gestalt  eine«  Aulsnties  des  Herrn  Winkelmann  vor- 
r.ffewlic'hl  worden.  Obenein  ist  die  Anfnafame  einer  sachgemässen  Beclamstion, 
ilif  irniii  Sribii  an  Herrn  von  Jollj  eingesendet  hat,  von  diesem  Herrn  verweigert 
wr.rdiii.  .Si'hon  kühner  geworden,  hat  später  Herr  Wiukelraaim  in  einer  Abhand- 
lung der  Wiederaannschen  .Annalen  der  Physik"  (Jahrgang  1BSU)  «ich  wesentlich 
•Uli  lUupliuhalt  des  (>eaet«es  der  currespondirenden  Siedetemperaturen  unter 
Umhüllung  mit  einer  unerheblichen  Abändenuig  angeeignet  und  diese  Manipu- 
lation dadnrch  gekrönt,  daas  er  lugleicb  das  Gesetz  dem  Publicum  gegeniiber 
oaltmaibol  ala  unwahr  eigiuiliairte.  In  diesem  Fall  gelang  es  meinem  Sohn,  wenig- 
«it«ns  einen  Artikel  zumt^chuti  seines  Ge^etEcs  in  die  Annalen  eingerückt  Bu  erhallen. 

Da«  volbtündigc  Ocaet«  auch  ohne  den  Schein  einer  Abänderung  ist  Im 
Febrriar  ISfü  der  Farixer  Akademie  der  Wissensclinilen  als  die  neue  Entdeckung 
«•inei  Herrn  P.  de  Moudesir  durch  ein  Mitglied  dieser  Akademie,  dm  bekannten 
OiciMiker  H.  «ainte-Claire  Deville,  vorgelegt  wordeu,  und  ist  der  betreffende 
Artikel  di-'S  Herrn  de  Mnndeiir  auch  damals  in  den  „Comptea  Rendus*  oncbienen. 
AImüuiu  wurde  das  Gesetz  meines  Sohnes  in  dem  Incognito  einer  franxCalscheu 
Bntdockuug  in  deutsche  Fachzeitcchriften  übernommen,  wog(f[en  er  lunlehst  tm 
.CbaiDtaclii'u  (.'eniralblatt'  (December  Ib6ü)  reelamirlc.  Diewlbe  Reelamjttion, 
ntir  bi  f^anaSsiaeher  Sprache,  war  von  ihm  dem  bnIrcfTwnden  8eerctär  der  fhin- 
aRsiscbm  Akadeniiv  mit  dtm  Ersuchen  um  Aufnahme  in  die  „Comples  Rcndus" 
iiigTseitdtt   wordcu.     Sie    Ikiid    aicJi   ober   nur   in  ^wcwntUub«!'   Fälschung   der 


-     520    — 


Worte  und  des  Siuucs  (ebenfalls  Deccinber  IbSO)  zum  Abdruck  p 
mein  Sohn  für  diese  ihm  untergeschobene  FasAung'  nicht  ver 
Später  haben  sich  zu  den  («enannten  auch  noch  Andere  gesellt,  i 
und  unter  sich  nunmehr  über  die  Priorität  der  Aneignung  nuokl 
haben  beispielsweise  auch  ein  holländischer  Professor  Waals  und ' 
Professor  Clausius,  unter  verschiedenen  aber  schlecht  verhdllepd 
ihrer  Manier  das  Gesetz  als  ihr  eig:nes  rcproducirt.  Bezeicfaneni 
verzerrte  Reproduction  dos  letztem  Herrn  frischweg  auch  scb 
nachtreterisch  in  Lehrbücher  aufgenommen  worden,  wie  3E.  B.  gel 
Nachtrag  des  Jaminschen  Cursus  der  Physik  (1883),  welches  Bad 
in  seiner  3.  Auflage  durchgängig  unsolider  und  unbehülflicher  | 
in  seiner  ersti'U  Bearbeitung  durch  d(*n  ursprünglichen  Veriasaer 

Die  Thatsachen,  aus  denen  mein  Sohn  das  Gesetz  erkamD 
mehreren  Jahrzehnten  in  Fülle  .ledermanu  zur  Verfügung;  abv 
Entdeckung  veröffentlicht  war,  sprossten  in  den  darauf  folgende 
orten  die  Nachentdeckung«'n  lior\'or.  Er  selbst  konnte  e»  nicht  < 
geschehen;  denn  er  ist  erst,  als  schon  die  Thatsachen  vorhanden 
und  hat  dieses  Gesetz,  welches  von  grosser  physikalischer  und  d 
weite  ist,  in  seinem  15.  Lebensjahre  aufgefunden.  Wenn  nun,  nach 
liehe  sehr  umfassende  Wahrheit,  um  die  sich  71)  Jahre  früher  ein  D 
bemüht  hatte,  gesehen,  aueii  andere  ältere  Leute,  die  schon  Jahm 
hätten  sehen  sollen,  nun  plöt/lieh  sehen  lernten,  so  ist  dies  wohl  ven 

Es  ist  aber  in  derartigen  Dingen  oft  noch  mehr  Komik,  als  i 
import  deutscher  Originalwaare  aus  dem  Auslande  in  sich  schlia 
einst  K.  Mayer  gegenüber  prakticirt  worden  war.  Es  hat  nanilick 
Akademie  in  der  ganzen  PlagiatAngelegenheit  nicht  blos  die  Palii 
für  sich,  sondern  offenbar  auch  den  Apfel  der  höchsten  Komik  abg 
allem  moralischen  Ernst  der  Sache  hat  sie  dennoch,  wie  die  La 
meiner  mathematisch  natiirwlssenschat'tlichen  Schriften  wissen,  ae 
Humor  rege  gemacht.  Die  Akademie  der  alt^'u  Mönchestadt  hatte 
Dr.  0.  Berthold  mit  der  Abfassung  einer  (iesehichte  der  Physik 
dieser  nicht«  Besseres  zu  thun  gewusst,  als  sich  unbekaiinterwei 
wenden,  um  da/ii  Disposition  und  Materialien  von  mir  zu  beki 
selljstverständlich  nieht  verabfolgt  habe.  So  ist  der  Münchener 
Schicksal  erspart  worden,  auf  jene  Weise  vom  Vater  zu  zehren 
Sohn  ist,  wie  erwähnt,  nicht  ganz  heil  davongekommen.  Jedoch 
sich  gegen  Anzehrungen  zu  wehren,  und  das  Schicksal  des  zu  we 
R.  Mayer  ist  ihm  ein  zur  Warnung  leuchtendes  Beispiel  gewon 
diesem  hatten  die  Thatsachen,  auf  (Irund  deren  er  seine  neue 
heit  entdeckte,  mehrere  Jahrzehnte  lang  aller  Welt  zur  Verfug 
aber  erst  als  er  sie  1842  veröfTentlieht  hatte,  schössen  in  den  n 
im  In-  und  Auslande  eine  ganze  Anzahl  Nachentdecker  auf.  Im 
gesellte  sich  aber  zu  den  Beraubungen  noch  ein  besondere^s  Gcleh 
welches  schlimmer  war  als  das  gegen  (üalilei  verübte  und  in  meij 
K.  Mayer  dem  Publicum  dargeh'gt  worden  ist.  Diese  Schrift  hl 
persönlichen  (vegeustande  überhaupt  noch  die  allgemeinere  Bedei 
moralische  Verderbniss  und  intellectuelle  Verkonmienheit  der  gi 
(lelehrtenclasse  sichtbar  zu  machen  und  zu  zeigen,  wie  diese  CIa 
eine  ähnliclie  Rolle  spielt,  wie  vor  ihr  aussehliesslich  die  Prieste 
kein  Wunder,  wenn  der  mit  allen  Mitteln  betriebene  uml,  wenn  vi 
Mittcdn  aufrechterhaltene  Ehrendiebstahl  und  andere  vi-rwandte 
eben  in  der  Gelehrtenclasse  mehr  grassiren,  als  in  der  uiigelehrt 
Diebstahl  und  die  sonstigen  (iauneistniche. 


Pierer^fdM  Hofbmchdrackerei.    Stephan  Geibel  St  Co.  in  Altmta 
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